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Allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte  als  Curven  im 
Räume  betrachtet,  nebst  deren.  Anwendung  auf  die 
Bestimmung  der  Bahnen  der  um  die  Sonne  in  Regel- 
schnitten sich  bewegenden  Weltkorper  und  der  Proxi- 

mitäten  dieser  Bahnen. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Als  Curven  im  Räume  sind  die  Kegelschnitte  bis  jetzt  noch 
nicht  einer  ausführlichen  und  allgemeinen  Betrachtung  unterworfen 
worden,  was  um  so  auffallender  ist,  weil  dieselben  bei  vielen  der 
wichtigsten  Anwendungen  aus  diesem  Gesichtspunkte  aufgefasst 
werden  müssen*  Ich  habe  daher,  nach  öfteren  Versuchen,  in  dieser 
Abhandlung  eine  solche  Theorie  entwickelt,  und  davon,  was  ich 
in  diesem  Falle  für  wichtig,  wenigstens  fQr  besonders  lehrreich 
hielt,  ein  Paar  Anwendungen  auf  die  Beantwortung  zweier  ffit 
die  Astronomie  hOchst  wichtiger  Fragen  gemacht,  bei  welchen 
man  nicht  vergessen  darf,  dass  sie  sich  unmittelbar  an  die  hier 
entwickelte  Theorie  anschÜessen  sollen,  und  zunächst  lediglich 
zu  deren  Erläuterung  bestimmt  sind. 


Krste«  Kapitel. 

Allgemeine  Theorie   der  Kegelschnitte^  als  Curven    im  Räume 

betrachtet. 


5,1. 

Wenn  eine  gerade  Linie,  die  Directrix,  und  ein  Punkt,  der 
Brennpunkt,  gegeben  sind;  so  nennt  man  einen  Kegelschnitt 
jede    ganz  in  der  durch   die  Directrix   und   den    Brennpunkt  be- 

Tliell  XXXVIL  I 
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•' '9ifmin*ten 'Ebene  liegcte<le  Giirve.?oAA)btcber'*Be8chaffenheity  dass 

die  beiden  Entfernungen  jedes  ihrer  Punkte  von  der  Direetrix  und 

dem  Brennpunkte  in  einem  gegebenen  copstanten  Verhfiltnisse  zu 

einander  stehen,  so  dass  also  der  Bruch 

Entfernung  vom  Brennpunkte 
Entfernung  von  der  Direetrix 

t    V 

fOr  alle  Punkte  des  Kegelschnitts  eine  constante  Grosse  ist,  welche 
die  Charakteristik  des  Kegelschnitts  heisst.  Die  durch  den 
Brennpunkt  gehende,  auf  der  Direetrix  senkrecht  stehende  Gerade 
wird  die  Axe  des  Kegelschnitts  genannt. 

I  Da  hiernach  jeder  Kegelschnitt  ganz  in  einer  und  derselben 

Ebene  liegt,  so  werden  natGrIich  alle  Ontersuchungen  Ober  die 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  am  Besten  und  Einfachsten  auf 
diese  Ebene  eingeschränkl  und  bloss  in  derselben  angestellt.  Eine 
derartige  Untersuchung  über  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte, 
wie  sie  in  der  Abhandlung:  Archiv  d.  M.  u.  P.  Tbl.  X]!P!LI.  Nr.  XIII. 
von  mir  —  und  bekanntlich  in  anderer  Weise  früher  schon  oft  — 
bereits  durchgeführt  worden  ist,  bezweckt  die  vorliegende  Ab- 
handlung nicht  und  setzt  dieselbe  voraus,  Indem  diese  Ab- 
handlung vielmehr  im -Interesse  derjenigen  Wissenschaften,  flir 
welche,  wie  namentlich  für  die  Astronomie,  die  Betrachtung  der 
Kegelschnitte  als  beliebig  im  Räume  liegender  Gurven  von  be- 
sonderer  Wichtigkeit  ist,  nur  die  Entwickelong  der  aAgemeinen 
Theorie  der  Kegelschnitte  f^r  den  Raum  überhaupt,  in  Verbin- 
dung mit  einigen  der  wichtigsten  astronomischen  Anwendungen 
dieser  allgemeinen  Theorie,  sich  zur  Aufgabe  macht.  Im  Alf  ge- 
meinen bemerken  wir,  dass  im  Folgenden  nur  recht.winklige  Coor- 
dlnatensysteme  Anwendung  ^nden  werden. 

§.2. 
Die  Coordinaten  des  Brennpunktes  seien  f,  g,  h,  und 

\\  ....    — —- —  ^sr  y.,M    ,  g^     '  ' 

*/'-'•  cos«       cosp       cosy 

seien  die  Gleichungen  der  Direetrix.    Da  die  Axe  durch  den  Brenn- 
punkt geht,  so  haben  ihre  Gleichungen  die  Form: 

"*' *  co9fp       cosrp      cosx 

und  weil  die  Axe  auf  der  Direetrix  senkrecht  steht,  so  findet  be* 
kanntlich  die  folgende  Gleichung  statt: 


mU  Curpen  tm  Baume  betrachtet,  3 

Beseichoeo  wir  den  Durchschnittspunkt  der  Axe  mit  der  Di- 
rtctrix  durch  (XYZ);  so  haben  wir  nach  I)  and  2)  zwischen  den 
Coordinaten  X,  Y,  Z  dieses  DnrchschnittHpankts  die  folgenden 
Gleicbangen:  * 

coaa'^^  cobS       cosy  * 

4) { 

V  COS  9?      cos^         cos%  '  ' 

aas  denen  sich  ferner  die  Gleichungen: 

•    f  JC=sa+ Gcosa,    J[=/*+ Gj  co«g>,  .        i 
5)  ....  \  F=6+ GcosjU,     F  =  ^-f  Gicost^, 
'Z=c-fGcosy;     Z  =  A-fGiCosx; 

also  iwiscbea  G  nnd  Gi  die  Gleichangen : 

Iif—ä) — 6co8o-f  GiCos^aO, 
(^— ^)— Gco8/J+ Gicosi|;=0, 
(A — e)  — Gcos^-hGicos^  =0 
ergeben. 

Midttplicirt  man  diese  drei  Gleichnnjf^en  nach  der  Reihe  mit 

costt«  cos/?,  cosy 

and   addirt  sie  dann  lu  einander;  so  erhält  man  nach  3)»  unter 
gleicbaeitiger  Berücksichtigung  der  bekannten  Gleichung 

costt*-|-cos/l*+€esy*  =  l , 

\ 
flk  G  auf  der  Stelle  den  folgenden  Ausdruck: 

7).   .   .  G  =  (^— o)cos«  +  (4^  — 6)cos/J  +  (*— c)cos/. 

Stellt  man  die  Gleichangen  6)  auf  folgende  Art  dar: 

Gcos  a  —  Gl  cos  fp  =  /—  a , 

Gcos^— GtCoa^=j7 — 6. 

Geosy — GfCosx  =* — c; 

^Mulrlrt  sie  nun,  und   addirt  sie  hierauf  su  einander;  so  erhilt 
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man  nach  3),  "wenn    man   zugleich    die  beiden  hekannten  Glei- 
chungen 

coa«*  +  cos  /?■  +  cos  y*  =  1 ,    cos  9*  +  cosi^*+  cos^^*  s=  1 

berücksichtigt,  die  Gleichung: 

8)  .   .   .   .G«+Gi«  =  (/V-a)«  +  (5r-6)«  +  (Ä-c)«, 

woraus  sich 

G,«  =  (f-  a)*  +  (p  -6)«  +  (A-c)«-  G« . 

1 

also  nach  7): 

9) 

^*""*  )— [(/P~a)cosa  +  (^-6)cos|3  +  (A-c)cosyJ«i 

ersieht. 

Es  ist  auch: 

i[(/— fl)cos/3 — (^  — 6)cosa]*  J  1 
+  [(^— 6)cosy— (Ä— c)cos/J]« 
+  [(A — e)cosa — (/"  — a)cosy]* 

und: 

(^—  a)«sin  ««  +  (17 — 6)2sin  /P  +  (A — c)«8in  y«  ^  i 

'     »     *^  — 2(^--6)(A--c)cos]Scosy 

—  2(A — c)(/* —  a)  cos  y  cos  a 

Nach  5)  und  7)  ist: 

12) 

JC  =  a  -|-  {(f—  a)  cos  «  +  (j^  —  b)  cos  /3  +  (A  —  c)  cos  y }  cos  a,  - 
F=:6+  {(/■ — a)cosa-|-(^^6')cos|}-f  (A  — c)cosy)co8/3, 
Z=sc  +  {(/— a)cosa  +  (^  — 6)cos/3+(A  — c)cosy|cosy; 

also  nach  dem  streiten  Systeme  von  Gleichungen  in  5): 

13) 

> 

/  — g— -ly— a)coett  +  (ff— 6)coa|3-f  (A— c)cosy}co8a 
co«<)»  = ^ g| 


cos 


_  ^— ^— {(/— o)costt-f  (^  — 6)cosP  +  (A  — c)co8y)co8g 


cosx 


^— e— K/*— a)cosa-t-(j^— 6)co8/3-f(A— c)cosv)GOsy 

= — ■ jj— •^; 


Gl 
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wo  man  fOr  Gi  einen  seiner  obigen  Ausdrücke  tu  setsen  hat, 
ond  das  dadurch  eingefährte  doppelte  Zeichen,  wie  auf  der  Stelle 
erteUet,  gana  in  der  Natur  der  Sache  liegt. 

Die  Gleichungen  der  Axe  sind  nach  2)  und  13): 

14) 

/— a—tCZ—a)  cos  a+(^ — Ä)cos/J  +  (A— c)cos/lcosa 

y-9      : 

^—6 — \{f — a)co6ti-\-{g  —  b)co»  ß  ■\-(k  —  c)co»y\eoBß 

x-h 

h—c — \{f — a)co«o+(^— 6)co«^+  (A  — c)co8y)co»)'" 

I 

In  Betreff  der  Grossen  G  und  Gi  erhellet  auf  der  Stelle  aus 
den  Gleichungen  5),  dass  G  die  positiv  oder  negativ  genommene 
Entfernung  de»  Durchschnittspunkis  der  Axe  mit  der  Directrix 
von  dem  Punkte  (obc)  ist^  jeoachdem  der  Durchschi^ttspunkt  der 
Axe  mit  der  Directrix  in  dem  der  beiden  von  dem  Punkte  (abc) 
aosgebenden  Th^ile  der  Directrix,  welchem  die  Winkel  a*,  /3,  y 
entsprechen,  oder  in  dem  entgegengesetzten  Theile  der  Directrix 
liegt;  ond  dass  Gi  die  positiv  oder  negativ  genommene  Entfer- 
OQDg  des  Durchschnittspunkts  der  Axe  mit  der  Directrix«  von  dem 
Brennpunkte  ifgh)  ist,  jenachdem  der  Durchschnittspunkt  der  Axe 
mit  der  Directrix  in  dem  der  beiden  von  dem  Brennpunkte  (fgh) 
anBgehenden  Theile  der  Axe,  wdchaai  die  Winkel  9,  ^,-%  ent* 
ipreehen,  oder  in  dem  eotgegengesetxten  Theile  der  Aze  Hegt. 

Da  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  der  Punkt  {abc)  liegt, 
M  bat  die  Gleichung  dieser  Ebene  im  Allgemeinen  die  Forni : 

J(a?~o)  +  Ä(y  -  6)  +  C(z  -  c)  =  0. 

Weil  nun  aber  in  dieser  Ebene  die  ganze  Directrix  liegt,  so  er- 
giebt  sich  aus  vorstehender  Gleichung  uyd  den  Gleichungen  I) 
die  Gleichung:  ' 

>l cos a  4- Acos /} -I- Ccos  )p  =  0. 

Weil  aber  femer  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  auch  der  Brenn- 
V^^  (fgh)  des  Kegelschnitts  liegt,  so  ist  nach  dem  Obigen :  * 

J(^-a)  +  Ä(i7-6)  +  C(A~c)r=0; 

lad  aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  nun 
«mittelbar,  das«  map,  weil  es  hier  offenbar  nur  auf  die  Verhält- 
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nbse  dar  GrOsseit  A^  By  C  za  einander  aokomnit,  fOr  diese 
GrOgsen  die  folgenden  Aosdrficke  ^etcen  kann : 

A  =  (g — b)cosy  —  (h — c)co8ß, ' 

16)    .    .    j   .    ^Ä  =  (A — c)cosa  —  (f — a)co6y,  , 

C  =  (/"—  a)  008/3 — ig — b)  co»  a. 

\- 

Also  ist  die  Gleichung  der  Ebene  des  Kegelschnitts  nach  dem 
Obigen :. 

16)  .    .    .      \{g — b)cosy — ißi — c)eo8/31(j? — a)  \ 

+  t(A  — c) cos «—(/'— a) cos y)(y^*)  [=0, 
+  !(/" — a)cos/3— (jr — 6)cosaK«  — c)' 

oder,  %yie  sich  auf  der  Stelle  ergiebt,  i^enn  man  in  dieser  Glei- 
chung /*,  g,^  h  für  Zi  y,  i  setzt,  und  die  dadurch  resuitirende 
Gleichung  dann  von  der  vorstehenden  Gleichung  abzieht,  auch: 

17)  .   .   .      t(^— 6)eosy— (A— c)cos/3Kar— /^\ 

+  I(A  — c)cosa  — (/*— a)co8yt(y— ^)  I  =0. 
+  !(/' — o)cos/3 — {g — 6)coso)(z  — A) ' 


-      5-3. 

Von  einem  gAn«  beliebigen  Punkte  {xyi)  im  Ratune  wellee 
i^lr  uns  jetzt  auf  die  Uirectriz  ein  Perpendikel  gefüllt  Renken, 
und  den  DurdwchnitlsfiuBkt  4Keses  Perpendikels  mit  der  Oireo- 
triz  durch  (jri^)  beeelchneQ.  Dann  werden  zwischen  den  Coor* 
dinaten  x,  y,  z  und  X,  p$  }  jedenfalls  Gleichungen  von  der  Form 

18)  x-^r^y-y^  z-r^ 

' cos  B      cos  (0       cos  CD  * 

und  zwischen  den  Winkeln  a^  ß,  y  und  6,  m,  o  wird  die  Glei- 
chung 

19).    .    .   .  cosocosd-f  cos/3cosQ>-h<^osycoscS  =:0 

Statt  finden.     Ferner  hat  man   nach  1),  weil  der  Punkt  (XV})  in 
der  Directrix  liegt,  die  Gleichungen: 

' cos«       cos/3      cosy  * 

Aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  folgt: 

> 

21).    .    .  (jr  — )r)co8a+(y— l^)cos/3+(j  — J)cosy  =  0, 


at$  Curpen  im  Räume  belr achtet:  * 

ab«: 

(j;  ^  a)  C08  a  4*  (jf — 6)C08/J4-(2  —  c)co«y  * 
=  (ir—a)co8a4- (9 —A)co0^ -)-(;  — r)  cosy, 
Dod  folglich  nach  20),  weil 

cos«*+co8/J*+co«y*=  1 

iat: 

22) 
X'-a  =  ((j:  —  fl)co8a  +  (y  —  6)co8j5  +  (x  — c)co8y|co8a, 
9— 6=:{(x-*a)co8o-f(y— 6)G08^-f(z  — c)co8y|co8j3, 

J — c  =  I  (j:  —  fl)  co8  a  +  (y — 6)co8j3-f-(z — c)co8  y  I  cosy ; 

aba: 

23) 

a:— jr  =  (jF — a)  — t(d;--a)co8tt-f  (v — 6)co«j3  +  (s— c)co8y|co»a, 

y— 9  =  (y — ft)  — t(j?-— a)co8a4'(^~-&)co8/3-f  (z  — c)co8y)co8/3, 

j 

2  — |  =  (i — c)  —  t(ar — a)co8a+(y  —  6)co8/J  +  (z — c)co8y|c08y. 

Bezeichnet  P  die  Entfernung  de8  Punkte8  (xy£)  von  der  Di- 
rectrix,  al80  nach  dem  Vorhergehenden  die  Entfernung  der  bei- 
den ^kt^  (^Pyz)  und  {jpsfii  ^^^  einander,  8o  iet: 

/»  =  (a?-rt«  +  (y  -  V)«  +  (i-l)«, 

folglich  nach  23),  wie  man  sogleich  Gberaieht: 

24)  ' 

/"=(ar-a)H(y- A)*+(2-c)«-  <  (jr-a)cosa+(iy-6)  (Jos/3+(z-c)co8y  |  *, 

oder: 

26) 

P»=     t(jr— a)co8/3 — (y  — ft)c68o)^ 

+ 1  (y — b)  coay  —  (z  —  c)  coe  ß  f  *. 

+  |(i — c)co8a  — (a; — a)co8y)*, 

oder: 

26) 

/»=(;r~a)*sina*+(y-6)«8ini5<+(t-c)«8iny*-2(a:-a)(y-6)co8aco8/J 

— 2(y — 6)(i— c)  cos  j5  cos  y 
— 2(z— c)(ar— a)co8yco8a. 


•     / 


8  Grunert:    Allgemeine  Theorie  äer '  KegeUchnilU 

Liegt  jetzt  der  Punkt  {xyz)  io  der  Ebene  des  KegelschnitU, 
so  müssen  seine  Coordinaten  entweder  die  Greichung  16),  oder 
die  Gleichung  17)  befriedigen;  und  wenn  nun  dieser  Punkt  ein 
Punkt  des  Kegelschnitts  selbst  sein  soll,  so  mflssen  nach  der 
Natur  der  Kegelschnitte,  wenn  die  Charakteristik  durch  n  bezeich- 
net  wird^  wir  die  Entfernung  des  Punktes  {xyi)  von  dem  Brenn- 
punkte (fgh)  erhalten,  wenn  wir  das  Perpendikel  P  mit  der  Cha- 
rakteristik n  multipliciren,  es  muss  also 

sein.  Hieraus,  aus  16)  und  17)  und  aiis  24),  25),  26)  ergiebt  si^h 
nun,  dass  wir  die  allgemeitien  Gleichungen  des  Kegelschnitte  er- 
halten, wenn  wir  mit  einer  der  beiden  folgenden  Gleichungen: 

27) 

l(^  -6)cosy— (Ä— c)cos^|(a:— a)  \ 
+  t(Ä  — c)cosa  — (/•— a)cosy|(y— Ä)(  =0, 
+  ((/'— a)cos/J  —  (^—6)cosa|(z—c)' 

|(^— 6)cosy— (A— c)cos/3)(4r— /)  \ 
+  I(A— cjcosö— (/•-.a)cosy}(y— ^)>  =0 
+  !(/— a)cos/3-(^  — 6)cosa}(2  — A)  ' 

eine  -der  drei  folgenden  Gleichungen  verbinden : 

28) 

=  ii«{(a:~a)H(3^~6)H(«-c)«-[(a:-a)cosa+(y-6)cos/3+(z-.c)cosy]»|, 

(^-/)*  +  (y-Sr)«+(z-A)* 

!f(ar— a)cos/3— (y— 6)cosa]«  \ 
+  [(y  — *)cosy-^(2  — c)cos/3]«  >  , 
+  [(2  — c)cosa  — (a:  — a)cosy]«  / 

^      (^-/)*+(y-^)*  +  (2-A)« 

=  »•t(j:-a)«8io«H(y-6)«sinj3«+(2-c)«siny«-2{ar-.fl)(y-6)cos«cosP 

-  2(y— 6)(z— c)co8jS  cosy 
— 2(2— c)(ar— a)cosy  cosP- 

Jenachdem  unser  Kegelschnitt  eine 

Ellipse,  Parabel,  Hyperbel 


'        als  Cuiven  im  Hauwu  beirackieL  9 

iit,  ist  bekanotliob  respective: 

Die  erste  der  drei  Gleichongeo  28)  briogt  man  leicht  auf  die 
folgende  Form: 

29) (*-/)• +(y -AT)» +(»-*)• 

Ia*  +  6*  +  c* — (acpsa  +  bcosß  +  ccoey)* 
--2[aai-by-^ct-(aeoBci-j-bcoaß+ccoBY)(3ceoBa-i^coBß-t'teosY)]\ 

WeoD  wir  die  Entfernung  des  Anfangs  der  Coordinaten  von  der 
Directrix  äurcb  11  bezeichnen^  so  ist  naich  24)  offenbar: 

30).   .  JI«=a«+6«  +  <r«-(flco8a+6cos/3  +  ccosy)«; 

«id  wenn  wir  die  Entfernung  des  Brennpunktes  von  der  Directrix 
jetit  durch  E  beieichnen,  so  ist  nach  24)  oder  9): 

£«=  (/Ua)«-|.(gr-.6)«+(A-c)*-  { y-a)coso-K^~6)cos/J+{iM)cosyl« 

Bezeichnet  p  den  Parameter  des  Kegelschnitts,  so  ist  nach 
einer  bekannten  allgemeinen  Eigenschaft  dieser  Curven*): 

32) p=:2nE, 

m  ' 

% 

also  nach  31): 
33) p  = 

2«  V(/L.fl)«^(^— 6)«+(A-c)*—  { (/•-a)co8a+(^-6)cos/3+(Ä-c)co8y  1» 

Wenn  wit*  den  an  sich  willktthrlichen  Punkt  {übe)  der  Di- 
rectrix mit  dem  Punkte  zusammenfallen  lassen ,  in  welchem  die 
Directrix*  von  dem  auf  sie  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  ge- 

fUhen  Perpendikel  geschnitten  wird;  so  ist: 

»  ♦ 

34) JI«=a«+Ä«  +  c*, 

also  nach  30): 
36) acoso-i- 6cos/3.-(-ccosy=0, 


*)  Archiv  d.  M.  und  P.  Tbl.  \W\.  S.  108. 
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wodarch  sieb  die  Gleichungep  29)  und  33)  in  die  folgenden  vet* 
wandein : 

36)   .....   .  (:r-/^«  +  (y-^)*  +  (i-A)« 

a*  +  6«+c«— 2(aar  +  6y  +  ci)  \ 

+  ^*+y*  +  **"-(^co^a+ycog^+ ico8y)*j  ' 

und: 

37) 

p=:2frV  (f—a)*+(g  -6)»  +  (Ä— c)«— (/'co8«  +  ^co8/J+  Acosy)*. 

Wenn  wir  den  an, eicb  i^ilUcührlicben  Punict  (abc)  der  Direc- 
trix  mit  dem  Durchechnittspunlcte  (ÄYZ)  der  Axe  mit  der  Di- 
rectrix  sosammenfallen  lassen;  so  ist: 

also  nach  jeder  der  drei  Gleichungen  12) :  ^     ^ 

38)  .   .  (/"— a)cosa  +  (^— 6)cös/J+(A  — c)cosy  =  0, 

folglich  nach  33) : 

39)'.   .   .   .  p:=2nV(/'-a)*  +  (^-6)«+(*-c)«      , 

Es  tbut  der.  Allgemeinheit  der  Betrachtung  keinen  wesent«' 
liehen  Eintrag»  wenn  wir  der  Vereinfachung  der  analytischen  Aus- 
drOcke  wegen  von  jetat  an  den  Brennpunkt  als  Anfang  der  Coor> 
dinaten  annehmen,  also 

/=:0,    ^  =  0,    A±=0 

setsen;  denn  wenn  man  von  den  unter  dieser  Voraussetzung 
entwickelten  Formeln  wieder  au  Formeln  flir  ein  beliebiges»  dem 
au  Grunde  gelegten  Coordinatensysteme»  dessen  Anfang  der  Brenn- 
punkt  ist»  paralleles  Coordinatensystem,  in  welchem  die  Coordi. 
nieten  des  Brennpunktes  fp  g,  h  sind,  fibergehen  will;  so  braucht 
man  alle  in  den  in  Rede  stehenden  Formeln  vorkommenden  Coor- 
dinaten  bloss  um  f^  g»  h  au  vermindern.  Zugleich  aber  wollen 
wir  au  weiterer  Vereinfachung  der  anlytiachen  Ausdrficke  noch 
den  Punkt  (a6c)  mit  dem  Durchschnittspunkte  der  Axe  mit  der 
Directrix»  also  mit  dem  Fusspunkte  des  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten  auf  die  Directrix  gelUlten  Perpendikels  ausammen- 
fallen  lassen.    Dann  haben  wir  nach  36)  und  38)  die  Gleichung: 

40) ocostt-|-6cos/}-f  ccosy  =  Ö» 

und  nach  37)  und  39)  die  Gleichung: 
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41) |i  =  *iVa«  +  A*+c*; 

die  Gleicbong  36)  wird  aber: 

42) ^^(:r«  +  y*  +  **) 

' .    =:  f  2   )  -^2(öar  + Ay  +  ci)— (jfcos« +yco«/3  +  «co8y)*, 

oder:  , 

43) iP« 

= (1 — •i*)(jr*+y*-f2*)+n*(a:  cos  a + y  cos  /J  -f  xeos  y)*+2«*(a«+ Ay +cz), 

oder: 

44) 


}|S  = 


«•+Jf*  +  i*  —  (xcoßu-^-  ycosß  •\-tco9y)^  —  2(aaj  +  Ay  +  et)  • 

Endlich  ist   oaob  17)  die  Gl^ichuog  der  Ebene  des  Kegel- 
schnitts: 

46)  ' 
(Acosy— ccos|3):r-f  (ccosa  -'«CO«y)y  +  (acos/}~- Acoso)z=:0. 


}.  6. 

Unter  den  am  Ende  des  vorhergehenden  t^aragraphen  rück- 
•icbtiich  des  Coordinatensystems  gemachten  Voraossetzungeny 
die  wir  von  jetzt  an  immer  festhalten  werden ,  sind  die  Gleichon- 
geo  der  Aze  des  Kegelschnitts: 

Von  einem  beliehigen  Punkte  (:ryz)  in  der  Ehene  des  Kegel- 
sebnitts  wollen  wir  uns  nun  auf  die  Axe  ein  Perpendikel  g^fiUlt 
denken,  und  den  Durchschnittspunkt  dieses  Perpendikels  mit  der 
Axe  durch  (tcmo)  bezeichnen,  wo  wir  danb  nach  46)  die  Glei- 
choDgen: 

47) ?=^=??  =  G' 

'  a     0      c 

luben.  Da  aber  das  in  Rede  stehende  Perpendik'el  mit- der  durch 
&  Gleichungen  1)  charakterisirteo  Directrix  parallel  ist,  so  ha- 
Wd  wir  femer  offenbar  die  Gleichongen : 


« 


» 


^ 


t 


I 


% 
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48) £Zl!?=JLZ.»     LZ5,==G,'; 

cosa        cosp       cosy         *  ' 

also : . 

X — u=:G|'co8a,    y — v^szGi'^osß,    z — «o:=&|'co6y; 
und  folglich:  , 

a(ar— ti)  +  6(y  — d)  -|-c(2— «ü)=  Gi(acsiS€L^bfiOBß  +cco8y), 
woraus  sich  nach  40)  die  Gleichung 

49) fl(ar— «)  +  %— o)  +  c(i— w)  =  0 

ergiebt.  •  .  . 

Stellt  man  diese  Gleichung  unter  der  Form 

ax-k-by  +  czzr^au-S-bv-y-cw 

dar,  80  erhält  man  nach  4t)  die  Gleichung: 

w 

aar  +  6^  +  <?2  =  G'(a«  +  6«  +  c«), 
also : 


50) 

und  daher  nach  47): 


a*+ft*  +  c^ 


61). K=5f±^^^, 

'  1    a*  +  6*  +  c* 


oder  nach  41): 


52) 


•^""a«  +  6*+c*^' 


«0= ^_.  V C. 


(I.)" 
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Weil  der  Punkt  {xyt)  in  der  Ebene  des  Kegelecbnitts  liegt, 
'  M  ist  nach  46) : 

Verbindet  man  biermit  die  Gleicbnng 

,  cM:  +  öy  +  c«  = ti, 

und  eHminirt  dann  aus  diesen  beiden  Gleicbongen  nach  der  Reibe 
s,  Xy  y,  so  erbält  man»  mit  Rflcksicbt  auf  die  Gleichung 

acos  a-f  Äcos  ß  +  ccosy  =  0, 
leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

n 
arco8/3~ycosctsc  (aco8/3— 6costt) -» 

53)  ...  ^  jfcosy— xcos^  =  (6cosy  —  ccosß)-» 


t  cos  a^x  cosy  =  (c  cos  u  —  d  cos  y)- ; 
und  folglich  nach  47)  auch : 

x^osß — ycoso=  (aeoaß — 6coso)t» 

1  et 

54)  .    .    ;  ^  ycosy— icos/J  =  (ftcosy — cco8ß)'T9 

xcosa  — :rcosy  =  (ccosa — acosy)T; 
und: 

d?cos/3  — ycosa=  (acos/J — 6cosa)— »  i 

66)  .   .    .  <   ycosy  — zcos/7=(ftcosy— ccosjQ-f 

icosa  ~;r cosy  ^(ccosa<—a cosy) —• 

Aas  diesen  drei  Systemen  von  Gleichungen  leitet  man  leicht 
die  drei  folgenden  Systeme  ab»  wo  die  eine  der  drei  Gleichungen 
bmer  eine  nur  der  Symmetrie  wegen  hinzugef&gte  Gleichung  ist : 
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xcoaa  =  (ar — tt)co8a  +  -neo»«, 
56)  .    .    .    .   ^  yco8a=z(:t^u)co8ß  +  -'Ucosa, 

zcosa  =  (ar— *tt)co8y  -f  -itcoso; 

a;co8^  =  (y  —  v).co8a  +  rt^cos  jS, 

zcosßzs  (y-'V)co8y+irvcosß; 

xco8Y=^  (i  — «r)co8a  +  -tüco8y» 

58)  ....   /  ycQ8y=(2 — «e)co8/J+^«eco8y,      ' 

c 
zco8y  =  (* — ui)coay  +  -«rco8y. 

Moltiplicirt  man  io  jedem  die8er  8y8teme  die  drei  GleichuDgeii  mit 

eo8cr,    cimß,    eöHf; 

m 

und  addirt  die  Gleichungen  dann  zu  einander,  80  erbftit  man,  well 

ist,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Ij; —« tc  =:  (o?  C08  er -f  y  C08  ß  +  2  cos  y)  C08  a , 
y-^©  =:  (j;co8a-f  ycosjS-f  zco8y)co8^, 
z — i0  =  (:rco8a-fafcos^-i-2CO8y)cosy. 

Werden  aber  die  Gleichungen  in  jedem  der  drei  obigen  Systeme 
quadrirt  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erhfilt  man: 

(a;«+y«+f «)  cos  a«  =  (ar—  ti)«+(a*+ÄHc«)^^  cos  «« , 
flO)  <{arHyH>«)cos/8«=(y-r)»+(«H6*+c«)0)*cos^. 
(a^+y^+i^  cos  y«  =  (i-.w)*+(a»+6*-|:C«)  0^  cos  y« ; 
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i 


;«*+jH^:^i»^= ^-■'■+£- (3* 


«>       -**-+Ks?)*+ £  (0'- 


k<  ■«  4cr  Pafa  (xy:)  cia  PmU  im  Kcg^MhMtts  ••  M 


aberncft  ^  aBd  S9): 


*^  .      •        coss      e90p       COS/ 

ak«  sack   62)  asd  der   Gkickuig   dra   Kegelsckaitts,  wie 
Iddbt  iaaet: 

oder: 
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i(SH)'=?u.-,J.-i.(=)Y 
")  (^Mk.-|).4(0"'. 

'(^)"=?K.-1).-i(")"'= 


oder: 


«'••l(£-;)*=?"-(>-;)i"'-<'+s'si. 


oder: 


W) 


Vcosa/         4  ^  »       cr^  na' 

\co8^y        4  ^  n    ^'^         n      b' 

\co«y/        4  '^  n       c^  n,      er 


'    Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (xyz)  uosers  Ke- 
gelschnitts von  der  Axe  des  Kegelschnitts  durch  Q,  so  ist 

Q«  =  (j:^u)«  +  (y-e)«  +  (*-«r)«; 

also  nach  66): 

.,      n— 1   II, -      «  +  1   M- 

67).   .e.=t+(i. __..)(! X...)eos/J«); 


+  (1 •  -)(1 .  -)  cos  y»  / 


aber  bekanntlich: 


u £_«^ 

a      6  ""  c 
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also: 


I 


ÄOA  #1*  P*/l  ^-""^       «*.,1  W+^       ««V 

4  ^  n       b'^  n       o' 

4  ^  n     '  ir  ^    ^      w     '  c^' 

Auch  ist  nach  51)  uqd  62): 

69) 

^^ P%l      w—l    ax+by  +  cz  n  +  l    ax  +  by  +  cz 

^   ~  4^  n     '  a^-^b^  +  c^^^  n     'a^  +  A^  +  c*^ 

=  ^{1  — w(n  — 1) -f-?— Ul-w(«  +  l). — ^P—\ 


\ \p^—n(n—\) {ax  +  by-^cz)]  \\p^  —  yi(n  +  1) {ax  +  *y  +  cz)  1 

Die  erste  der  drei  Gleichniigen  63)  lässt  sich  noch  auf  foU 
gende  Art  nrnformen,  und  auf  die  beiden  anderen  Gleichungien  die- 
ses Systems  ist  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  anwendbar. 

Für  «  =  1,   1— n«=0,    also    für  die  Parabel,   erhält  die  in 
Rede   stehende  Gleichung   sogleich  die    folgende   sehr   einfache 
"Form: 


70) f£n!'Y=^*(i_??). 

^  \cosa/         4  ^         a' 

För  ii<l,  1  —  n*>0,  also  für  die  Ellipse,  kann  man  setzen: 

und  erhält  hiernach  die  folgende  Gleichung: 

Theil  XXXVII.  ^ 
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71) 

l,co8o/  — 4tl— n«)~4  V^  1— n^+lf      «*     '  a) 
oder: 

72) 

(i-n«)^\  n^+\  -!?-•«;  +-^-(,^i^;  -' 

FQr  n>l»  n^— 1>0>  also  fiir  die  Hyperbel»  kann  man  setzen: 

und  erhält  die  folgende  Gleichung: 

73) 

Veoso/  ~""4(n*— 1)+  4^1'  »•— l~l'      n«     'a/ 

oder: 

74) 


Für  ccy  a,,u,  x  kann  man  in  alleh  diesen  Gleichungen  /3,  6» 
D,  y  nnd  y,  c,  to,  %  setzen. 

6.  6. 

Bevor  ich  in  diesen  Entwickelungen  weiter  fortschreite ,  «will 
ich  zuerst  in  diesem  Paragraphen  einige  allgemeine  analytische 
Relationen  zusammenstellen ,  von  denen  ich  im  Folgeoden  Öfters 
Gebrauch  zu  machen  Gelegenheit  haben  werde. 

Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der 
folgenden  allgemeinen  Gleichungen,  wo  a,  6,  c  und  Qi,  bi,  c^ 
ganz  beliebige  Grossen  sind: 


\ 


al$  Curven  im  Räume  betrachtet,  19 

1. 

(o6i-6ai)»=     (a«+6a+c«)(ai«+6i«+C|«) 

—{aoi  :\-  bbi  +  cci)(aai  +  6*i  —  cci) , 
(6c,-.c6,)«=     (fl«  +  Ä«  +  c«)(iii«  +  6i«  +  Ci«)'      , 

—  («Ol  +  6*1  +  cci)  (—  OGi  +  66i  +  cci ) , 

.     —  (fla^  +  bbi  +  cci )  (afli  —  bbi + cci). 

Addirt  man  diese  drei  GleichuDgen  zusammen»  so  erhält  man  - 
auf  der  Stelle  die  bekannte  allgemeine  Gleichung : 

II. 

ood  suhtrabirt  nian  von  dieser  Gleichung  jede  der  drei  Gleichun- 
gen 1.,  so  erhält  mau: 

III 

{abi  —  6tfi)2  +  (6ci  —  cbi)^ 

(6ci-c6i)«+(cai-oc»)2 
=  (aH  6« +c«)ci«  +  (fli^+Äi*  +  cri«)c«-2(afl|  +  bb^  +  cc^cci . 

(coi  —  rtci)«  +  (a6i  -  Afli)« 

Femer  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  RicUigkeit  der  drei 
folgenden  Gleichungen: 

IV.  . 

{abi  —  Adi)  (Acj  —  cbi) 

(Aci  — c6x)(coi— aci) 
==  (K  +  abi)(aai  +  AÄi  +CC1)  -  Aa(ai*+^*+ Ci«)-6iai((iH6Hc^ 

2* 
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also,  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt: 

V. 

{abi—AaiXbci'-cbi) + (Acj  -  cbi)(cai — aci)  +  (coi  —  aci)(abi  —boi) 

=     { a(bi  +  ci)  +  b{ci  +  Ol)  +  c(ai  +  bi)  |  (aai  +  bb^  +  cc, ) 

—  (ab  +  bc  +  cd)  (oi«  +  b{^ + Ci«) 

—  (oibi  +biCi  +  ciüi)  (a« + 6«  +  c«) 

=     (a  +  6  +  c)(ai  +  bi  +Ci)(aai  +  Mj  +  cci) 

—  (aai+AÄi+cci)« 

.— («6  +  Äc  +  ca)  (fli«  +  61«  +  ci«) 

Hieraus  erhalten  wir,  wenn  wir  für 

ö,  b,  c;  Ol,  bi,  Ci  , 
respective 

a,  6,  c;  cosa,  cos/?,  cos)^ 
setzen,  und  beachten,  dass  unter  dieser  Voraussetzung 


a«  +  6«  +  c«  =  ^,     a|«  +  V  +  Ci«=l,    aai+M,+cct=0 
ist,  die  fojgßnden  Gleichungen: 

(a  cos^ — 6  cos  a)«  =:  ^  sin  y»— c'. 


(6  cos  y— c  cos  /J)«  =  ^  sin  «2 — a* , 

(ccosa— acoly)^  ='^8in/J»— ä«; 
,  II*. 


(aco8/5— Äcosa)*  +  <6cosy  — ccos/?)«+  (ccosa^ncosy)«  =:,^  ; 
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III*. 

(flcos^  — ftcosa)*  +  (ftco8y — c  cos  j5)*  =  ^  cos /3*  +  6* , 

(Äcosy  — ccos/J)*  +  (ccoscf— acosy)*=  T-ä^^*y*  +  ^*»' 

■» 

(ccosa—  acbsy)*  +  (acos/3— ftco8a)*  =  ^cosa*+a*;  ^ 

IV*. 

(acosß — 6cosa)(6cosy — ccosß)  =  — j-^cosycosa  —  cat 

(6COS7  — ccos/?)(ocosa — aco8y)  =  —  j-^cosaco8/5 — a6> 
(ccostt— acosy)(acosj3  —  6cosa)=:  — j-^cosj5co8y— 6c. 


§.7. 
Wenn  wir  die  aus  45)  bekannte  Gleichung 

(icosy— ccos/3)^-f  (c^cosa  — aco8y)y-f  (acos/3— 6coso)z  =  0 

quadriren,  so  erhalten  wir  nach  den  Formeln  I*.  und  IV*.  im  vor- 
heigebenden  Paragraphen  sogleich  die  folgende  Gleichung: 

r^sin  a*  -  ojja:*— 2r;^cos  acflsß  +  abjxy 

+  j[^sinl3«-ft»)iy«-2(^,cosi3co8y+6c)^i  [  =  0, 

+  (^siny*—  c^Ji*— 2  T^cosy  cos  er  +  cajia: 
oder,  wie  man  sogleich  übersieht: 

N. 

f^|3r*+^*+x*— (a:cosa+ycos/?  +  2Ä)sy)*|  — (aa;+6y+cx)*  =  0, 

oder: 

^(arcos  a + y  cos  p  +  2  cos  y)*  =  |^(ar«  +  y  *  +  z*) — (na:  +  6y + C2)«. 
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Addirt  man  zu  dieser  Ivleichung^)  die  aus  42)  sich  unmittelbar 
ergebende  Gleichung: 

—  4^(^cosa+ycQS/5  +  2C08y)« 

> 

* 

SO  erhält  man  die  Gleichung: 
oder : 

und,  wenn  man  , 

76) Ä  =  Va:»+j«+J« 

setzt y  wo  R  die  [Entfernung  des  Punktes  {xyi)  von  dem  Brenn- 
punkte bezeichnet: 

77) ^Ä*  =  n«(a*  +  6jf+«-^«, 

oder : 


*)  Schreibt  man  diese  Gleichung  unter  der  Form 
4^{«*  +  y*  +  2«  — (arcosa +  ycos/?  +  2;cosy)*|,ä=  (cwr  +  6y  +  ci)*, 
und  überlegt,  dats  nach  62), .59),  5S) 

-+»'+■•=(— )'+S(=)'-    ■ 

xcosa+vcosp  +  icosy  = >     aa:  +  6v  +  cz  = -f--«  • - 

■  ^       '^  '  '       cos  a  ■    J  ■  411«    a 


ist;  so  erhält  man,  weno  man  diese  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung 
einfahrt,  die  identische  Gleichoag:, 


4«« 

In  der  That  dient  uns  diese  Gleichung  hier  auch  nnjr  xu  weiteren  Um- 
formungen nhserer  früher  gefundenen  Gleichungen. 
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78)  ....   .  <£Ä  =  ±«(<u:  +  6y+ci-^, 
oder: 

Weil  oacb  52) 


ÜX 


*'»+»=(Ö-i=(£)"s=(Ö"! 


ist>  80  kann  man  diese  Gleichungen  auch  auf  folgende  Art  aus- 
drfieken: 


a>),...j«=i|(|_i)=±|.J^*. 


«  =  4Kf-.)=±|. 


IT— C 


odff: 

81)  ...  .  Ä±i;,  =  ±£.H=±f  .|  =  ±|.^, 

od«r: 

82)  ip(Ä±Jp)=±  »«(««« +  6» +  «)*). 


*)  Kimmt  man  die  Ebene  de«  KegelichnitU  «elbst  als  Ebene  der  xy 
•8,  so  nate  man  in  den  ••  eben  entwickelten  Formeln  2  =  0  fetten,  und 
erbiü  also  aacli  75)  die  folgende  merkwürdige  aligemeine  Gleichnng; 
dei  KegeUchnitU : 

oder  nach  79)  und  82)  die  Gleich un^en : 

lud 

Jp(Ä±ip)  =  ±««(ax  +  6jy), 

ift  denen  man,  wie  «oglelch  nachher  geaeigt  werden  wird,  für  die  Ellipse, 
^  Parabel  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  die  unteren,  für  den 
xveiteo  Zweig  der  Hyperbel  die  oberen  Zeichen  nehmen  moss. 


I      • 


] 
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Hauptsächlich  handelt  es  sich  nun  um  ein  Kriterium»  nach 
welchem  man  immer  sicher  heurtheilen  kann,  ivie  man  in  diesen 
Formeln  die  Zeichen  zu  nehmen, hat. 

tJm  ein  solches  Kriterium  anzugeben»  wollen  wir  die  Formel 

—  2       a 

etwas  genauer  betrachten.    Da  /2  seiner  Natur  nach  eine  positive    ! 
Grosse  ist»  so  muss  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere 

Zeichen  nehmen»  jenachdem  der  ßrucb  positiv  oder  nega- 
tiv ist.  Nun  ist  aber  offenbar  u  —  a  die  erste  Coordinate  des 
Fusspunkts  des  von  dem  Punkte  (xyz)  ^uf  die  Axe  geßillten  Per- 
pendikels» wenn  man  den  Durchschnittspunkt  der  4^®  n>'it  ^^^ 
Directrix  als  Anfang  annimmt;  und  — a  ist  für  denselben  Anfang 
die  erste  Coordinate  des  Brennpunkts.  Aus  der  bekannten  gegen- 
seitigen Lage  des  Kegelschnitts,  seiner  Directrix  und  seines  Brenn- 
punkts erhellet  auf  der  Stelle,  dass  für  die  Ellipse»  die  Parabel 
und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  die  beiden  in  Rede  stehen- 
den ersten  Coordinat^n»  also  die  Grössen  u — a  und  — a,  jeder- 

zeit  gleiche  Vorzeichen  haben,  folglich  der  Bruch  positiv, 

der  Bruch    negativ  ist ;  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel 

haben  dagegen  di»  beiden  in  Rede  stehenden  ersten  Coordinaten»  also 
die  Grossen  u — a  und  —  a»  jederzeit  ungleiche  Vorzeichen,  und 

der  Bruch  ist  folglich  negativ«  der  Bruch positiv.  Hier- 
aus ergiebt  sich  die  Regel,  dass  man  in  allen  obigen  Formeln  fSr 
die  Ellipse»  für  die  Parabel  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel 
die  unteren»  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  die  oberen  Zei- 
chen nehmen  muss"*).  Hiernach  ist  also  z.B.  nach  78)  für  die 
Ellipse»  Parabel  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel: 


2n 


^^''^^^y-i^^+h-tcz)] 


oder 


g  Vx«  +  y«  +  *»  =  n  t  (£)'- (aa:  +  6y  +  «)  1 ; 


*)  Der  erste  Zweig  der  Hyperbel  ist  bekanntlidi  der,  innerhalb  wel' 
ches  der  als  Coordiiiateii - Anfiuig  angenommene  Brennpunkt  liegt;  der 
andere  Zweig  heisst  der  zweite  Zweig  der  Hyperbel. 


L 
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für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  dagegen : 

oder: 

Nach  79)  ist  für  die  Ellipse,  Parabel  und  den  ersten  Zweig 
der  Hyperbel: 

p  /p      R\ 
ood  fm  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist: 

Nach  43)  ist: 

(x  <;o6  «  +y  cos  jS +i  cos  y)* 

dMnaeb.79)  und  76): 

(o:  cos  a  +  y  cos /3  +  2  cos  y)* 

wdraus  man  leicbt  die  Formel: 

83)  .*.  (a:.cosa+ycos/?  +  2COsy)2  =  jB«— r^±-J 

erhält,  in  welcher  die  Zeicben  immer  nach  der  obigen  Regel  ge- 
nommen werden  müssen. 


Offenbar  sind 


X  —  u,  .y — V,    z  —  W 


die  Coordinaten  des  Punktes  (oryz)  fdr  den  Ponkt  (tirto)  als  Anfang. 
Liegt  nnn  der  Punkt  (xyz)  auf  der  Seite  der  Axe,  auf  welcher  der 
Theil  der  Directrix  liegt,  dem  die  Winkel  a,  ß,  y  entsprechen» 
Hebe  wir  die  positive  Seite  der  Axe  nennen  wollen;  so  ist  offenbar: 

t 

a: — tf=Qcosa,    y— »=Qcos/3,    2  — w  =  Qcosy; 
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und  die  ßrQche 

cos  a       cos  ß  ~~  coö  y  "" 

sind  folglich  positiv;  also  ist  in  diesem  Falle  nach  69)  auch  die 
Grösse  ' 

* 

o;  cos  a -f- ^  cos /3 -f  2  cos.y 

positiv.  Liegt  dagegen  der  Punkt  (xyz)  auf  der  Seite  der  Aze, 
auf  welcher  der  Theil  der  Directrix  liegt /.dem  die  Winkel  a,  ß, 
y  nicht,  also  die  Winkel  ISO^^a,  ISO«— /?,  ISO^-y  entsprechen, 
welche  wir  die  negative  Seite  der  Axe  nennen  wollen;  so  ist 
offenbar : 

d:— ii=öcos(180O— a),    y— jd=  C cos (1800-/5), 

z— tr=:ii2  cos  (1800- y); 
V  also 

;p  — u  =  — Qcos«,    y— ü  =  — Qcos/S,    X  — tr  =  — Qcosy;  / 
und  die  Brüche 

x  —  u y^*t? z  —  W ^ 

cosa       cosjS       cosy 

sind  folglich  negativ;  also  ist  in  diesem  Falle  nach  59)  auch  die 
Grösse 

I  a?cosa-f  y  cos /3  +z  cosy 
negativ. 

Folglich  ist  nach  83) 

84).   .  xcosa-i-ycosß  +  icoay^X  Ä*— •(^2  •i"')  * 
wenn  der  Punkt  {xyz)  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  liegt;  und 

85).    .a;cosa+ycosi5+icosy=  — Y  '^-(^i^)  » 

wenn  der  Punkt  {xyz)  auf  der  negativen  Seite  ider  Axe  liegt 
Ueber  das  doppelte  Zeichea  ist  auch  in  diesen  Formeln  immer 
nach  der  oben  angegebenen  Regel  zu  entscheiden. 


Wir  wollen  jetzt  zunächst    alle    Hauptelemente  des  Kegel* 
Schnitts  analytisch  bestimmt.  ^ 


ai$  Cunen  im  Räume  betrachtet. 


.27 


Beiekboen  wir  die  Coordioateo  der  Sd^eitel  im  AllgemelDen 
dsKh  Ft,  G9*  Jä^f  eo  babeo  wir»  da  die  Scheitel  in  der  Axe  lie* 
ges»  lOTurderst  die  Gleicbungen : 


fj G9 ff» ^ 

a        b        c  "^ 


AJ«o  ist  nach  75): 


woraus  man,  weil  nach  41)  bekanntlich 


,2 


ist,  sogleich  die  Gleichung: 

Ä«=n«(Ä^I)«,    also    Ä=±«(Ä— 1) 
erbSlt,  woraus 


l^n 


folgt    Also  ist  nach  dem  Obigen : 


IT« 


IT« 


IT« 


wo  es  sich  nun  frSgt,  welchem  Scheitel  die  oberen,  und  welchem  * 
Scheitel  die  unteren  Zeichen  entsprechen ,  was  sich  auf  folgende 
ArteDtscbeiden  iSsst.    Das  Quadrat  der  Entfernung  der  Scheitel  von 
dem  als  Anfang  der  Coordlnaten  angenoikimenen  Brennpunkte  ist: 


F.«+G.«+Ä«= 


w 


(iT«y 


;(a»+6>  +  c«)  = 


^' 


4(1  Tn)« 


oder 


Also  entspricht  offenbar  das  untere  Zeichen  dem  Scheitel,  welcher 
dem  als  Coordlnaten -Anfang  angenomnienen  Brennpunkte  aunSchst 
Hegt,  das  obere  Zeichen  dem  Scheint ,  welcher  am  Weitesten 
veo  dem  aU  Coordlnaten  -  Anfang  angenommenen  Brennpunkte 
eatfernt  ist;  wobei  sich  von  selbst  versteht,  dass  flir  die  Parabel 
überhaupt  nur  das  untere  Zeichen  genommen  werden  darf.  Be- 
>ttcboen  wir  von  jetzt  an  die  Coordlnaten  des,  dem  als  Coordi- 


1 
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Daten -Anfang  angenommenen  Brennpunkte  zunächst  liegenden 
Scheitels  wie  vorher  durch  F««  G«»  U%\  die  Coordinaten  des  am 
Weitesten  yon  dem  als  Coordinaten -Anfang  angenommenen  Brenn- 
punkte  entfernten  Scheitels  dagegen  durch  F«',  GJ  ^  Ui  \  so  ha- 
ben wir  die  folgenden  Formeln: 

86) 

« 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Kegel- 
schnitts durch  Ftm  Gm,  Jämi  so  ist: 

,      F„  =  i(F,  +  F.') .    Gm  =  4(G. + G.') ,    Ä»  =  |(Ä  +  J^,') ; 

also  nach  86): 

87) 

n*  n*  n* 

I  • 

I 

Die  Parabel  hat  keinen  Mittelpunkt^   weil  diese  Ausdräcke  für 
n=l  unendlich  werden. 

Die  Coordinaten  des  zweiten  Brennpunkts  seien  f,  g',  h'4  so 
isty  weil  beide  Brennpunkte  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  ent- 
fernt sind : 

also : 

Weil  die  Brennpunkte  in  der  Axe  liegeo»  so  ist 

also»  wenn  man  zugleich  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
ihre  Ausdrflcke  aus  87)  einführt: 

(aa+ft«+c«)Ä'«+|^(a»  +  ft«  +  c«)Ä'  =  0, 
woraus 
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fol^,  was  auf  die  beiden  Gleicbungfti 

Ä'  =  0     und     Ä'  +  Y^2L  =  0 

1 — »' 

fuhrt  Nun  kann  aber  die  erste  Gleichung  im  Torliegenden  Falle 
nicht  Statt  finden,  weil  dies  nach  ^em  Obigen  auf 

f  =  Q.    i,'  =  0,   A'=0; 

also  auf  den  als  Coordinaten-Anfang  angenommenen  Brennpunkt, 
welchen  wir  den  ersten  nennen  wollen,  fuhren  wurde.  'Daher  ist 
bloss  die  zweite  Gleichung  zulässige  und  folglich 

Ä'  =  — ?5^' 
1  —  n' 

also: 

88) 

2««       '      ,  2n«  2«» 

f^-TZI^^""    5=~TZlJä*>    A^-iziiäC 

ZQ  setzen.  Für  die  Parabel  giebt'  es  einen  zweiten  Brenn- 
punkt nicht. 

Die  Coordinaten  des   Durchschnittspunkts  der  zweiten  Direc* 
trix  mit  der  Äxe  seien  a',  6',  c';  so  ist: 

a       b       c 

Da  die  beiden  Directrizen  von  dem  Mittelpunkte  gleich  weit  ent- 
fernt sind,  so  hab.en  wir  die  Gleichung:     * 

(F.  -  a)a+(Gm-6)H(Ä»-c)a=  (Fm-a')+(Gm-6')«+(Äm-c')«, 

I 

also : 

2(oFm+6Gm+cÄm)  —  (a«+6a+c«) 
=  2(a'Fm+*'Gm+c'»m)-(o'»+6'«+<^), 

and  folglich,  wenn  man  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  die 
Ansdrficke  87)  einfahrt: 
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$ 

Setzt  man  nun 

und  dividirt  durch  a'-f  6^  +  0^^  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

welche^   auf  gewohnliche  Weise  anfgelOst,  zu 

also  zu  den  beiden  Wertheo : 

n*-l-l 
^»=1  und    Ä''=-V~^ 

fiihrt    Für  fl"  =  1  würde  man 

a*  ^^a,    b'::^b,    c'  =  c; 

also  die  erste  Directrix  erhalten;   daher  muss  man  för  die  zweite 
Directrix 

1— n* 
setzen,^  was  nach  dem  OWgen: 

giebt.    Für  die  Parabel  giebt  es  eine  zweite  Directrix  nicht. 

Die  Hauptaxe,   welche  wir  durch  2A  bezeichnen  wollen»    ist 
die  Entfernung  der  beiden  Scheitel  von  einander,  also: 

4A>  =  (F.  -  F.O«  +  (6\-  <?.')«  +  CA.  -  Ä')*. 
woraus  sich  nach  86) 

also: 

90)    ...    .      A*  =  4(ri:^2  =  4(n«— 1)« 
ergiebt. 

Bezeichnet  2ß  die  Nebenaxe^  so  ist  bekanntlich: 


\ 
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also  Dach  90) : 

91)  .    .    .    .    B*==i6(i— n«)»~l6(S«^=l)*' 
Deberbaupt  kann  man  setzen:  , 

92)  .    .    .    A=±2^i_„,j,    B=^^^==^; 

wenn  man  fSr  die  Ellipse  die  oberen,  fOc  die  Hyperbel  die  unte- 
ren Zeicben  nimmt. 


Die  Excentricität  ist  die  halbe  Entfernung  der  beiden  Brenn- 
ponkte  von  einander,  und  folglich ,  wenn  wir  dieselbe  durch  E 
bezeichnen : 

also: 

»J)     .    .     .    .    B.  -4(1— n«)a~4(n«-l)«' 
oder  Oberhaupt : 

wenn  man  fiir  die  Ellipse  das  obere,  ftir  die  Hyperbel  das  untere 
Zeichen  nimmt. 

Für  die  Ellipse  ist:* 

^  ""**  ~4(1— n«)2     4(l-n«)"'4(l-n«)»' 
also: 

95) •   A«— B2==E2 

Für  die  Hyperbel  ist: 

^  +^  -4(1-7*«)''"  iÖ-«')  ~  4(1— n«)«' 
also: 

96) 'a2  +  B«  =  E« 

Deberbaupt  ist  also :  ■ 

97) A«TB«  =  E», 

wenn  man  das  obere  Zeicben  fOr  die  Ellipse,  das^untere  für  die 
Hyperbel  nimmt. 


\ 
t 
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Aus 

^  -4(1— n«)«'    ^  — ±4(1— n«) 
folgt  durch  Division: 

B«  B« 

also : 

^      A«TB^      E^ 
**  ""      A*      —  A«' 

und  folglich:  ^ 

VA«Tß^      E 


98) n  = 


X        -A' 


immer  das  obere  Zeichen  för  die  Ellipse,  das  untere  für  die  Hy- 
perbel genommen. 

Eine  Menge  anderer  Relationen  dieser  Art  übergehen  wir 
der  Kürze  wegen. 

Nur  mit  der  Bestimmung  des  von  dem  zweiten  Brennpunkte 
nach  dem  Punkte*  (^3^:)  des  Kegelschnitts  gezogenen  zweiten 
Vectors  dieses  Punktes,  den  wir,  eben  so  wie  früher  den  von 
dem  ersten  Brennpunkte  nach  dem  Punkte  (xyi)  gezogenen  ersten 
Vector  durch  R,  durch  R'  bezeichnen  werden,  wollen  wir  uns 
noch  beschäftigen.    Es  ist: 

Ä'»  =  (/-'-ar)a  +  («;'-y)«+(Ä'-z)',     •      ■ 

also  nach  88): 

folglich  nach  41),  52),  80): 

wo  man  flSr  -  auch  7    oder   —  setzen  kann.    Mittelst  dieser  Glei- 

a  o  c 

chung  findet  man  nach  einigen  leichten  Reduction^n: 
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also: 


ood  folglich: 


*ro  sich  oun  fragt,  nie  das  ZeicheD  zu  oehmen  ist,  iras  auf  fol- 
gende Art  entschieden  werden  kann. 

FSr  die  Ellipse  and  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  ist  nach  80) : 

Nach  einer  sehr  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  ist 

Ä  +  Ä'  =  2A  =  j^. 

welcher  Gleichung  nur  genügt  wird,  wenn  man  in  dem  obigen 
Ausdrucke  von  R'  das  obere  Zeichen  nimmt.  Also  ist  fSr  die 
Ellipse: 

Pfir  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  ist  bekanntlich : 

1 — n* 

welcher  Gleichung  nur  genfigt  wird,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 
TOD  A'  das  untere  Zeichen  nimmt.  Also  ist  für  den  ersten  Zweig 
der  Hyperbel: 

Für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist  nach  80): 

Ffir  diesen  Zweig  der  Hyperbel  ist  aber  bekanntlich : 

Ä-i2'  =  2A  =  -r^-^, 

1— n* 

welcher  Gleichung  nur  genügt  wird,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 
^«Ä  R'  das  obere  Zeichen  nimmt.  Also  ist  für  den  zweiten  Zweig 
te  Hyperbel: 

TkeU  XXXVU.  3 


1 
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Hiernach  ist  also: 

wenn  inaD  ffir  die  Ellipse  und  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel 
die  oberen,  für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  die  unteren  Zei- 
chen nimmt. 

Für  die  Ellipse  ist: 
Far  die  Parabel  ist: 

»0») «=-fG-0- 

Ffir  den  ersten  Zweig  der  H3rperbel  ist: 
Ffir  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist: 

Ffir    —    kann   man  auch    7-  und   —  setzen. 
a  o  c 


§.9. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Bestimmung  der  Berfibrenden 
des  Kegelschnitts  in  dem  Punkte  (a:yz)  desselben  beschäftigen. 

Nach  45)  und  79)  haben  wir  zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  i 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(bcotsy — ecos/})x-|-(cco8a— aco8y)iy-f  (acos/J— 6coso)i=09 
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+  ft3f  +  cx=4(e±,J); 


ax 

wo 

ist,  and  fär  die  Ellipse,  die  Parabel  und  den  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  das  untere,  fär  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  das 
obere  Zeichen  zu  nehmen  ist. 

Setzen  wir  der  Kurze  wegen: 
u  :=:  (6  cos  }^  ~  c  cos  j3)  :r + (ccos  ff  ^  a  cos  y)^^  4- (^  cos  j3 — 6  cos  a)  z , 

uod  bezeichnen  die  veränderlichen  oder  -  laufenden  Coordinaten 
durch  jr>  9»  i;  so  sind  die  Gleichungen  der  Berührenden  des 
Kegelschnitts  in  dem  Punkte  (xyi)  bekanntlich  *) : 

r—x ty— y j --I 


dn  WJdn  h^^du  81U_8u  8ü"-8i~5ü_au   8ü* 
Sy*  &      3«  *  &|f        dt'dx      dx'dz        dx*  dy      dy'Sx 

Durch  Differentiation  der  obigen  Ausdrficke  von  n  and  U  erhält 


R-  =  6co8y  — ccosp,    ^=ccosa — acosy,     ä- =  acosp  — ocosa 
und 

oder,  weil,    wie  man  leicht  findet, 

ist: 

3ü        -.  p     X       3ü_        p     y       8Ü       T-  P     * 

Also  ist,  wie  man  mit  Beachtung  der  beiden  Gleichungen 

a*  +  6*  +  c^=  7-^,     /ico8a  + 6cos/3-|-ccosy  =  0 
leicht  findet :  ' 


•)  ThL  XXX.  S.  3T2.  Nr.  13). 

3* 
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8a  8ü_aii  au 

dy   dz        dz' dy 

_P*^^^^T-  P     (ffa:+fty+cg)co8tt  —  a{xcoQa  -{-ycosß  +  zcosy) 
-4„2C08a-|-2p.  g  , 

au   8ü_öu   8Ü 

Bz'Bx       SS'  & 


— £l«^oÄai_£-  (gg?  +  fty  H-  et) cos ß  —  ft(a?co8g+y co»g  +  scosy) 
—  j  .»cospi-o  -.  ^ , 


8a   8Ü  _8ii  8Ü 
9a:' dy        By' dx 

—  ^*  onfi    3:-£-  (g^  +  fty  +  c»)co8y— c(arco8g  +  ycoaß  +  icosy) 
Nach  59)  und  52)  ist  aber: 


x  —  u 
cos« 


X  cos  «  +  y  cos  ß  +  z  cos  y ' 


cos/3  = p^^^ — ^ 


€08  y  = 


und 


.r  cosa -f  ^cos/? -|- zcosy ' 

z — w 

j;cosa*f  ^cos/?  +  zco8y 


p*  u 


4ii* '  aar  +  6y  +  ci ' 

8 


c  = 


also : 


4n*  *  aar  +  6^  +  C2 ' 

(nor-f  6^-f  cx)cosa  —  aCarcosc^-f-^cos/J-l-scosy) 

(aa:  +  6y  +  c2)*(a:--K)~|^(a:co6a  +  ycosj5  +  2COsy)«.tt 
(aor-l-^^-f  cz)(a:cosaH-^cosj?-|-zcosy)  ' 

(aa;H-%+cz)co8/?— 6(j;cosa-f^cos/3-|-zGosy) 

(aa:  +  6y  +  cz)«(y— ü)-^(a:cosa+ycos/J  +  zcosy)«.tJ 
(aa;  +  63f-fcz)(j;co6a+^co8/3+zco8y)  ~* 

(ax  +  by  +  cz)eosy^c(xco8a  +  yco8ß  +  zcosy) 

(ax  +  by  +  cz)*(z— w)  — ^(arcosa  +  ycos/J  +  zcosy)«.fo 
(«^+*y  +  cz)(a:co8a+yco8/J+ zcosy)  * 


** 


ax 
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also,  weil  oach  79)  und  83) 

(jrco8a+ycos/5+2COfly)«=Ä«— r^±  — ^ 

ist,  wie  inaD  leicht  findet: 

{ax'\'by  +  C2)co8a  —  a(arcosa-|-y  cosfi-f  zcoBy) 

{ax'\-by  +  C2)(j:coBa-f  ^cos/S-f  2Cosy) ' 
(iiar  +  Äy  +  C2)co8/J  —  6(a?co8a*f  yco8/3-|-2C08y) 


{ax-\'by  +  ex)  (a?co8a  -|-  y  cos  ß  +  2C08^)  * 
(«Mr+6y  +  c*)co8y — c(j:c08a-|-^C08/?-|- zcos)^) 

(aj:-|-fry  +  ^)  (^rcosa-f^cos/S-l-  zcosy) 
Hieraus  erhält  man  endlich  leicht,  wenn  man  fiir 

cos  er»    eoaßf    cosy  und   ax-i-by-l-cz 

immer  ihre  obigen  AusdrQcke  einfährt: 

aa  au  _  8u   8Ü 
By'  dz       dz  '  Sy 

w"\2w/     Riax+by+cz)  (xcoaa+yeosß  +  zcosy)' 

au  8ü_au  aü 

dz'  dx      dx'  dz 
«* Viii/   ' R{ax  +  Ay  +  cz)(a: cos« +ycos^+2C08y) ' 

au  au  _  au  au 

S? '  5y        dy'  dx 

= i./'EV._tt*|)^^fiiM^ , 

n  \2fi/    Ä(aar  +  6y+cz)  (orcosa+y  cos/3+zcosy)' 
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oder: 

dn  eu^aa  au 

dy'  ^       dz'  dy 
"~w    \2nJ    R(€ia:i-by  +  cz)  (a:cosai-ycotiß+zcosy)  ' 


dn   8ü__au    dV 

Bz  'da:      dx'  dz 


n  \2nJ  'ti(ax  +  by+cz)(xcosa+yco8ß+ 


—  IpRv 

zcosy)  * 


au  au  _  a«  au 

dx 'dl/        dy'  da: 

~~ "~ •  (  *i    )  •  t^  /' " — r — " — ^ " '  '  .  ■  . ^-j 

n  vin/    itinx-f-öy-i-cz)  (a:cosa-{  ycosß+zcosyy 

Nun  iät  aber  nach  52)  und  79): 

£  +  ^  P  4.ä  £.^ 

2«^w  ^"^n.  2n*n 

tt  =  — — — «,      f>= o,     ti>= c: 


also : 


p  EP 

2n  2n  2n 


?««=«(l.±?)«-  I«— (£±?)««. 


folglich : 

au  du  _du  du 

dy  'dz        dz'  dy 

^1(pY  (p  j^^\        (^r"^''^£)^^^^^ 

n\2n/     \2n      nj'  K(aa:+by+cz)(a:coaa+yco9ß  +  zcoay)' 

du  au  _aii  au 

az  '  aar        aa:  *  82 
«\2n/     V2n—  nj ' R(ax+by+ex)(xcoau+ycosß+xcoay)  * 
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dx'  dy       dy'  dx 

«V2w/      \2«       «/    Ä(aa:+6y+C2)  (a:  cos« +  y  cos /J  + I  cos  y) 

iiJ8o  sind   die    Gleichungen   der   Berfihrenden    im  Punkte   (xyi) 
des  Kegelschnitts : 


104)    ...    . 


oder: 


m 


(4er: 


X^x 


oder: 


106)    ...    . 


jr  — o: 


l(n»- 

.l)ÄTipU- 

-n«Äa 

ti-y 

• 

l(n«- 

■l)RTip]y 

-n^Rb 

!(««- 

jr— ar 

-  tfiRc ' 

!(«»• 

-DTj^)^- 

-n^a 

»-sr 

t(n« 

-tflb 

9 


107) 

y— a? v—y  I— * 


ii>(,_«)_(lj.^)^      n»(y-6)-(l±^)y      ««(r-c)-(l±^)x. 
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Bezeichnen  wir  die  von  der  Berfihrenden  mit  den  positiven 
Tbeilen  der  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  auf  belcannte  Weise 
genommenen  Winkel  durch  %,  X,  ^•,  so  ist,  weil,  wie  man  leicht 
findet, 

t[(«»-I)Tj^]^ -»•«)» 
+  l[(n«-l)+^]y-n«61« 

+  t[(»«-I)T^]*-n«c|« 
=  |(n«-l)ÄT/>l{(«»-l)ÄT(l+^)pl 


ist: 


108) 


COSX  := 


Y  t(«»-l)Ä+plt(»i«-l)ÄT(l±^)pl 


cosil  = 


{(n«-l)T^)y-«»6 


V  l(n*-l)Ä=F;^l{(n*-l)Ä+(l±^)p| 


2Ä 

COSfi  = 


Vt(«*-l)ÄT/i)l(«*-l)ßT(l+^)pl 

wo  man  die  Quadratwurzel  positiv  und  negativ  nehmen  kann. 

Die  Formeln  für  die  Normal -Ebene  in  dem  Punkt  {xyz)  las- 
sen sich  hieraus  unmittelbar  ableiten  ^).  Die  Haupt -Normale  ist 
hier  die  Durchschnittslinie  der  Normal -Ebene  mit  der  Ebene  des 
Kegelschnitts. 

Bezeichnen  wir  das  von  dem  als  Coordinaten- Anfang  ange- 
nommenen Brennpunkte  auf  die  Berührende  in  dem  Punkte  {xyz) 
gefönte  Perpendikel  durch  P ;  so  ist  nach  einer  bekannten  For- 
mel der  analytischen  Geometrie,  mit  ROcksicht  auf  die  vorher  för 
die  BerOhrende  entwickelten  Formeln: 

P*  =  a:*  +  .y*+  2* —  {x  cos  x  -f  y  cos  X  +  zcos  f*)* , 


•)  TW.  XXX.  S.  37».  Nr.  17. 
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QDd  folglich  Dach  dem  Vorhergehende^: 


P«=Ä«  — 


{(n«-l)ÄiF;iU(«*-l)ßT(l±Ä)pl 


oder,    wie  man  leicht  findet: 


P«=/2«- 


t(n««l)ß=Fplt(«*-l)ßT(l±^)p} 


woraas  sich  femer  ohne  iSchwierigkeit  ergiebt: 


109)      P=4pV ^^^ — -^ — — • 

{(««-l)ÄTplt(«*-l)ÄT(l+^)/i| 

Ffir  die  Parabel  mass  man  n=:]  setzen  und  die  unteren  Zeichen 
nehmen.     Dadurch  erhält  man: 

wie  sieb  auch  anderweitig  leicht  beweisen  lässt. 


§.  10. 

Ich  gehe  nun  zu  der  Bestimmung  des  Krüromungskreises  in 
dem  Punkte  (xff%)  über  und  werde  mich  dabei  der  zu  diesem  Be- 
hnfe  Ton  mir  früher^)  entwickelten  ganz  allgemeinen,  wie  ich 
glaube,  sehr  merkwürdigen  und  wichtigen  Formeln  bedienen^  in- 
dem ich  auch  alle  dort  eingeführten  Bezeichnungen ,  ohne  weitere 
neue  Erklärung  derselben,  hier  beibehalten  werde»  Das  Folgende 
wird  zugleich  ein  zweckmässiges  und  lehrreiches  Beispiel  sein, 
um  durch  dasselbe  die  grosse  Fruchtbarkeit  und  überaus  bequeme 
Auweadbarkeit  der  in  Rede  stehenden  ganz  allgemeinen  Formeln 
in  zeigen,  welche  früher  in  dieser  Aligemeinheit  und  in  dieser 
•ehr  bequemen  Form  noch  nicht  entwickelt  waren. 

Zoerst  finden  wir   durch   fernere  Differentiation  aus   den  im 
vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Formeln  leicht: 


•)   M.  8.  ThI.  XXX.  S.  418  — S.  423. 
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?!ü^n     ?!?-n     ?!H-n 

^=0     —  =  0      ^"=0- 
und: 

8a:« ""^271«  *    Ä»    '     8j(«~""*^2n«'     i^»    '     8z«  ""^2n«'     Ä»    ' 

8a:8^  ""*  2n«  *  Ä«  '     8y8z "*  2n« '  Ä» '     didx "" *  2««  *  Ä»' 


Weil  nach  §.6.  II*.: 

4«« 


»« 

(a  cos  ß  —  6  C08  «)«  +  (6  cos  y  ^  c  cos  /3)«+  (c  cos  a  —  acos  y)« = j-^. 


ferner  nach  45): 

(6cosy — ccos/3)a:+(cco8a--aco8y)y+(acos/J  — 6cosa)i=0, 
und  offenbar  auch : 

(Acosy — cco8/J)a  +  (ccosa — acosy)6*f  (acos/? — 6cosa)c=:0 

ist;   80  erhalten  wir  aus  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  für 
die  ersten  Differentialquotieoten  entivickelten  Ausdrücke  sogleich: 


8« 


^\jdx)    ^\dy)    ^\dz)  ""4n«' 


und: 


8u   8ü      8u   8J]      8u  8Ü_ 
^  ""  8a;  *  8a:      S^ '  8^      82  *  8z 

Ferner  erhält  man  mittelst  der  in  Rede  stehenden  Differential- 
formein  leicht: 

Mittelst  der  rorher  angegebenen  ssweiten  Differentialquotienten 
ergieht  sich  sogleich 

v=0, 

wo  man  den  allgemeinen  Ausdruck  von  v,  der  hier  zur  Anwen- 
dung kommt,  a.  a.  O.  S.  420.  nachzusehen  hat.  Ferner  ist  nach 
dem  an  demselben  Orte  gegebenen  allgemeinen  Ausdrucke  von  V 
und  dem  Obigen: 
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^2n*'     Ä»     V8a:'a^       8y' 8ar/ 

-2»«'  Ä»V8^'82~'8c'8^A3r'8.r     dx' dz) 

p_  %j/8u  8Ü      8«   ?ü\/8u   8ü_8u  3Ü\ 
^2n^'  R^  \dz'  da-'^dx'  dzJKdx'^      dy'  dx) 

p    22ar/8ii    8Ü     8m  8Ü\  /8u  8Ü     8u  8Ü\ 
*2it«*  R^yWdy  ^dy'dxj  \dy'  dz       dz'dyj' 


also,  wie  leicht  erhellet: 

•2»*  Kl\iöy    öz      öz   ey/     '   \oz    cc^ 

'8u   8Ü     8u  8Ü 


_     p     1  J/8u  8Ü     8u  SUy      /8u  8ü_8u   SÜV 

/8u    8ü_8u  8üy/ 
\3^    %      dy'  dxj    S 

p     1       /8u  8Ü     8u  8Ü\       /8m  8Ü     8u   8Ü\ 
*2ii«fi»^'^V^&""8t'8^j+^V6x'8a:""8a:*82/ 

/8a   8U_8a  8Ü\ 
\8a:  *  8^       8y  *  dxj 

Es  ist  aber  nach  der  allgemeineii  Relation  §.  6. 11. : 

/an  80    aa  8ü\2    /au  au    a^  auy    /au  sü     au  auy 

\dy  dz'^dz'dyj  ^\dz'dx'^dx'dzj  ^  \dx' By  '^  dy   dij 

=  8*S«-Q«^B-S«  =  (0|l-.l(ldk|)l. 
Weil  ferner  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 

du  aü__au  au 

dy  'dz      dz'  dy 
p*         -r.  P     (ax + öy  ■{■  ci)  cos  a— a(x  cos  ai-ycosß-i-zcosy) 

="  ar^^^'^^'f  2i? ' R ' — ~ ' 

au  ao^aji  8ü 

Sz  '  8a?     dx'  dz 
^PL      a^2^   (ga:  +  6y + ci) cos  ß—bjx cogg+ycosjg + zcosy) 

8u   aU_8u  8ü 
dx'  dy      dy    dx 

_ ^  ^   («ar  +  %-|-cz)co8y--c(arco8g+yco8/? + 2C0S}r) 
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ist>  60  ist  offenbar: 

/au  8Ü     3u  8Ü\        /3a  8Ü     dvt   8Ü\   .     /Su   8ü     Öu  8Ü\ 
^'vSy' 3*  ""ö*  *8yy +2^V82  •  8a:^8a:' W  ■'■'Vä^'^^^^SiJ 

also  nach  83): 

/Su  8Ü     8u  8Ü\      /8u  8Ü     8u   8Ü\      /8u   8ü     8u  8ü\ 

Nach  gehöriger  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  den  obigen  Aus- 
druck von  V  erhält  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  Krümmungshalbmesser  durch  K  und 
die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krfimmungskreises  durch 
ilt.'^yi,  so  ist  nach  den  a.  a.  O.  8. 423.  Nr.  60)  und  8.  422.  Nr. 59) 
entwickelten  ganz  allgemeinen  Formeln  im  vorliegenden  Falle,  vro 


ist: 


und: 


Q=:0   und    v  =  0 


^  dx 

M  —  x  =  —  — Tf — 


—  y  =  —  V — 


also,    wenn  man  die  vorher  gefundenen  Ausdrflcke  sämmtlich  in 
diese  Formeln  einföhrt,  wie  man  leicht  findet: 


110) M  = 


Ä»(n«-1T^)* 


i«>^a 


dp) 
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und: 


l_ar  =  ±4||(n«-l)|Tll(2n«|«Ta:), 
111)     <  y-y=±4|t(««-l)^Tl|(2n«*ftTy). 

5-,=±4|t(n*-l)|Tll(2«**cT*); 

welche  Ausdrücke  jedenfalls  sehr  merkwürdig  sind. 

Die  GleichangeD  der  darch  die  Punkte  {xyi)  und  (I^PS)  g^^hen- 
den  Geraden  sind: 

also  nach  111): 

Da  [man  nun  weiss  *) »  dass  für  jede  Curve  der  Krümmungs- 
Hittelpunkt  in  der  Haupt -Normale  liegt,  so  sind  vorstehende  Glei- 
choDgen  die  Gleichungen  der  Haupt -Normale,  was  zur  Vervoll- 
ständigung Dessen  dient,  was  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen 
io  dieser  Beziehung  in  der  Kürze  bemerkt  haben. 

Dm  die  Richtigkeit  der  Ausdrücke  111)  durch  anderweitig  be- 
kannte  Ausdrücke  zu  prüfen,  wollen  wir  sie  auf  die  Parabel,  fär 
welche  ft=l  ist,  anwenden«  indem  wir  die  Ebene  der  Parabel 
seihst  als  Ebene  der  xy  annehmen.  Dir  wir  in  diesem  Falle  be- 
kanotlich  die  unteren  Zeichen  nehmen  müssen,  so  ist,  wie  man 
mittelst  leichter  Rechnung  findet: 


ond: 


1  p 


I-:r=-4|(2^«  +  ;r),    V-y  =  -i^<?fb  +  y); 


od»,  wenn  wir  jetzt  die  Axe  der  Parabel  als  Axe  der  x  anneh< 
ineo,  wo  also  6  =  0  ist: 

aF— a:  =  — 4-(2-a  +  ar),    V-^y  =  — 4-y. 


•)  A.  a.  O.  8.  402. 
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Legen   ivir  lias  bei  <ler  Parabel  gewöhnliche   CoordinateDsystemj 
zu    Grunde,    für   welches  wir   die  Coordinaten  jetzt  durch  a^ y  y 
bezeichnen  wollen,  so  ist  nach  einer  allgemein  bekannten  Formel; 

ganz  wie  ohen.     Ferner  ist  bekanntlich: 

Nun  ist  aber  offenbar: 

x  =  x'  —  ^,   y  =  y';    1  =  »'  — ip.   ?>  =  ?>' 
und  a  =  —  Ip,  al»o  nach  dem  Obigen: 

V-x'=-ij(-R+a:'-\p)=2R  =  2x'  +  ip. 

^,       ,  ^R   ,         ARx'         {ix'-^p)x'         Ax'*        , 


also: 


4ar'« 


wiederum  ganz  wie  vorher. 

Man  konnte  die  Formeln  111)  noch  auf  verschiedene  Arten 
anders  ausdrücken,  was  aber  hier  nicht  weiter  erlSutert  zu  wer- 
den braucht. 


$.  11. 

Wir  wollen  noch  die  Gleichung  der  Projection  des  Kegel- 
schnitts auf  einer  der  drei  Coordinatenebenen ,  etwa  auf  der  Ebene 
der  xyy  suchen.  Diese  Gleichung  erhalten  wir,  wenn  wir  ad^ 
den  beiden  G.leicbungen  45)  und  75),  nämlich  aus  den  beiden 
Gleichungen : 

(ftcosy— cco8/5)a:  +  (ccos«— acosy)3f+(/icosj3 — 6  cos«)  2=0, 

^(^>+y»  +  »«)=n»(«x  +  6y  +  «-^« 

die  Grosse  z  eliminiren.    Nach  der  ersten  dieser  beiden  Gleichun- 
gen ist: 
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___       (6008)^  —  cco»/3)a:  +  (cco8o — acos)r)ty 
""  acosj? — 6co8a  * 

ood  ireil  nun  nach  §.  6.  \\V.  IV^. 

(aco8^  —  6co8a)*  +  (*co8y— cco8/5)*=j-jco8/J*+6*, 

(ccosa — acosy)*  +  (aco8/J — 6  co8a)*  =7-2  cos  «*+«*, 

(bcosy  —  ccoBß)(ccos€t  —  aco8y)=  —  J-^cosacos/J — ab 
ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

(ftx— ay)*  +  |^(^co8/J-yco8a)* 

113)      ß«=jr«  +  V«+2«= 7 ä Ä Ää ' 

welcher  Ausdruck  auch  an  sich  roerkwilrdig  ist.     Weil  ferner 

<i(«cos/?--^co8a)  —  c(6cosy — ccosß) 
=  (d*  +  6*+c*)co8/J — 6(aco8a+6co8/3+cco8y), 

b(ato8ß  —  Äcosa)  — c(cco8a  —  acosy) 
=:a(aco8a*f  6cos/?+cco8y)  —  (a®+6*+c*)co8«; 

also  nach  bekannten  Formeln: 

a(aco8/3  —  bcosa)  —  c(6co8y — cco8j3)=:     j-jcosj^, 

b(acosß — Acosa)  — c(ccosa  — acosy)  =  — j-jcos« 

ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

fiix  .  L    »  P^    a:co8/J— ycoso 

'  ■    jr  ■  4,1»  cicosp  —  6co8o 

und  daher: 

...  p^       p'^    (x  —  a)cosß — (v— Wcosa 

ax+by+cz  —  f-5=  7-5-  ' a — ^ 

■    ^  '  4n*     4n*  acosp — ocosa 

Also  ist  die  gesaehte  Gleichung  der   Projection   auf  der  Ebene 
der  xy: 

P^ 
115)    ....     (6a?— ay)*+^(;rco8/J— ycos«)* 

=:S- j(ar— a)co8^  — (y — 6)cosa;*. 
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Zweites  Kapitel. 

Von   der  Bestimm iing;  der  Bahnen   der  Planeten  und  Cometen 
aus   drei  geocentrischen  Beobachtungen. 

§.  1. 

Wir  werden  uns  in  diesem  Kapitel  mit  der  folgenden  geome- 
trischen Aufgabe  beschäftigen: 

Aufgabe. 

Es  seien  ein  Punkt  O  und  drei  gerade  Linien  im 
Räume  gegeben:  man  soll  mit  dem  gegebenen  Punkte 
O  als  Brennpunkt  einen  Kegelschnitt  beschreiben, 
welcher  die  drei  gegebenen  geraden  Linien  in  den 
Punkten  Ai,  A^,  A^  so  schneidet,  dass^  wenn  man  sich 
die  Sehnen  AiA^  und  A^A^  des  Kegelschnitts  gezogen 
denkt,  die  Flächenräume  der  beiden  Dreiecke  AiOAf 
und  A^OA^  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu  einan- 
der stehen,  wobei  wir  zugleich  annehmen  werden,  dass 
die  drei  Pnnkte  A^,  A^^  A^  eine  solche  gegenseitige 
Lage  haben  sollen,  dass  man,  um  von  O  durch  Ai  zu 
A^,  von  O  durch  A^  zu  A^  zu  gelangen,  sich  in  beiden 
Fällen  in  gleichem  Sinne  bewegen  muss. 

Wir  werden  diese  Aufgabe  hier  bei  Weitem  vorzugsweise 
nur  aus  dem  geometrischen  Gesichtspunkte  auffassen  und  auf- 
lösen, als  eine  Anwendung  der  im  vorhergehenden  Kapitel  ent- 
wickelten allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  im  Räume,  spS- 
terhin  aber  die  nahe  Beziehung,  in  welcher  dieselbe  zu  der 
Berechnung  der  Bahnen  der  Planeten  und  Cometen  aus  drei  geo- 
centrischen Beobachtungen  steht,  deutlich  nachweisen.  Eine  solche 
rein  geometrische  Behandlung  des  Problems,  wie  dieselbe  bis 
jetzt  noch  nicht  gegeben  worden  ist,  scheint  uns  von  grosser 
Wichtigkeit  zu  sein,  um  eine  recht  deutliche  Einsicht  in  die  eigent- 
liche Natur  dieser  Aufgabe  zu  gewinnen,  was  bei  Weitem  nicht 
in  demselben  Grade  möglich  ist,  wenn  sie  bloss  für  ihren  spe- 
ciellen  praktischen  Zweck  in  der  Astronomie  gelost  wird.  Zugleich 
bemerken  wir  rücksichtlich  der  Fassung,  welche  oben  der  Auf- 
gabe gegeben  worden  ist,  dass  wir  dabei  vorläufig  ganz  unbe- 
rQcksicbtigt  gelassen  und   davon  abgesehen  haben,    in  wie  weit 
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dieseibe  Oberhaupt  einer  Auflösung  föbig,  ob  sie  in  der  obigen 
Fassoog  völlig  oder  nicht  TOHig  bestimmt  ist,  u.  s.  w.,.  alles  Fra^ 
pm,  die  erst  durch  die  nun  folgende  Auflösung  selbst  ihre  Erle- 
d%oog  finden  werden. 

5.  2. 

Den  als  Brennpunkt  des  gesuchten  Kegelschnitts  gegebenen 
Pmikt  0  nehmen  wii^  als  Anfangspunkt  eines  beliebigen  recht- 
winkligen Coordinatensystems  der  xyz  an  und  bezeichnen  in  B%' 
zog  auf  dieses  Coordinatensystem  die  Gleichungen  der  drei  gege- 
benen Geraden  im  Räume,  in  denen  die  Punkte  Ai  •  A^^  A^  in 
der  ang^ebenen  Weise  liegen  sollen ,  durch: 


S 


X — Ol y — bx I— C| 

cos  Ol        cos/^i       cosyi 


\   cosos         cosps       cosy^ 


cos  03         cos  /?s       cos  /s 

wo  also  fli,  61,  Ci  und  «j,  ft,  /i;  a,,  6,,  c,  und  «,•  ^«»  72» 
<h»  63,  Ca  und  <Xa,  f^^y  y^  gegebene  Grossen  sind.  Weil  aber 
(ffi^c^)«  (otAsCg)»  (03630^)  jede  drei  in  den  drei  gegebenen  Ge- 
raden liegende  Punkte  sein  kOnnen,  so  wird  der  Einfachheit 
wegen  die  Annahme  verstattet  sein ,  dass  diese  Punkte  die  Durch- 
schoittspunkte  £1,  E^^  E^  der  drei  gegebenen  Geraden  mit  der 
Ebene  der  xy  sind,  was  damit  zusammenffillt,  dass  wir  die  drei 
Coordinaten  Ci,  c^,  c^  verschwinden  lassen  und  daher  die  Punkte 
^,E^,  E^  durch  ihre  Coordinaten  auch  bloss  durch  (a|6i),  (a^b^), 
(03^)  bezeichnen  werden.  Das  gegebene  Verhältniss  der  beiden 
Dreiecke  AiOA^  und  A^OA^  zu  einander  bezeichnen  wir  durch 
h\*HM*  so  dass  also 

AAi  0A% :  AA^  OA^  =  ^i«  •  ^tt 
ist.    Die  gesuchten  Coordinaten  der  drei  Punkte 

Al  y  A^  ,  /I3 

bezeichnen  wir  respective  durch : 

^i^yu^i;   x%*  y^^  H%  ^8»y3»s8; 

die  nach  diesen  Punkten  von  dem  gegebenen  Brennpunkte  O  ge- 
logenen  Geraden  respective  durch 

^i>     Äj,     Äa; 
Tkeil  XXXVII.  4 
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und  die  nach  deDselben  Punkten  von  den  Punkten  £|,  E^,  E^ 
gezogenen.  Geraden  respective  durch : 

Gl ,    G2»    G^, 

Für  die  zu  bestimmenden  Elemente  des  gesuchten  Kegelschnitts 
bedienen  wir  uns  genau  derselben  Bezeichnungen  wie  im  vorher- 
gehenden Kapitel,  worflber  also  eine  weitere  Erläuterung  hier 
nicht  nuthig  ist.  Unter  diesen  Voraussetzungen  wollen  wir  nun 
zunächst  die  Gleichungen  aufstellen^  in  denen  die  Auflösung  un- 
serer Aufgabe  enthalten  ist. 

Die  Bedingungen,  dass  der  Anfangspunkt  der  Goordinaten  O 
mit  den  Punkten  (abc),  (^1^1  Xi)^  (^2^2^  *'"  einer  Ebene  liegt^ 
und  dass  die  Dreiecke  AiOA^  und  A^OA^  sich  zu  einander  wie 
T|2  und  T23  verbalten,  geben  uns  zuvorderst  nach  bekannten 
Sätzen  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

I. 

Ferner  geben  uns  die  Bedingungen»  dass  die  drei  Punkte  (xiyiZj), 
(PVf^)*  (^sys's)  ■"  ^o  ^^e*  gegebenen  geraden  Linien  liegen  sol- 
len, die  neun  folgenden  Gleichungen: 

II. 

a:|  =if|  +  Gl  cos«! ,    y,  =6,  +  Gl  cosft .    zi  ä  Gi  cos /i ; 

^a  =  «2+^2?®saa,    y^=^b^'\' G^cosß^,    22=  ^J^cosy»; 

^3  =  «3  +  Ö3  CO S  «3  ,     y 3  Ä  63  -f  Gj  C OS  j^  ,      23  —  G3  C  OS  ^3 ; 

wobei  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  vorausgesetzt  haben»  dass 
die  Winkel  f*ii  ßi»  y\\  02»  ß^,  y%\  <h*  ßs*  Ys  s'><^h  auf  die  von 
den  Punkten  £1,  E^t  E^  aus  nach  den  Punkten  A^  A^,  A^  bin 
gehenden  Tb  eile  der  drei  gegebenen  geraden  Linien  beziehen  *). 

Die  Bedingung,  dass  /2|,  R^,  R^  die  Entfernungen  der  Punkte 
(^i^t^i)»  {^%y%^$  (^9^3^)  ^om  Anfangspunkte  der  Goordinaten  O 
sind,  giebt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 


*)  Mdge  dieie  VoranssetzuDg  auch  immerhin  mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  das  Planeten-  und  Cometen  -  Problem  gemacht  und  zulässig 
sein,  so  möge  sie  dorh  hier  grosserer  Anschanlichkeit  und  der  späteren 
Anwendungen  wegen  bestehen. 
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III. 

Weil  noD  ferner  die  Panhte  (xi^^)*  (x$if9h)*  (^s^a^s)  >»  dem 
Bit  O  als  BreDopunkt  beschriebeoen  Kegelschnitte  liegen  sollen, 
so  haben  wir  nach  Kap.  1.  79)  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

IV. 

fiber  die  aber  folgende  Bemerkungen  sn  machen  sind.  Sollen 
niralich  die  drei  in  Rede  stehenden  Punkte  alle  drei  in  einer  Pa- 
rabel, einer  Ellipse  oder  dem  ersten  Zweige  einer  Hyperbel  lie- 
gen, so  muss  man  in  diesen  sämmtlichen  Gleichungen  nach  Kap.I. 
$.7.^  die  oberen  Zeichen  nehmen;  sollen  dagegen  die  in  Rede 
stehenden  Punkte  alle  drei  in  dem  zweiten  Zweige  einer  Hyper- 
bel liegen ,  so  muss  man  nach  Kap.  I.  §«  7.  die  unteren  Zeichen 
nehmen.  In  beiden  Fällen  sind  also  die  oberen  und  unteren  Zei- 
chen auf  einauder  zn  beziehen.  Um  uns  aber  von  dem  etwas 
listigen  doppelten  Zeichen  zu  befreien,  wollen  wir  von  jetzt  an 
deo  Parameter  fBr  die  Parabel,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig 
der  Hyperbel  wie  bisher  positiv,  (^  den  «weiten  Zweig  der  Hyper- 
bel dagegen  negativ  nehmen ;  dam  sind  im  ersten  Falle  die  Glei- 
cfcmgen: 


*)  A.  ••  O.  sind  die  GteichuDgen  mit  ii«igelrehrt«ii  Z«icheo  geschrieben. 

4» 
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im  zweiten  dagegen: 

*r,  +6y,  +  ez,  =^(^  +-;r)* 

folglich  ganz  allgemein,  wenn  nämlich  die  Punkte  {xxyih)^  i^'h&th)» 
(0:9^9X9)  alle  drei  in  einer  Parabel,  einer  Ellipse  oder  dem  ersten 
oder  zweiten  Zweige  einer  Hyperbel  liegen  sollen: 


also: 


IV*. 


a^8  +  %3+CZ3=£(£-^»). 


Sollten  aber  zwei  der  in  Rede  stehenden  drei  Punkte  in  den 
einen,  der  dritte  in  dem  anderen  Zweige  einer  Hyperbel  liegeo, 
so  wfirden  in  den  Gleichungen  IV.  nicht  mehr  die  oberen  uod 
unteren  Zeichen  auf  einander  bezogen  werden  dGrfen,  and  die 
Behandlung  der  Aufgabe  würde  einige  Abänderungen  erleiden 
müssen,  die  ich  aber  der  Kürze  wegen  hier  um  so  mehr  bei  Seite 
setzen  kann,  weil  die  Art  der  Behandlung  sich  aus  der  folgenden 
Behandlung  des  hier  in  Angriflf  genommenen  ersten  Falls  ganz  tod 
selbst  ergiebt,  und  weil  der  zweite  Fall  tut  die  Anwendung  in 
der  Astronomie  insofern  keine  Bedeutung  hat,  weil  ja,  wenn  mao 
die  Möglichkeit  oder  Zulässigkeit  des  zweiten  Falls  annehmen 
wollte,  die  Bewegung  des  betreffenden  WeltkOrpers  eine  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  erlitten  haben  würde.    In  geometrischer 
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BexiekiDg  wird  aber^  wie  schon  erinnert,  die  Behandiangsweise 
det  zweiten  Falls  sich  aus  der  folgenden  Behandlung  des  ersten 
FalJs  ganz  von  selbst  ergeben.  Es  wird  also  im  Folgenden  immer 
logeDoromen  werden,  dass  alle  drei  Punkte  in  einer  Parabel, 
m%x  Ellipse,  oder  dem  ersten  oder  zweiten  Zweige  einer  Hyper- 
bel Segen  sollen. 

Weiter  liefert  uns  nach  Kap.  1. 41)  die  allgemeine  Theorie  der 
Kegelschnitte  die  folgende  Gleichung: 


V.  ««+^»+«»  =  (2^)'. 


Alle  diese  Gleichungen  sind  tou  den  Winkeln  a,  /3,  y,  durch 
frelcbe  die  Richtung  der  Directrix  des  Kegelschnitts  bestimmt 
wird,  ganz  unabhängig.  Von  den,  die  in  Rede  stehenden  Win- 
kel entiialtenden  Gleichungen  soll  nachher  sogleich  die  Rede  sein. 

In  I.,  IL,  III.,  IV*.,  V.  sind  uns  neunzehn  Gleichungen  mit 
deo  zwanzig  unbekannten  Grossen: 

«1»  yi*  *i;   ««.  y«.  h;  «s»  ys*  h\  «.  *>  c; 

R\»  t^f  -ßg;    Gl,  Gj,  Gs;   p»  « 

gegeben,  so  dass  wir  also  eine  Gleichung  zu  wenig  haben,  um 
nittelst  dieser  Gleichungen  die  vorstehenden  unbekannten  Grös- 
sen sämmtiich  bestimmen  zu  können.  Allerdings  Hessen  sich  noch 
andere  Gleichungen  aufstellen,  die  aber  sämmtiich  Folgerungen 
aus  den  obigen  Gleichungen,  also  nicht  unabhängig  bestehende 
Gleichungen  sein  würden.  Jedenfalls  ist  auch,  um  dies  an  ein 
Paar  Beispielen  zu  erläutern : 

nun  ist  aber  nach  I.: 

yi«a  -  «iya=^(ya«8  —  «ty»)  > 

mdtiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  x^^  die  zweite  mit  y^, 
und  addirt  die  Gleichungen  zu  einander,  so  erhält  man: 
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also 

und  diese  (jlleichaog  ist  daher  eine  Folge  aas  den  beiden  letzten 
Gleichungen  in  I.^   so  dass  man  folglich  immer  zugleich  hat: 

^ays"-".y2^a       y«'a — *2y3       ^«^s — ^«^3       "^ss 
Setzt  man  in  der  ersten  der  Gleichungen  1.: 

^ly«  -  yi^  ==  -^  (^«3^ — y«^8) » 

SO  erhält  man  die  Gleichung: 

a(y»28  -  Hy%)  +  ^(2*^:8— araZa)  +  cix^y^  — y«a^)  =  0. 

welche  ausspricht,  dass  die  Punkte  O,  {abc)^  (^ayaz«),  (^yt^s) 
in  einer  Ebene  liegen.  Liegen  aber  die  Punkte  O,  {abc),  {x^^iXi). 
{x^y^z^  und  auch  die  Punkte  O,  (aÄc),  (^aya^)*  (^ays%)  *'" 
einer  Ebene,  so  müssen  natdriich  auch  die  Punkte  O,  {abc), 
(^iSsH) 9  (^lyih)  i"  einer  Ebene  liegen,  was  durch  die  Gleichung 

«(y»«!— «8yi)+Ä(^^i  -^«i)+c(ar8yi— y8a:i)  =  0 
ausgesprochen  wird. 

Nach  Kap.  I.  40),  45)  und  einer  allgemein  bekannten  analy- 
tisch-geometrischen Gleichung  haben  wir  nun  noch  die  folgenden 
Gleichungen : 

VI. 

acosa  + 6cos/?  + ccosy=:0; 

(6cosy — ccos/J)ari  +  (ccosa  — acosy)^i  +  (acosjS — 6coso)zt=0, 

(Äcosy — ccosß)x2'i-  (ccosa — acosy)^2~l~  (acos/S  —  6co8o)zs:=0, 

(ftcosy  — ccos/J)ar8  +  (ccosa  — a cos y) ^3 -f  (acos/3 — 6cosa)28=0) 

« 

cos  a*  +  cos  ß^  +  cos  y*  =  l ; 
oder : 
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VI*. 

acosa-f  6cos/?-|-ccosy  =  0; 
(bii — cyi)co8a  +  (cxi  —  azi)  cos  ß  +  {ayi  —  6a:i)  cosy =0, 

(ftsj — cya)  cos  a + {cx^ — 023)  cos  ß  +  {ay^ — bx^)  cos  y = 0 ; 

cosa*  +  C08j3*  +  cosy*  =:  I. 

I^mmt  man  aber  von  der  zweiten,  d ritten ,  vierten  Gleichung  zwei, 
€twa  die  beiden  ersten  Gleichungen,  und  lässt  F  einen  beliebigen 
Factor  bezeichnen «  so  kann  man  bekanntlich  setzen: 

co8j5=r{(ayi— 6ari)(62a— cya)— (fei  — c^i)  {ay^—bx^\, 
cosy=rt(6«i  —  cyi)(cara-a2a)— (ca?i— Hl,)  {bi^—ey^)U 
also: 

co8a=ra{a(yi2a— 2,^2)  +6(«i^a-- •a;,Z2)  +  c(a:iy,— .Vi^a)), 
co8j8==r6ta(y,22— 2iyj) +  Ä(z,a74— OTita) +c(j:iya— yiOTa)!, 

cosy  =  rcta(yi2a--2,ya)  +  ^(«i-^i  — ^1*2)  +  «(0:1^2— ^1^2)«; 

was,  in  die  erste  der  Gleichungen  VI.  oder  VI*,  gesetzt,  zu  der 
Gleichung 

r(aH^Hc*)  t  a  (^129-2,^2)  +  b  {tix^—xi  2»)  +  c  {x^y^-^y^x^)  |  =  0, 
also  zu  der  schon  in  I.  enthaltenen  Gleichung 

a(yi^— *iy«)  +  ^(2i^«  — ^ia:«)  +  c(a:,y2— .yi^«)  =  0 

Hihrt.  Hieraus  sieht  man,  dass  die  Gleichungen  VI.  oder  VI*., 
in  Verbindung  mit  den  früheren  Gleichungen ,  nur  ein  System  von 
drei  selbstständigen  Gleichungen  repräsentiren,  indem  man  näm- 
lich von  diesen  fönf  Gleichungen  immer  die  erste  und  letzte  und 
eise  der  drei  mittleren  zu  wählen  hat. 

Im  Ganzen  hat  man  also  zwei  und  zwanzig  Gleichungen   mit 
den  drei  und  .zwanzig  unbekannten  Grössen : 

^t»  ffif  hl    ^%f  y2>  H'y    ^8».V8»«3;    fl»  *»  c; 

Ri,  Äa,  R39     Gl,  G«,  G^;    p,  n;    a,  ß,  y; 

woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Aufgabe  in  der  ihr  oben  gegebenen 
Passung  keine  völlig  bestimmte  Aufgabe  ist     Wie  nun  derselben 
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eine  nähere  Bestimmung  zu  geben  ist,  wird  weiter  unten  gezeigt 
werden,  wenn  wir  erst  die  obigen  Gleichungen  einer  weiteren 
Behandlung  unterworfen  haben,  zu  der  wir  jetzt  zunächst  Aber- 
^ehen  wollen. 

§.3. 
Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  den  Gleichungen: 

T23  (zi^2  —  ^1  ^  =  ^1 2  (^^8  —  ^a^) 
und: 

.Ti=ai  -f  {riCosoTi,    yi=6,  +GiCosft,    2|  =  £ricosyi; 
0:2=024-  G2C0saa,    ^2  =  ^2  +  C2Cos/J2>    2:2=  G2C08y25 

073=08    F^raCOSOs,      ^3  =  ^3  +  ^3  «OS /J3 ,      Z3=£r8C08y3. 

Fährt  man  die  Ausdrucke  der  Coordinaten  aus  dem  letzten 
System  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  ein,  so  erhält  man  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

T23 1  ^a  cos  yi .  Gl  —  by^  cos  y« .  G2  —  (cos  ft  cosy2  ~  cosy  |  cos/?^)  Gi  G2 1 
=  rj2{^3Cosy2.  G2  —  ^iCosyg.  Ga  —  Ccos/Jacosya  ~  cos}^cos/?8)G2G9i, 

t23 1  öa  c^®  yi  •  G|  —  «1  cos  y2 .  G2  +  (cos  yi  cosof2 — cosai  cosy^  G^  G«  I 
=  ri2 1 03  cos  ya .  G2 — 02  cos  ys .  G3  +  (cos  y2  cosots  —  cosogcosys)  G2GS 1 ; 

welche  sich  auf  verschiedene  Arten  schreiben  lassen. 

Schreibt  man  diese  Gleichungen  zuerst  unter  der  Form : 

^23  ^2  ^^^  yi  •  G|  +  Ti2  ^«  cos  y^*G^ 
=  I  (^23  61  + 1, 263)  cos  ya  +  r23  (cos  ft  cos  y^  —  cos  yi  cos  ß^  Gi 

—  'ri2  (cos  ^2  cos  yj  —  cos  ya  cos  /^)  Gj  I G», 

T23  «2  cos  Yi .  Gl  +  ^12  «2  cos  ys .  G3 
=  I  (^23^1  +  ^1203)  cosy2  —  T23  (cos yi  cos  «2  —  cos  «i  cos  y2)  Gi 

+  ri2(cosy2Coscf3  —  cos  »2  cos  y3)  G3 1  Gs 

und  dividirt  sie  dann  durch  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

C     (^23^1  +ri263)cosy2  +  r23(cos|?,  cosy2  —  cosyi  cos  ^2)  Gi     1 

62 f —  ri2  (cos  ß2  CO8  ya  —  cos  y2  cos  ^3)  Ga J 

«a      i     (^28«x  +  ^1203)  cos  y2  —  T28  (cosyi  cosoa— gosoti  cosy2)  Gi     )' 

\  +  ^12  (cos  ya  cos  «3  —  cos  02  cos  y3)  Gs  i 

die  ferner  leicht  zu    der  folgenden   linearen  Gleichung  zwischen 
Gl  und  G,  föhrt: 


J 
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2) 

I  «•  (^*i  +  n«*»)  -  *«  (^«1 + ^1««'»)  J  cos  y« 

'H]2|as(C08/}8Casy2~C06}r3C08^2)~-^s(<^0S«^C0Sy9-C08y9C08as)}&8 

oder: 

3) 

I  ^ia(««*8  —  *•<»»)  +  «« (ö«*i  -  Ml)  I  co8y4  j 

i  1)3 1  (os  cos  A  —  ^scostfi )  cosy2 — (aacos^^  ~~  b^^oBo^co^fi  \  Gi  >  =0. 
+  ^tl  (^a  CO8  /^  —  fi^cosas)  cosy^ —  (Oacos/S, — Äjcosoa)  cosyj }  Gj ' 
Schreibt  man  die  beiden  obigeo  Gleichangen  aaf  folgende  Art : 
hsl^OByi .  Gi-(r^bi+ri^b^)co8y2 .  C«-  T28(co8/?iC08y2-cosyiC08Ai)Gi  6« 

=— Ti2{Ä2C08y8  +  (C0S/?2C0Sy8  — C08y2C08/38)G2}C,, 

ii3«sC08yi .  Gi-(i;28^~Hi2^)co8y2.G2- ts8(cos<'i<^os|V-co^iCosai)Gi  G2 

=— '^lal^'a  cos  y8  + (cos  ««cos  ys  — cos  y»  cos  03)62  jGs    * 

und  diTidirt  sie  dann  durch  einander,  80  erhält  man  die  Gleichung: 

ipAiCosyi .  Gl  —(^28  fei  +^i  2ft8)cogyg-  Gg-y»  3  (coe/3|  cosya-cosyi  008/^2)  Gi  Ga 
ttsOiCOfyi.  G| — (tss^i  +^i«fls)co8y2.  G2-T,  3  (cosoi  C08y2~c08yiC08a2)G|  G2 

_  62  cos  ya  +  (cos  ß^  cosy^ — cos  y2  cos  h)G% 
""  ii2Cosy8-|-(cosa2COsy8— cosy2Cosos)G2' 

weldie  nach  leichter  Rechnung,  wenn  man  anfhebt,  was  sich 
aufheben  Ifisst,  und  die  Gleichung  dann  durch  G2C08y2  dividirt, 
zu  der  folgenden  Gleichung  fuhrt: 

4) 

lfl*(^aS*l  +  'flÄ*8)  — *9(^I8Öi  +  ^l2Ö8)lCOSy8 

-f  Tjt  t  Of  (cosft  cosya — cosyi  cos/Jj) — 62(00801  cosy, — cosyi  C08c%)  |  G, 
+ 1  (t«6,  +  T12Ä0)  (cos  «2  cos  y,  —  cos  ya  cos  Oj) 

—  (^«801  +  ^i  ««a)  (cos /?2  cos  y,  —  cos  y2  cos  ^a) }  G2 
+ Hi  { co8a2(cosft  cosyg— cosyiCos/Sa) + co8/32(co8yi  coso,— cosoi  cosy,) 

+  cos  y2  (cos  «1  cos  ^3 — cos  ft  cos  og)  I  Gl  G2 

=  0. 

Schreibt  man  endlich   die  beiden   in    Rede   stehenden  Glei- 
diaogen  auf  folgende  Art : 
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Tis6sC08  ya  •  G^8  —  (^«3*1  +  "^12^8)  co»ya-  G^ 

+  ^i»(co*/3aCosy8 — cosy^cos/Jj)  6\Gs 
= — 1^18 i^9 cos yi  ~"  (cosft  cosy^ — cosyi  cosj3^  G^}  Gi , 

,T,  sO«  cos  y8 .  <?3 — (««8«i  +  ^ia«s)  cos  y«  •  C« 

+  *ia  (cos  «2  cos  ya  —  cos  y«  cos  o^)  GiGg 
=  —  t^  {öjcosyi  —  (costtj  cosy«— cosyi  cosoj)  Gj)  G| 

und  dividirt  sie  dann  dorch  einander ,  so  erhftit  man  die  Gleichang : 

i  T|^2Cosys.  G3  —  {r^bx  +  T,aÄ3)co8y2.  G«  > 

c      +^g(co8|3gCosy3— cosyflCosfe)GgG8     3 
y  T| 202 cos  ys .  Ga  —  (^23^1  +  ^la^s) cos  y^.  G«  ) 

C     +  *i»  (cos  «2  cos  y3  —  cos  y2  cos  «3)  G2  G3      t 

62  cos  yi  —  (cos  ßi  cos  y2  —  cos  yi  cos  ß^  G^ 
Hgcosyi  —  (cos  «1  cosy2 — cosyi  cos  «2)  G« ' 

welche  anf  ähnliche  Art  wie  Torher  mittelst  leichter  Rechnaog 
ferner  zu  der  folgenden  Gleichung  fuhrt: 

5) 

{ aa(^a8*i  +  ^a^s)  —  *2(^28ai  +  ^a««) '  cos  y^ 
— T12  ( «2  (cos  ßi  cos  yj — cosyi  cos/^a)  —  62(cosof|  cosy3  —  cosyi  coscifg)  |  C» 

+  t(T2s6i  +  tiJf^)  (cos  02  cosyi  — C06y2C0S  «i) 

—  (^asfli  +  ^ia«8)  (cos /32  cosyi  —  cosy2Cosj?|)  I G« 

—  T12ICOS  (^(cOSjSiCOSyj— C08yiC0S/?3)-|-C0S^2(C0SyiC0SCr3— COSDfiCOSys) 

+  cos  y2  (cos  tti  cos  ft  —  cos  ft  cos  ^3) }  G2  0% 
=0. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

6) 

Ü  =  T12  («2^8  ""  ^a^'s)  —  ^98  (^1  *»  —  ^1  «a) » 
]9  ==(ö2Cos/J|— Ä2Cosa|)cosy3  — (Oacos/Jg  — 62COsa3)cosyi, 
(£^^ — ^28l(<'iCOs/52 — 6iCOsa2)co8y3  —  (01  cos  ^3  —  6|Cosa3)cosy2) 
"~  ^1  a  I  (®8  cos  /?2  "-  ^3  cos  «2)  cos  y3  —  (113  cos  ß^  —  63  cos  03)  cos  y%  l> 
tfi2  =  —  '^28  U*'!  cosjfc— 61  cosa2)cosyi  —  («1  cos/Ji  —  6,  cosai)co8y2i 
— ^i«t(ö8COS/32— Ä3Cosa2)co8yi— (iijcosft — 63COsai)cosy2}* 
J)    =— t(coso2Cos/?3 — cos  ß2C08«%)  cosyi 

-|-(cosa3COS/?i  -cos/SaCosai  )cosy2-f  (cosoTi  cos/^~co8/3]  cosa2)co8y8 1 ; 
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80  werden  die  Gleichungen  4)  und  5): 

7) 

• 

Kennt  man  etwa  G^,  so  lassen  sich  mittelst  dieser  beiden 
Gleicbaogen  Gi  und  G^  leicht  berechnen,  und  die  Gleichung  2) 
oder  3)  kann  dann  zur  Prüfung  der  Richtigkeit  der  geflBbrten 
Rechnung  dienen.  Naturlich  iSsst  sich  immer  ein  ähnliches  Ver- 
Uirea  anwenden,  wenn  man  überhaupt  irgend  eine  der  drei  Qf}»B' 
sen  G|,  62,  63  kennt,  indem  sich  daraus  mittelst  der  hier  «nt- 
vrickelten  Gleichungen  die  beiden  anderen  immer  leicht  finden  lassen. 


§.4. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  der  vier  Gleichungen: 

P  fP      *i\ 

Dnd 

indea  wir  derselben  die  folgende  allgemeine  Bemerkung  voraus- 
sckieken. 

Wenn  zwischen  drei  Grössen  x^  y,  %  Tier  Gleichungen  von 
der  Form 

«0^  +  Äoy  +  Co«  =  ATo , 
aiX^-bxy^CiZzuKi, 

Ax^By^Cz—0 

Statt  finden,  so  müssen  die  Grössen 

jederzeit  einer  gewbsen  Bedingungsgleichung  genügen^  welche 
man  leicht  auf  folgende  Art  erhält  Man  verbinde  mit  jeder  der 
drei  ersten  Gleichungen  die  vierte  Gleichung  und  eliminire  jedes- 
inal  z,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
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{b^A  —  aQB)y  +  {c^A  —  a^C)  z  =  AK^ , 
(6iil-aii?)y  +  (c,il— aiC)2=:i4*ri, 

Multiplicirt  man  nan  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

{biA'-aiB)  (c^A—a^C)  -  (ciA^OiQib^A  -  a,Ä), 
(b^A'-a^B)(coA'-aoC)—(c^A'^a^C)(boA  —  aoBh 

und  addirt  die  Gleichungen  zu  eirtander^  so  erhält  man  auf  der 
Stelle  die  folgende  gesuchte  Bedingungsgleichung: 

{(biA—aiB)  (c,^-a«C)  —  (ci^  — aiO  (M  -a^B)\Ko 

+  {(6o^-öofi)(cii4-.aiC)  — (co^  — aoC)(^^-ai»)IÄ. 
oder,   wie  man  leicht  findet: 

•      1 A  (Äjc,  —  Cibt)  +  B  (cifla  —  Ol  Ca)  +  C(aib^  -  61a,) }  Kq  \ 

+  {il(64Co  — CaÄo)  +  Ä(Caöo— flaCo)  +  C(a,Äo  — ^«Oo))*!    [  =0- 

+  { A  (boCi  —  Cobi)  +  Ä  (coai  —  OqCi)  +  C(ao6|  —  bo^i)  I  AT,  J 

Dass  man,  statt  von  der  Elimination  von  a;,  auch  von  der  Eli- 
mination von  y  oder  %  hätte  ausgehen  können,  versteht  sich  von 
selbst.  ^ 

Wenden  wir  nun  die  vorstehende  Gleichung  auf  unsere  vier 
obigen  Gleichungen,  In  denen  a,  b,  c  die  vorhergehenden  ar,  5, 2 
vertreten,  an,  so  erhalten  wir  die  folgende  Gleichung,   nachdem 

wir  die  resultirende  Gleichung  durch  &  dividirt  und  mit  n  mul- 
tiplicirt haben: 

(yi*«  —  «ly«)  (y3«i — «8^1) 

+  (z,ara  — afiZaXijari  -afjz,)  ^(Ip-Rj  ^  =0. 

+(«iya— yi*a)(«8yi-ya^i) 
+ (^ly«  -yi^i)  (^ly«— yi^i)  ^ 
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bekanntlich  auch 

und 
ist,   so  bat  man  auch  die  beiden  folgenden  Gleicbungen: 

Mx^y^—y%x^){x<iy^—y^x^)  ) 
(ya^  —«2^3)  (yan  —  28*1)  i 

+  («2^8— y2^3)(^8yi— ^8^1)    ' 


+  (*2^3  — ar^ij)  («1^2-  ^122)  >  (iP  -  Ä8) 


und 


+ (^8^1  -  ys^i)  («23(8-^2^8) 

+(«8^1— ^%^)  (^^1—^32^1)  I  Op-'ß«)  ;=o. 


+  J  +(a^8^i-«8«i)(2iara— ^i«2)[  (4p— Äs) 


+ (^8^1— y8«i)(^syi  -.V8^l) 

^       (ya«i  -  ^ayi)  (^1^2— 21^2)  \ 

+  (a^8^1  -«8«l)  (21^2— ^1*2)  I 

Setat   man  nun  aber  wie  frfiber: 

Äj«=^,«+yi>+ii«,     Äa*=a:a«+y2*+«2*.     ß8'=V+y3*+:^8* 
imd  jetzt  nocb  der  Kurse  wegen: 

1^ia  =  -^i^2+yiy2  +  ^«2» 
^2  3=^2^3+^2^8+222^8» 
^3 1  =ar8ari  +y8yi  +  «a«! ; 

80  bringt  man  die  drei  obigen  Gleicbungen  leicbt  auf  die  folgende 
Form  : 


62  Grunert:    AUgemeine  Tkeorie  der  KegeUchnitte 

9)      .      .      .  (^12^23-Äa%l)(4i»-Ä,) 

+(Ä,»ßa»-z/i4*)(4p_Ä,) 
(Ä,«Ä,«-^„«)(ip_/?,) 
+  (^«8^81  — -^»^.aXip— Äa)  }=0. 

(-^2  .^81  -  ÄaSz/M)  (Jp  -  ß,) 

+  (^si//l2  -  Äi»^j  3)  (4p  -  IJs)  ' 
oder,  wenn  «vir  der  Kfirze  wegen  noch: 

«a  =  ^/i«z/„  —  Äa»^,, , 
und 

11)  ....    .    {  Äa=/?3«Ä,«- ^„«, 

setzen : 

©a  (4p-Äi)  +  e»  (4p— Äa)  +  Äj  (4p— Ab)  =0, 

12)  \  Sil  (ip-Äi)+©g(4p-Äa)+  ea(4p-ß,)=0, 
»8  (ip-Äi)  +  Ä.(4p-i2«)+ ©,(ip~Ä,)=sO; 


also: 


. ItiBi  +  Riet  +  R,Sl, 

^-         ^.  +  Öa4Ä, ' 


13)  ;  .„_^L^L+^A+^«a 

®I+Äj  +  Ö8 

Addirt  man  die  drei  Gieicbnngen  12)  xa  einander,  so  erhält  man : 

14)  _  _  i^i(^+»a+e8)-ffi.(e.  -f^+«,)+J2,(«,+«.+^) 
"^  öi  +  Öa+Ö8  +  4(ßi  +  ßa+ß;)  • 
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Eine  Menge  weiterer  Transformationen,  die  sich  mit  diesen 
GJeicfiiragen  vornehmen  lassen,  übergehe  ich,  und  will  nur  noch 
m,  dass  die  erste  der  Gleichungen  9)  leicht  auf  die  Form: 


gebracht  wird,  und  dass  sich,  wenn  man  der  KOrze  wegen: 

15)  .      «i«=s7Äi'  •*^=5isä'  '^'=r;r; 

setzt,    der  folgende  Ausdruck  ergiebt: 

«12  («aa  +«31  — «12)  — («28  +  tt.i  —  1) 


16)         \p  = 


ui2(—  +  ?!^— — ^  ^  (^^  +  "»• ^V 


Alle  diese  Ausdrücke  können  zur  Berechnung  des  Parameters 
p  gebraucht  werden,  wenn  man  die  dazu  nöthigen,  in  den  For- 
meln enthaltenen  Elemente  kennt. 


§.  5. 
Ans  den  drei  Gleichungen: 

a  (yi  ^1  —  ^1^«)  +  *  (^i^2 --^i«»)  +  c  (ari^a  — yia:a)=:0 

wollen   wir  jetzt   a,  6,  c   bestimmen.     Multipliciren  wir  zu   dem 
Ende  diese  Gleichimgen  nach  der  Reibe  zuerst  mit: 

(zix^  -  ^i 22)«!  —(^13^2  -yi^2)yi 
dann  mit: 
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endlich  mit: 

und  addiren  die  Gleichungen  in  jedem  Falle  en  einander,  80  er- 
halten wir,  indem  wir  bemerken,  dass 

ist,  die  folgenden  Ausdrücke: 

17) 


a= 


2«'  ff,«Ä,»-^/„« 


die  man  noch  mehtfach  nmgestalteo  konnte. 

Quadrirt  man  diese  Gleichnngen  und  addirt  sie  dann  za  ein- 
ander, so  erhSit  man,  weil,  wie  man  leiclit  findet: 
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(^Ä,«-a:,//„)«+(yiÄ.»-»»'^..)*+(^*«'-*.^i«)* 

Ut,  die  Gleichung: 
18) «,«Ä,a-^„« 

=«.'a-^)--^..(£-^xs-^)^«''(&-T)'- 

wobei  man  natQrlich  die  bekanote  Gleichung 

19) 
N  berficksichtigen  bat.    Also  ist: 


§6. 
Wenn  man  die  drei  Gleichungen: 

nach  der  Reihe  mit 

nn — *«y8 »  ;/32i  —  %vi »  ^1  «2 — -1^2 ; 

^UA  mit 
TheUXXXYIL  ^ 
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Z2X3— j?2^8»    230:1— jrjji,    ixx^-^xii^'y 
endlich  mit 

multiplicirty  und  in  jedem  Falle  zu  einander  addirt;  so  erhält  Diao 
die  folgenden  GleiehuDgen : 

20) 

(£- IT/*»*» -*«*»)   j 

■*■  (2n~  n"'/*»^«"''"*^ 
l*i(3ft«8  — *iy»)  +  ara(y3z,  — jgy,)  +  xs(y,*,  -  z,y^  J  c 

Quadrirt  man  diese  Gieicbangen  and  addirt  sie  dann  zo  ein- 
ander, so  erbSit  man  die  Gleichung: 
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21) 

=  1  jri(*a*8  — ^«8)+ya(«s^i  -  ^j*i) +y3(*i««  — «1  *«) I* 
=  { «i(ar«ys  — »a^s)  +  *»(*s»i  — »$a^i)  +  *3(a;iy«— yi^Ta) ) « 

+(£-^)^^»'«»'-^"') 
+<2^-^')(£-^)<^"^--«^'^») 

+<f„-?^)(2^-T0(^-«^"-«-^^»>' 
wobei,  ausser  der  Relation 

uod  der  Relation  Kap.  1.  §.  6.  II.,  die  allgemeine  Relation 

(a6,-6a|)(ai6a— *i«2)+(6ci— c6i)(6iCa— CiAa)+(cai— ac|)(cia2— OiCj) 
=  (afli+66i+cci)(aiaa+6i62+c,C2)— (ai*+6iHci*)(a2«+M+CaC) 

ZQ  berOcksicbtigen  ist. 


§.7. 

Dass  die  in  §.1.  aufgestellte  Aufgabe  in  der  ihr  dort  gege- 
benen Fassung  nicht  völlig  bestimmt  sei,  haben  wir  schon  bemerkt; 
dieselbe  kann  nur  durch  Hinzufügung  noch  einer  neuen  Bedin- 
gtrag  zu  einer  völlig  bestimmten  Aufgabe  gemacht  werden,  in 
welcher  Beziehung  uns  natürlich  eine  grosse  WillkGhr  geboten 
ist.  Wir  wollen  nun  aber  aus  nachher  weiter  anzugebenden 
Grfinden  annehmen,  dass  die  Charakteristik  des  zu  beschreiben- 
^  Kegelschnitts  gegeben  sein  solle,  uod  legen  uns  demzufolge 
die  folgende  Aufgabe  vor: 

5» 


o« 
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Aufgabe. 

Es  seien  ein  Pankt  O  und  drei  gerade  Linien  im 
Räume  gegeben:  man  soll  mit  dem  gegebenen  Punkte 
O  als  Brennpunkt  einen  Kegelschnitt  von  gegebener 
Charakteristik  beschreiben,  welcher  die  drei  gegebe- 
nen geraden  Linien  in  den  Punkten  A^  A^,  A^  so  schnei- 
det, dass,  wenn  man  sich  die  Sehnen  AiA^  und  A^A^ 
gezogen  denkt,  die  Fifichenräume  der  beiden  Dreiecke 
AiOA^  und  A^OA^  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu 
einander  stehen,  wobei  wir  zugleich  annehmen  wer- 
den,  dass  die  drei  Punkte  ^|,  A^,^  A^  eine  solche  gegen- 
seitige Lage  haben,  dass  man,  um  von  O  durch  Ai  zu 
A^i  von  O  durch  A^  zu  A^  zu  gelangen,  sich  in  beiden 
Fällen  in  gleichem  Sinne  bewegen  muss. 

Die  Planeten  und  Comcten,  den  Gesetzen  der  allgemeinen 
Gravitation  unterworfen  und  folgend,  bewegen  sich  bekanntlich 
in  Kegelschnitten  um  die  in  einem  Brennpunkte  des  Kegelschnitts 
stehende  Sonne  so,  dass  die  Flächenräume  der  Ton  ihren  Vecto- 
ren  um  die  Sonne  beschriebenen  Sectoren  den  Zeiten,  in  denen 
diese  Sectoren  beschrieben  werden,  proportional  sind.  Die  Beob- 
achtungen dieser  Weltkorper  werden  von  der  Erde  aus  angestellt 
und  liefern  nichts  weiter  als  die  durch  gewisse  Winkel,  die  mit 
den  dazu  geeigneten  astronomischen  Instrumenten  gemessen  wer- 
den, bestimmten  Lagen  im  Räume  der  zu  gewissen  Zeiten,  die 
durch  die  astronomischen  Uhren  bestimmt  werden,  von  der  Erde 
aus  nach  den  in  Rede  stehenden  WeltkOrpem  gezogenen  Gesichts- 
linien. Hat  man  nun  drei  solche  vollständige  geocentrische,  d.  h. 
eigentlich  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus,  zu  drei  verschiede- 
nen bestimmten  Zeiten  angestellte  Beobachtungen  eines  WeltkSr- 
pers;  so  liefern  diese  Beobachtungen  für  die  drei  entsprechenden, 
'nach  dem  Weltkörper  gezogenen  Gesichtslinien  die  vorher  durch 

«1*  ft.  yi;   «a. /J«»  y«;   «s.  Ä»  ys 

bezeichneten,  oder  andere  mit  denselben  in  einfachem  analytischen 
Zusammenhange  stehende  Winkel,  und  die  Zwischenzeiten  tx% 
und  Tgs  der  drei  Beobachtungen,  wobei  meistens,  wenn  auch  nicht 
unmittelbar,  aber  doch  mittelbar,  die  Ebene  der  Erdbahn  als  Ebene 
der  xy  und  die  Sonne  als  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  der  xyz  angenommen  wird;  der  positive  Theil  der 
Axe  der  x  wird  von  der  Sonne  aus  nach  dem  Anfangspunkte  der 
heliocentrischen  Längen  hin  gezogen,  und  der  positive  Theil  der 
Axe  der  y  wird  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  (xy) 
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brndnr^  zu  dem  positiveo  Theile  der  Aze  der  y  su  gelangen,  in 
densellen  Sinne  bewegen  muss,  in  welchem  die  heliocentriscben 
Lia^  Ton  0  bis  360^  gezählt   iverden;  der  positive  Theil  der 
Axe  der  z  liegt  aaf  der  Seite  der  Ebene  der  Erdbahn,  auf  welcher 
die  positiveo    heliocentriscben    Breiten   genommen  werden.     Die 
drei  forber   durch   (ai^i)«  (jhM*  ''s^s)    bezeichneten   Punkte,  in 
^nen  top   den   drei  Gesichtslinien  die  Ebene  der  xy^  also  der 
Erdbahn  geschnitten  wird,  sind  nichts  weiter  als  die  Oerter  der 
Erde  in  ihrer  Bahn  zu  den  Zeiten  der  drei  Beobachtungen,  welche 
iomer   leicht   aus  den  astronomischen  Tafeln   oder  Ephemeriden 
berechoet  werden  können,  so    dass  also    auch    die   Coordinaten 
^\i  b\\  a^9  b^'y  a^f  b^  stets  als  bekannt  angesehen  werden  dür- 
fen.   Soll  nun  aus  drei  vollständigen  geocentrischen  Beobachtun- 
gen eines  Planeten  oder   Cometen  seine  Bahn  bestimmt  werden, 
80  wird  es  darauf  ankommen ,  mit  der  Sonne  als  Brennpunkt  ei- 
nen Kegelschnitt  zu  beschreiben,  welcher  die  drei  bekannten,  nach 
dem   Weltkorper  gezogenen   Gesichtslinien    in    den   Punkten  Ai, 
Jf,  A^  so  schneidet,  dass,   wenn    O  die  Sonne  bezeichnet,  die 
FÜchenräurae  der  Sectoren  AiOA^,  A^OA^  dieses  KegeUchnitts 
»ich  zu  einander  wie  die  bekannten  Zwischenzeiten  Ti^,  T23  der 
drei  Beobachtungen  verhalten.     Nun  sind   aber  die  analytischen 
Ausdrücke  der  Flächenräume  der  Sectoren  der  Kegelschnitte  ent- 
ireder  transcendenter  Natur  oder,  wenn  sie  algebraisch  sind,  doch 
80  complicirt,  dass  die  Aufgabe  in  ihrer  so  eben  ausgesprochenen 
Fassung  bei    dem  gegenwärtigen  Zustande    der  Analysis  als  so 
gut  wie  unauflösbar  betrachtet  werden  muss,  wodurch  man  noth- 
wendigerweise  zu  nur  näherungsweise  richtigen  Annahmen  oder 
Voraussetzungen    geführt   worden    ist.     Man    hat  deshalb  an   die 
Stelle  der  Flächenräume  der  Sectoren  AiOA^,  A^OA^  die  Flächen- 
räume  der  Dreiecke   AiOA^^  A^OA^  gesetzt,  und  angenommen, 
dass  diese  sich  wie  die  Zwischenzeiten  Ti^»  t.28  zu  einander  ver- 
halten, was  wenigstens    dann  mit  hinreichender  Annäherung  der 
Fall  sein  wird,  wenn  die  genannten  Zwischenzeiten  nur  klein  sind, 
and  hat  die  Aufgabe  nun  so  formulirt,  dass  mit  der  Sonne  O  als 
Brennpunkt    ein   Kegelschnitt   beschrieben    werden  soll,  weicher 
die  drei  nach   dem  Weltkurper  gezogenen   Gesichtslinien   in  den 
Punkten  Ai^  A%,  A3  so  schneidet,   dass  die   Flächenräume  der 
Dreiecke  A^OA^t  A^OA^  den   Zeiten  Ti^,  1^3   proportinnar sind, 
wodurch  wir  also  unmittelbar  auf  das  in  §.  1.  aufgestellte  Problem 
gefährt  werden.     Nun  ist  aber  das  Problem  in  dieser  Fassung 
kan  vulltg  bestimmtes,  weshalb  wir,   wie  schon   oben  erwähnt, 
für  jetzt  noch  die  Bedingung  hinzufiSgen,  dass  die  Charakteristik 
a  des  zu    beschreibenden    Kegelschnitts  gegeben  sein   soll,  eine 
Bedingung,  zu  welcher  wir  aus  folgendem  Grunde  geföhrt  wordea 
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sind.  Bekanntlich  betrachtet  man  bei  der  ersten  Berechnung  die 
Bahnen  der  Cometen  näherungsweise  als  Parabeln,  und  hat  also 
für  diese  Weltkürper  die  Aufgabe  zu  lösen:  mit  der  Sonne  aU 
Brennpunkt  eine  Parabel  zu  beschreiben,  welche  die  drei  nach 
dem  Cometen  gezogenen  Gesichtslinien  in  den  Punkten  Ai,  A^ 
A^  80  schneidet,  dass  die  Flächenräume  der  Dreiecke  AiOA^ 
A^OA^  sich  wie  die  beobachteten  Zwischenzeiten  Tj^^»  ^  ^° 
einander  verhalten.  In  dieser  Fassung  ist  das  Cometen -Problem 
als  ein  besonderer  Fall  unter  unserer  obigen  Aufgabe  enthalten, 
wenn  man  nämlich  die  Charakteristik  n  =  l  setzt,  weshalb  also 
diese  Aufgabe  nur  eine  Verallgemeinerung  des  Cometen -Problems 
ist.  Was  es  mit  dem  Planeten  «Problem  flQr  eine  Bewandtniss 
hat,  werden  wir  weiter  unten  zeigen. 

Nun  aber  haben  wir  über  die  Auflösung  aller  solcher  Pro- 
bleme noch  die  folgende  allgemeine  Bemerkung  zu  machen.  Die 
vollständige  algebraische  Auflösung  dieser  Probleme  in  der  vo^ 
her  ihnen  gegebenen  Fassung,  wenn  man  nämlich  an  die  Stelle 
der  Flächenräume  der  Sectoren  AiOA^,  A^^OA^  des  Kegelschnitts 
die  Flächenräume  der  Dreiecke  AiOA^,  A^OA^  setzt,  liegt  zwar 
keineswegs  ausser  dem  Bereiche  der  Möglichkeit;  aber  die  Glei- 
chungen, auf  welche  die  Auflosung  dieser  Aufgabe  zuletzt  fuhrt, 
müssen  nothwendig  so  complicirt  ausfallen  und  von  so  hohem 
Grade  sein,  dass  sie  für  die  Auflösung  selbst  bei  dem  gegenwär- 
tigen Zustande  der  Algebra  von  nur  sehr  geringem  Nutzen  sein 
kunnen  und  den  Reebner  wiederum  nothigen,  zu  mehrfachen  Nä- 
herungen seine  Zuflucht  zu  nehmen.  Deshalb  ist  es  unter  allen 
Bedingungen  am  besten',  diese  und  ähnliche  Aufgaben  als  analy- 
tisch vollständig  aufgelost  zu  betrachten,  wenn  es  möglich  gewesen 
ist,  die  Auflosung  auf  nur  eine  noch  der  willkührlichen  Annahme 
anheim  gestellt  bleibende  unbekannte  Grosse  zurückzufiihren, 
und  dem  Rechner  dann  zu  überlassen,  diese  unbekannte  Grosse 
durch  snccessive  Beilegung  verschiedener  Werthe  auf  dem  Wege 
der  Näherung  so  zu  bestimmen,  dass  einer  gewissen  noth wendi- 
gen Bedingungsgleichung  genügt  wird,  ivodurch  der  wahre  Wertb 
der  in  Rede  stehenden  Grosse  endlich  ermittelt  wird.  Zugleich 
w  ird  eine  solche  Auf losung  jederzeit  als  eine  desto  vollkommenere 
und  zweckentsprechendere  betrachtet  werden  dürfen,  wenn  alle 
übrigen  Gr5ssen,  die  bei  der  Aufgabe  zu  bestimmen  sind,  durch 
die  in  Rede  stehende,  noch  der  willkühriichen  Annahme  anheim 
gestellte  Grosse  bloss  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt  wer- 
den. Dies  ist  also  das  Princip,  an  welches  wir  uns  im  Folgen- 
den überall  halten  werden,  wenn  wir  glauben  uns  für  berechtigt 
halten  zu  dürfen,  eine  Aufgabe  von  der  Art  der  hier  zur  Sprache 
kommenden    als    vollständig    analytisch   aufgelost  zu    betrachten, 
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und  fM  diesem  StaDdpunkte  aus  wollen  wir  jetzt  sanächst  das 
oben  im  Eingange  dieses  Paragraphen  ausgesprochene  Problem 
behaodeioj  wozu  nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
flsdnlfteiien  Vorbereitungen  hier  wenige  Worte  hinreichen  werden- 

Wir  nehmen  die  Grosse  G2  als  diejenige  an,  welcher  succes- 
sire  rerschiedene  Werthe  beizulegen  wir  uns  vornehmen.  Dann 
koooen  wir  (ur  jeden  bestimmten  Werth  von  G2  die  Grössen  Gi 
iiod  63  mittelst  der  linearen  Gleichungen  7)  ohne  alle  Zweideu- 
tigkeit berechnen,  wobei  die  Gleichung  3)  als  Prflfungs- Gleichung 
lur  die  Richtigkeit  der  geführten  Rechnung  dient;  und  erhalten 
hierauf  die  Coordinaten 

^1  *  yi »  h'y  ^2*  ya»  ^;  ^s^  ys *  h 

mittelst  der  Formeln  §.  2.  II.,  so  wie  dann  ferner  die  Grössen 

mittelst  der  Formeln  §.  2.  111.  Dann  können  wir  mittelst  einer 
der  Formeln  13),  14),  16)  den  Parameter  p,  und  mittelst  der  For- 
meln 17)  oder  20)  die  Coordinaten  a,  6,  c  berechnen,  da  n  als 
bekannt  angenommen  wird.  Den  bekannten  Werth  von  n  und  die 
gefundenen  Werthe  von  p  und  a,  b,  c  führen  wir  nun  in  die 
lileichung 


«H6Hc«  =  (£)' 


ein,  und  untersuchen,  in  wie  weit  diese  Gleichung  erfüllt  ist.  In 
allen  Fällen  müssen  wir  den  Werth  von  G^,  von  welchem  wir 
aasgingen,  so  lange  verändern,  bis  der  vorstehenden  Gleichung 
inoerbalb  der  Gränzen  der  Genauigkeit,  welche  wir  überhaupt  zu 
erreichen  beabsichtigen,  vollständig  genügt  wird,  woran  wir  er- 
kenoen,  dass  wir  den  richtigen  Werth  von  G^  gefunden  haben. 
Es  ist  klar,  dass  wir  diese  Auflösung  mehrfach  abändern  können ; 
dag  Vorhergehende  wird  aber  völlig  ausreichend  sein,  um  das 
einzuschlagende  Verfahren  im  Allgemeinen  deutlich  vor  Augen 
zu  legen.  Als  zuletzt  zu  erfüllender  Gleichung  könnte  man  sich 
insbesondere,  nachdem  man  p  berechnet  hat,  auch  der  Gleichung 
18),  nämlich  der  Gleichung 

bedienen,  wo  man  dann  vorher  nicht  die  Coordinaten  a,  ö,  c  be- 
rechnet ZQ  haben  braucht.     Die  zu  solchen  Abänderungen  nöthi- 
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gen  Formelo  finden  sich  im  Obigen  vollständig  entwickelt,  and 
werden,  auch  ohne  weitere  Erläuterung,  von  einem  Jeden  immer 
leicht  zu  dem  zu  erreichenden  Zwecke  in  entsprechender  Weise 
ausgewählt  werden  können.  Sehr  vortheilhaft  wird  es  natfirlicb 
sein,  einen  ersten  Näherungswerth  von  G^  zu  kennen,  von  dem 
man  in  jedem  einzelnen  Falle  auszugehen  hat,  worüber  einige 
nähere  Erläuterungen  nachher  noch  vorkommen  werden. 

§.8. 

Nehmen  wir  nun  aber  nicht  wie  vorher  die  Charakteristik 
oder  ein  anderes  Element  des  zu  beschreibenden  Kegelschnitts 
als  gegeben  an,  so  kqmmen  wir  wieder  auf  die  Aufgabe  in  $.1. 
zurück,  welche  in  ihrer  dortigen  Fassung  nicht  völlig  bestimmt 
ist,  und  können  dieser  Aufgabe  nur  dadurch  vullige  Bestimmtheit 
verleihen,  dass  wir  den  zu  beschreibenden  Kegelschnitt  noch  einer 
besonderen,  von  ihm  zu  erfüllenden  Bedingung  unterwerfen;  and 
dass  sich  solche  Bedingungen  in  unendlich  grosser  Anzahl  denken 
lassen,  so  dass  sich  also  hierüber  im  Allgemeinen  nichts  Bestimm- 
tes festsetzen  iS^st,  versteht  sich  von  selbst.  In  Rücksicht  auf 
das  allgemeine  Planeten -Problem,  unter  welchem  natürlich  aoeh 
das  Cometen- Problem  als  ein  besonderer  Fall  enthalten  ist,  scheint 
sieh  jedoch  die  folgende  Bedingung  besonders  zu  empfehlen.  Be- 
zeichnen wir  den  Flächeninhalt  des  zwischen  den  beiden  ausser* 
sten  Vectoren  ß|  und  R^  enthaltenen  Sectors  des  Kegelschtiitts 
durch  S^i ,  und  die  Constante  des  Sonnensystems  wie  gewöhnlich 
durch  k,  wo  bekanntlich 

;^  =  0,01720209895 

iüt,  so  ist  nach  den  Gesetzen  der  allgemeinen  Gravitation*) 

2V2 

22) k  = ^  .S,, , 

(Tia  +  TM)Vp.y  1+;^ 

oder,  wenn   man  das  Verhältniss  der  Massen    ^    wegen    seiner 
Kleinheit  als  verschwindend  betrachtet: 

welche  Gleichung  wir  also  als  die  von  dem  zu  beschreibenden 
Kegelschnitte  noch  zu  erföllende  Bedingung  annehmen. 


•)  M.S.  Tbl.  XXIX    S.2T0.  Nr.  40. 
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Bei  der  AaflOsung  dieser  Aufgabe  verfthrt  man  nun  im  Gan- 
zes Ttfliig  wie  im  vorhergefaenden  Paragraphen,  nur,  weil  die  Cha- 
raberiatik  n  jetzt  nicht  gegeben  ist,  mit  dem  Unterschiede,  dass 
man,  nachdem  man  p  mittelst  derselben  Formeln  wie  vorher  ge- 
firoden  hat,  n  mittelst  der  Formel  19),  und  hierauf  a,  b,  c  mittelst 
der  Formeln  17)  oder  20)  berechnet.    Dann  hat  man  alle  Elemente, 
welche  nothig  sind,  um  den  Flächeninhalt  des  Sectors  S^i  nach  den 
aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  in  der  Ebene  be- 
kannten Formeln  berechnen  zu  können,  und  kann  nun  untersuchen, 
in  wie  weit  der  obigen  Gleichung  23)  durch  die  berechneten  Grössen 
geoügt  wird.     Ueberhaupt   aber  wird    man  nun  die  Grösse   G^ 
welche  die  Grundlage  der  ganzen  Rechnung  bildet,  so  lange  ver- 
ändern mflssen,  bis  sich  diese  Gleichung  vollständig  erfüllt  zeigt. 
Auf  diese  Weise  ist  jetzt  auch  das  allgemeine  Planeten  •  Problem 
io  der  ihm   vorher  gegebenen,  naturlich  eigentlich  immer  nur  nä- 
hernngsweise  richtigen   Fassung,  dem  oben  aufgestellten  Princip 
(är  die  Auflösung  aller  solchen  Aufgaben  völlig  gemäss  und  ent- 
sprechend, vollständig  gelöst. 

Einen  ersten  Näherungswerth  für  69»  von  welchem  man  bei 
der  Rechnung  auszugehen  hat,  kann  man  sich  durch  verschiedene 
BerOcksichtigungen  verschaffen,  wie  dies  hinreichend  bekannt  ist. 
Ich  will  in  dieser  Beziehung  hier  nur  bemerken,  dass  mir  dazu, 
wenn  man  noch  über  eine  vierte  Beobachtung  disponiren  kann, 
die  Aufgabe  in  Tbl.  XVII.  8.  165. ,  welche  ein  besonderer  Fall 
einer  dort  aufgelösten  allgemeineren  Aufgabe  ist,  und  die  ich  in 
einem  späteren  Aufsatze  noch  abgesondert  für  sich  zu  behandeln 
hoffe,  sehr  zweckmässig  zu  sein  scheint.  Ich  begnüge  mich  da- 
her ffir  jetzt,  hier  auf  diese  Aufgabe  vorläufig  zu  verweisen. 

Sollte  die  Aufgabe  in  der  Fassung,  in  welcher  sie  hier  be- 
handelt worden  ist,  dass  nämlich  die  drei  Punkte  A^,  A^,  A^ 
sämmtlich  in  einer  Parabel,  einer  Ellipse  oder  demselben  Zweige 
einer  Hyperbel  liegen  sollen,  sich  als  unmöglich  erweisen,  was 
u.  A.  immer  dann  der  Fall  sein  wurde,  wenn  die  Formel  19)  für 
n'  dnen  negativen  Werth  liefern  sollte;  so  würde  man  sich  zur 
Beschreibung  einer  Hyperbel  in  solcher  Weise  zu  wenden  haben, 
dass  der  eine  der  drei  Punkte  Ai ,  A^,  A^  \d  dem  einen,  die  bei- 
den  anderen  Punkte  in  dem  anderen  Zweige  dieser  Hyperbel  lie- 
Seo.  Dass  ich  aber  nach  den  obigen  Ent Wickelungen  es  nicht 
ftr  nöthig  halte,  über  diesen  Fall  mich  noch  weiter  zu  verbreiten, 
habe  ich  schon  oben  bemerkt. 
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Drittes  Kapitel. 

VoD  den  Proximitäten  der  Bahnen  der  Planeten  und  Cometen. 

§.  1. 

Unter  einer  Proximität  zneier  Curven  versteht  man  eio 
System  zweier  Punkte,  von  denen  der  eine  in  der  einen,  der  an- 
dere in  der  anderen  Curve  liegt,  deren  Entfernung  von  einander 
ein  Minimum  ist.  Aus  bekannten  geometrischen  Gründen  erheilet 
auf  der  Stelle,  dass  die  beiden  eine  Proximität  bildenden  Punkte 
in  den  beiden  Curven  eine  solche  Lage  haben  müssen,  dass  die 
sie  verbindende  Gerade  auf  den  beiden  Curven  senkrecht  steht, 
oder  dass  diese  Gerade  die  Durchschnittslinie  der  Normal -Ebenen 
der  beiden  Curven  in  den  beiden  in  Rede  stehenden  Punkten  ist. 
Die  Entfernung  der  beiden,  einer  Proximität  entsprechenden  Punkte 
von  einander  heisst  die  Grösse  der  Proximität. 

Die  Gleichungen  der  einen  der  beiden  gegebenen  Curven 
wollen  wir  durch 

1) /o(^»  y>  2)  =0,    Fo(jr,  y,  z)  —  0; 

die  Gleichungen  der  anderen  durch 

2) /i(j:,y,z)  =  0,    Fi(a:,3^,i)=0 

bezeichnen;  und  die  einer  Proximität  entsprechenden  Punkte  der 
beiden  Curven  sollen  respective  durch  (ojo.Vo'o)  ""^  (^i^i^i)  ^^' 
zeichnet  werden,  wobei  wir  immer  ein  rechtwinkliges  Coordlnaten- 
System  zu  Grunde  legen,  und  ein  für  alle  Mal  bemerken,  dans 
alle  mit  dem  unteren  Index  0  versehenen  Symbole  sich  auf  die 
erste,  alle  mit  dem  unteren  Index  1  versebenen  Symbole  sich  auf 
die  zweite  Curve  bezieben.  Die  Gleichungen  der  Normal -Ebenen 
der  beiden  Curven  in  den  Punkten  (^Tq^o^o)  und  {x^y^Zi  sind  be- 
kanntlich : 

^(x  —  XQ)dxQ  +  (y  —yo)dyQ  f  {% --2o)ö^o  =  0, 
3)   . 


€  {X—Xq 
f  {X—Xi 


)dxi  ^-(y- yi)dyi  +  (2  -  zjar,  =  0; 


wo  sich  von  selbst  versteht,  dass  zur  Bestimmung  von  dxQ,  dy^, 
dzQ  die  Gleichungen  1),  zur  Bestimmung  von  dxi,  dyi,  Bzi  die 
Gleichungen  2)  dienen.  Die  Gleichungen  der  durch  die  beiden 
Punkte  (xQyQiQ)  und  (XiyiZj)  gehenden  Geraden  seien: 
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COBtpQi         COStf/pi        cosxoi 

oder 

cos^oi       cosi^oi       cosxoi ' 

und  da,  wenn  das  System  der  beiden  Punkte  (^oyo^)  ""^^  (^lyi'i) 
eine  Proxiinität  sein  soll,  diese  Gerade  die  Durchschnittslinie  der 
beiden  darcb  die  Gleichungen  3)  charakterisirten  Normal- Ebenen 
»ein,  also  in  jeder  dieser  beiden  Ebeneo  liegen  muss,  so  haben 
wir  Dach  3)  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

!co8g>oi  -S^o  +  ^08-^01 .3yo+  cos^oi  .8io^=  0, 
cos  q>Qi ,  dxi  -f  cos  ^oi .  dyi  -f  cos  }^| .  dz|  =  0. 

Abo  hat  man  zur  Bestimmung  der  neun  Grössen: 

^0 »  yo  >  ^ ;    ^1 »  yi »  ^  5    <3Poi  >  ^oi »  Xn 
die  nenn  folgenden  Gleichungen : 

/o(^o.  yo»  «o)  =  0 ,    Fo(aro,  yo,  ^o)  =  0 ; 
fi(^u  yu  ^)  =  0,     F,(jr„  yi,  «i)  =  0; 

^0—^1  _  yp  — yi  _  ^-^»1 . 

7%  ;  co8<)poi       cosi/;oi       c^^^Xoi  * 

cosg^oi  -2^0  +  cos  ^01  '^o  +  cosxoi  -3^  =  0 , 

cos  ^01  •  3^1  "f*  co^  ^01  •  3yi  H-  <^o8  ;foi  -  ^  ^=  0 ; 

cos^oi*  +  cos  ^01*  +  co«Xoi*  =  1 


oder: 


8)    .   . 


/      /o(^o>  yo»  2:0)  =  0 ,    Fo(^Of  yo»  «0)  =  0 ; 
/i(^i*  yi>  2:,)  =0,     Fi(ar„  yi,  z,)  =0; 

^0—^1  _.  yo—yi  _  ^— ^1 . 

cos<]Poi        cost(;oi       cosxoi  ' 
COS  q>Qi  +  cosi/;oi  .gj®  +  cos  Xoi  •  g^  =  0 , 

dvx  dt*       ^ 

COSCPoi  +  COSif/oi    g^  +COS;[bl  -g^  =  0; 

cos<]Poi*  +  co8t/;oi*  +  co8Xoi*=  !• 


9) 
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Eliminirt  man  aber  mittelst  des  Systems  der  fünften  und  sechs 
ten  Gleichung  aus  der  siebenten  und  achten  Gleichung  die 
Grössen 

cos  9oi »  c<^8  ^01  *  CO»  Xoi ; 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  sechs  Coordinaten: 

die  sechs  Gleichungen : 

^(^o»  yo>  «o)  =  0,    Fo(aro,  yo»  «o)  =  0 ; 

A(^i»  yi.  Ji)  =  0,     Fi(xi,  yi,  2i)  =  0; 

(aro  -  ari)8aro  +  (yo  -yi  )%o  +  («o  -  ^i)9^  =  0, 

oder : 

^(^ot  yo»  ^)  =  0 ,    Fo(aro,  ^o»  ^)  =  0; 

Hat  man  mittelst  dieser  Gleichungen  die  in  Rede  stehenden 
Coordinaten  bestimmt,  so  ergeben  sich  die  Winkel  901  >  ^01  •  Xoi 
mittelst  der  Gleichungen: 

i^o'"^i__yo— yi  _  ^— ^1  ^ 
cos^oi        cos  ^01      cosxoi  ' 
cos  9oi*  +  cos  t(;oi  *  +  cos  ;foi  *  =  0 ; 

und  zur  Bestimmung  der  Grösse  der  Proximität,  welche  wir  durch 
£01  bezeichnen  wollen,  hat  man  die  Formel: 

12).   .   .f;oi=V(a:o-:ri)«  +  (3^o-yi)*  +  (xo-^)*, 

oder  auch  einen   der  drei  folgenden,    aus  dem  Vorhergehen  sich 
unmittelbar  ergebenden  Ausdrücke: 

13) 

£»,  =  val.  ab8.'^°~f'  =  val.  abs.  ^^^'  =  val.  abs.  ^SCIi! , 
•"  CO89101  cos  •^01  cosjsoi 
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welcbe  besonders  bequem  sind,  iDsofern  man,  ausser  den  Coor- 
dieateo  der  Punkte  der  Proximität,  auch  die  Winkel  901  *  '^oxj 
2^  schon  kennt. 


• 


§.2. 

Bevor  wir  die  ira  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
aligemeinen  Formeln  auf  die  Bahnen  der  Planeten  und  Cometen, 
oämiich  überhaupt  auf  zwei  Kegelschnitte  mit  einem  gemeinschaft- 
licheo  Brennpunkte,  anwenden,  kehren  wir  nochmals  zu  den  im 
ersten  Kapitel  über  Kegelschnitte  im  Räume  angestellten  allge- 
meinen Betrachtungen  zurück. 

Nach  Kap.  1.  66)  haben  wir,  wenn  der  Kfirze  wegen 

14) r7=^,  «=^~-^ 

'  a  cosa 

gesetzt  wird,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

!x  =  aU+  costt.tt, 
2  =  cl7+cosy.||; 

von  denen  übrigens  die   erste  nur  eine  identische  Gleichung  ist 
Aas  diesen  drei  Gleichungen  folgt  durch  Differentiation: 

dx  =  adU+coaa.dtXy 

16) \dy^bdü  +  co8ß.Bn, 

dz  =:cdU+co8y.SU; 

und  hieraus  ergeben  sich  ferner  durch  einfache  Elimination  so- 
gleich die  folgenden  Gleichungen: 

cos/J.3a:--cos«.fiy  =  (acoaß — bco8ä)dü, 

17)         ^  cosy.dy — cos/J.fe  =:(6cosy — ccosß)d1^, 

cosa. dz—  cosy.9a?  =  (ccoso — aco8y)dü; 

ond: 

163a: — ady  =  — (acos/J— 6cosa)3ll, 
cdy — bdz  = — (Äcosy — cco8ß)BU, 
adz  —  cda:  = — (c  cos  a — a  cos  y)SU, 
Nnn  ist  aber  nach  Kap.  I.  63) : 
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also  5  wenn  man  differentiirt: 

ttait=-ip«(l  +  ?^' 17)817, 

and  folglich  nach  17)  nnd  18): 

1— n* 
rXHtax  -ady)^  lp\\  +  --^5-  t7)(cos/3.öa:-  cosa.Sy), 

1      n* 

1  — n* 

tt(a8z  -  cdx)  =  Jp«(l  +  --ä—  C/)(co8a.8z— cosy.ea:); 

oder: 

I  Ält  -  J;>«(1  +  ^^' ü)  cos  p }  8j:  =  ( oll-Jp«(l  + -^  17)  cos  a  1 8y, 

tctt-i^(l+^^^P)cosy|ay  =|6lt-ip«(l+^^  ü)co8/Stai, 

iatt-4p«(l+^-^C/)co8«|8*=|cW-ip»(l  +  -^D)cosyiax. 
Bezeichnet  also  Cr  einen  gewissen  Factor,  so  kann  offenbar: 

3a;=  G|alt  — J;»«(l  +  ^^ü)cos«l, 

19)  .   .   .  •(ay  =  Gl6»-i/>»(l  +  ^^l7)cos/J}, 

8z=  G{clt— ip«(l  +  ^^ü)cosy| 
gesetzt  werden. 

§•3. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  beiden  Carven,  deren 
Proximitäten  bestimmt  werden  sollen,  zwei  Kegelschnitte  mit 
einerlei  Brennpunkt  sind,  für  welche  wir  alle  Elemente  ganz  eben 
so  wie  im  ersten  Kapitel  bezeichnen,  indem  wir  nur  alle  Symbole 
fiir  den  einen  Kegelschnitt  mit  dem  unteren  Index  0,  fdr  den  ande- 
ren Kegelschnitt  mit  dem  unteren  Index  1  versehen.    Dann  haben 
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wir  Dich  Kap.  1.  63)  und  nach   15)  und   19)   im  vorhergehenden 
Paragraphen  die  folgenden  Gleichungen: 


ferner: 


und: 


^0  =  «0  ^0  +  co««6-^o» 
,Vo  =  ^0^0  +  cos/3o*l{o» 

zo  =  CoOo  +  cosyo«^; 

1  —  «Ä* 
8aro  =  Co  l  flotto— iPo*(l  +  — T-ä"  t7o)  cö«  «6 1  * 

8yo=  Cot*otto-lf»o*(»  +  ^^Po)co8/Jol. 
8*0  =  Got«?oMo-Jf»o'(l  +  -V^t7o)co8yol; 

'•0 


OTj  =  «i  £7j  +  cos  Ol .  If  1 » 
y,  =6iDi+co8/?i.tti, 
ij  =Cit7i+cosyi.lli; 

1  •— n  * 

a«!  =  G,  { oittj  -  Jp,«(H— -j^  ü,)  CO«  a,  I , 
8y,  =  G.16,«,  -  Jpi>(l+i^^l7,)co8A  J. 

8i,  =  6\  I  c.il,  -  ift  «(1  +  ^^*f7,)  cos  y, } . 

Sollen  nan  aber  die  Punkte  (xQ^gZo)  nnd  (xiyiii)  einer  Pcoxi- 
»ütSt  der  beiden  Kegelschnitte  entsprechen,  so  haben  wir  hiernach 
ond  nach  10)  die  folgenden  Gieicbnngen: 

20) 
V  =  \Po\l  -Wo  -  ^=^üo«) , 

"0 
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1— Ho* 
(«0^0— «i  üi+costto.lto-costti  .Ui){aollo— 4i»o*(H-r«~Oo)cos«ol 

+(6o  Vo-h  Üi+cofl/Jo-Mo-cos/Ji  .ll,)t*otto-lPo»(l+^T^'o;»)co8/»o! 

1— «o* 

=  0, 

J— lt.« 
(flof^o— «1  üi+costto.llo— cosai.Jlji){ailli-Jj»i«(l+-— ^  t7,)cosai  | 

"1 

1— n  * 

+(CoOo--Ci  t/i+cosyo.tio— cosyi  .ll|)tqM,-lpi«(l  +— ^  üi)co8yi  | 

=  0. 

Aus  diesen  vier  Gleichungen   miissen   die  vier  unbekannten 
Grossen 

Do*  ^;  Vi>  »i 

bestimmt  werden,  worauf  man   die   Coordinaten  der  Punkte  der 
Prozimität  mittelst  der  folgenden  Formeln  findet: 

i^o  =  <'of^o+co8«6'Äo>     ^i  =  «lDi+COS«i.Jli, 
yo  =  6ol7o+cos/Jo.tto*    yi  =6iDi+cosft.tti, 
«0  =Col7o+co8yo-tlo;    H  =Cil7i  +  cosyi  .Hi. 
Die  Grosse  der  Proximität  erhält  man  mittelst  der  Formel: 

22).   .   .  £oi  =  V  (0:0-0:1)« +(yo-^i)*+(^-^i)*» 

und  dann  die  Winkel 

9^01 »  ''f'oi »  Xoi 
mittelst  der  Formeln: 

23) 
cos<3Poi=±^^^>     cosif;o,=±?^^=^S      cosxbi=dbnF^' 

^01  *^01  '^  ^01 

die  man  leicht  aus  11)  ableitet. 

^  Dies  ist  die  vollständige  Auflösung  des  Problems  von  den 

Proximitäten  zweier  Kegelschnitte,  die  einen  gemeinschaftlichen 
Brennpunkt  haben. 


als  Curven  fm  Räume  betrachtet,  81 


§.  4. 

Wir  müMen  riuo  aber  vorzfiglich  die  Gleichungen  20)  so  viel 
aJs  möglich  zu  vereinfachen  suchen.  Zu  dem  Ende  setzen  wir 
der  Kfirze  wegen: 

X^  =  «oWo  -  \po^^  +  "irr-  Oo)co«c^  p 


1  — Ho* 
Zo  =  CoUo  —  \Po\^  +     ^  g     üo)  cos  yo 

'*0 


ood 


1  — fi  ^ 
^1  =  fljlfi  —  4Pi*(l  +     ^  a^   Dl) C08 of, , 

z,  =  c,ii,  -  >ft«(i  +  ^^V,)  cosn ; 

daDo  kunneo    v%ir  die   dritte  und    vierte  der  Gleichungen  20)  aiff 
folgende  Art  ausdrucken: 

(floPo  +  co8ao.Jlü)-3i  +  (^oDo+cos/?o.tto)^o+(^oDo+co8yo.)tto>Zo 
=  K  l]i  +  cosa^ .  Jti)-yo+(*i  ^1  +  CO«  ft .  Hl)  Ko+(Ci  ü^  +  cosy, .  Ifi)Zo, 

(öu^o  +  cos  oo .  Wo)  -i^i  +  (&o^o  +  cos  j3o  •  ^)  Jf^i  +  («o  ^)  +  cosyo  •  tto)Zi 
=  (fliCi  +  cosai.lli)^i+(&it^i+co8ft.lli)Fi+(C|i7i+co8yi.U,)Zi. 

Weil  nun  aber  nach  Kap.  1.  40) 

a^  cos  «0  +  ^ocos  ßo  +  ^o  cosy^  =  0 , 

Ol  cos  «1  +  6|  cos  ft  +  C|  cosyi  =  0 
^^  80  ist  offenbar : 

Oo^  +  *0  ^0  +  CoZo  =  (</o*  *  V  +  OWo  =  ^^0  ' 

Ol  J:,  +  6»  F,  +  c,Z,  =  («,«  +  &,«  +  c,«)Jli  =  g^^Mi 

Tkeil  XXXVII.  6 
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und 

1     |t  > 
co8«o. Ao+cos/?o. lo  +  cosyo- Zo  =— i;'o*(J +""rT"  ^o)» 

"0 

1— «1« 

also,  wie  man  leicht  findet: 

(flo^o+co8«o.Mo)-3i+(*o^o+co8ßo«J^)Jo+(<Jo^o+cosyo-tto)2^ 
=  («o-Xo  +  ^0*0  +  Co^o)^o  +  (cosoo .  Jlq  +  co8/3o .  Fo  +  eosyo •  ^o)J^) 

(ai(7i  +  C08ai  .lti)^i  +  (&il^i  +  co8  fc  .Hi)  F»  +(Ci  üt  +cosyi  .»OZi 
=  (ai^lTi  +&i  Fj  +  CiZi)Ui  +  (co8 «i  .Jfi  +cosßi .  Fi  +  cosyj .  Zi)lli 

Ferner  ist: 

axXo  +  biYo  +  CiZo  = 

»•0 

iio-Xi  +  &o  ^i  +  ^0^1  = 

1— ni* 
(ad«! +^ofti+CoCi)tti—4;h*(l+    ^  a    (7i)(aoeo8 a,  -f  6oC08  ft +Cocosyi) 

und,  wenn  wir 

C08  Bqi  =  eosoocosoi  -f  co8/3o<^<>sßi  +co8yocosyi 
setzen : 

coaai.ÄQ+coBßi.  Fo+cosy|.Zo 

1— «o* 

=  (aoeosoi  +  boC06ßi+CoC08yi)tio—lpoH^  +     „  g     ^o)co«^oi' 

COSOo.Jfi  +C08/5o.  ^1  +C08yo*^l 

1 „  a 

=  (ci cos Oo+bi cos ßo  +  Ci cos yo)tti  —  lpi*(l  +  -— T"  ^ ) cos öoi ; 

oder»  wenn  der  Kürze  wegen  noch 

Jfoi  =  aoflii+  *o*i  +  <^o^i 
und 
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Nyo  =  üi  cos  «0  +  &i  cos  j8o  +  Ci  cos  y^ 
gesetzt  wird: 

"0 


und: 


und  weil  dud 


cos  ai  •  A'o  +  cos  ft  •  Fo  +  cos  yi .  Z© 

=  ÄoiMo  -  i V(l  +  ^^*  ^o)  cos  Öoi  > 
cos  Oq  •  ^1  +  CO»  /^o  •  Fl  +  cosyo  •  ^i 

=  ^10»!  -ipAl  +  ^V^*  «^i)  COS  Öoi ; 


(oii^  +  cos  «i . tti)  ^0  +  (*i  ^1  +  COS ft .  tti)  Fo  +  (c,  üi  +  COS  n  .tti)  Zo 
=  (aii:o+ *iFo+CiZo)l^i +(cosai.^o  +  co8i5i.  Fo  +  cosyi.Zo)»! , 

(opl/o  +  cos  «0 -Wo) -2fi  +  (6ol7o  +  cosi^o.  Wo)  Fl  +  (coi7o  +  cosyo.»o)Zi 

=  (aoifi  +  &oFi +CoZi)%  +  (cos«o. ^1 +COSI80 .  Fl  +  cosyo- Zi)^ 
Ut,  80  ist: 
(aiCi+cosai.Ui)2fo+(*i^i+cosA.IIi)Fo  +  (c,£/i+cosyi.lli)Zo 

=      {iiroi»o-lPo*(l+^=?*«^o)^iol^i 

'*0 

+  {iVoiMo-  Jpo»(»  +  ^VT^  Po) cos  ©Ol  l»i  ♦ 

"0 

Mo+cos«o.»o)-Xi +(6o£^o+cosj5o.Jfo)Fi +(Co£^o+cosyo-^)^i 
=     ^»ol»l-iPI^l  +  ^^\)^oll^o 


+  { iViolli  -  ipi*(l  +  ^^^^i)cos  Öoi  llto 


6* 
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Führen  wir  jetzt  alle  gefundenen  Ausdrücke  in  die  obigen 
Gleichungen  ein,  so  können  wir  die  vier  Gleichungen,  mittelst  wel- 
cher die  vier  unbekannten  Grössen 

üo.  Uo;  U^,  Ui 
bestimmt  ergeben  müssen,  auf  folgende  Art  darstellen: 

24) 
COS  Sqi  =  cos  Oq  cos  «1  4-  cos  ßo  cos  ßi  -|-  cos  yo  cos  y^ ; 

^01  =  «0«!  +  Ml  +  CqCi  ; 

Nqi  =  docosai  +  6oCosßi  +  Cq  cos  y^, 

iVio  =  Ol  cos  «^  +  6i  cos  ßo  +  Ci  cos  yo ; 

V  =  JPo'Cl  -2ü„  -  ^-^  Po«) . 


'«0 

+ 1  ^olno  -  lpo»(»  +  —^  Uo)  «»8  »Ol  1  tti 

'«0 

+  |iVoitti  -  iVa  +  ^i^Ci)co8  ©Ol  I tto 


=  0. 


=  0. 


§.  S. 

Wir  wollen  nun  zunächst  den  Fall  etwas  weiter  betrachten, 
wenn  keine  der  beiden  Charakteristiken  Uq  und  ft|  der  Einheit 
gleich  ist.    In  diesem  Falle  setze  man: 

SO  ist,  wie  man  leicht  findet: 

1 n  *  l  I fi  * 

Wo  1 — flo  flo 
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1  -  2t/,  -  i^V = r-^.  -  — r^  t^.'; 

also  oacb  24) : 


36)  .   .  . 


oder: 


27)  ...    .^ 


Ferner  ist,  wie  sich  leicht  ergiebt: 

and  die  GleichuDgen  24)  lassen  sieh  also  im  vorliegenden  Falle, 
wenn  man  noch  einige  abkürzende  Bezeichnungen  einführt,  auf 
folgende  Art  darstellen: 

28) 

cosöüi  =  coscoCosai  +  cos/?»cos/?i  +  Gosy^coByi ; 

üfoi  =  «o«!  +  Ml  +  ^0^1 ; 

iVoi  =  docosai  +  bocosßi  +  Cocosyi , 

iVj0  =  Ol  cosoo  +  ^1  cos|Jo  +  ^1  cosyo ; 

^o  = 4]^^« «öS  %!  , 

*h  = 4^fä       cosfS'oi» 
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§.6. 

In  dem  Falle,  wenn  die  Charakteristiken  nQ  und  n|  beide  der 
ßinheit  gleich  sind,  nehmen  die  Gleichungen  24)  die  folgende  Ge- 
stalt an: 

29) 

cos  Sqi  =:  COS aoC06 «i  +  cosßo cos ßi  +  cosyQCOsyi ; 

Noi  =  aocosofi  +  6oCosß|  +  Cocosyi , 
-^10  =  «1  cosffo  +  ^i  cosßo  +  Ci  cosyo; 

ito«=ipo*(i-2üi),  V=iMi-2f^i); 

+  (^ol»o-iVcoseol)lll  (""  ' 
+  (^lottl-JPl*coseo,)Ilo( 

Weil 

Ott  2  211.* 

ist,  so  unterliegt  es  naturlich  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit, 
die  Grossen  11^^  und  üi  aus  den  beiden  letzten  der  vorstehendeo 
Gleichungen  ganz  zu  ellminiren  und  dadurch  zwei  Gleichungen 
zu  gewinnen,  welche  bloss  noch  die  beiden  unbekannten  GrOsseo 
Ho  und  Ui  enthalten,  wodurch  jedoch  die  Losung  des  Problems 
nicht  wesentlich  gefordert  wird,  weshalb  wir  uns  weiterer  Ent* 
Wickelungen  in  dieser  Beziehung  hier  enthalten. 


^t  Curven  tm  Räume  betraektet. 
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Wnn  irir 


aJM 


\p^{l^lU^)  =  üo'.    |ft(l-2ü,)  =  t/,'; 


Ü.^\-^U.',    «^i  =  i-|c.' 


setzeo,  und  noch  einige  abkürzende  Bezeichnungen  einf&bren,  so 
können  die  obigen  Gleichungen  auch  anf  folgende  Art  darge- 
stellt werden: 

30) 
cos 601  =cosaoCOsa|  4-  cos/S^cos/^i  -f  cos/o^^o^/i  > 
Ifoi  =  ao<h  +  *o*i  +  ^0^1  > 
iVoi  =  aoCosoTi  +  b^coBßi  +  Cocos/i , 

NxQ  =  a^  costfo  +  ^1  cos  j3o  -f  ^1  cos/o ; 
4  ,        4 

Po  Pl 

(I  -  f/JJIo  +  (Afo,'lt„-7V,o)Oi  +  (iVoi'll«  -co8©,tt)lIi  =  0, 
(1  -  üi)ni  +  (Afo,"«,  -NnWo  +  (iV.o'lt,  -CO«  ©Ol)».  =  0. 


5.7. 

Weon  die  Charakteristik  n,  nicht,  dagegen  die  Charakteristik 
Mj  der  EiDheit  gleich  ist,  so  hat  man  nach  !28)  und  30)  offenbar 
die  folgenden  Gleichungen: 

31) 

COS  Ooi  =  cos  «0  cos  «1  -f  cos  ß^  cos  ßi  -f  cos  yo  cosyi ; 

^01  =  ^o**!  +  *o*i  +  ^0^1 ; 

Nqi  =  flocoscri  +  60  cos  j?|  +  Co  cos/i , 

iVio  =  <h  cos  tfo  4-  6|  cos ßo  +  Ci  cosyo ; 
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(i-n.»)po« 

^0  =  j^;« cose«,; 

n  *  2 

(i-^i)tti  +  (iw;,l%-^oI)^o+(^lo'ttl-co8eo,)lto  =o. 


§.  8. 

Durch  das  Vorhergeheade  sind  alle  Fälle,  die  bei  der  Be- 
stimmung der  Proximitäten  der  Bahnen  der  Planeten  und  Come- 
ten  vorkommen  kunnen,  erledigt;  aber  freilich  erübrigt  noch  die 
Auflösung  der  im  Obigen  entwickelten  Gleichungen  selbst,  welche 
jedoch  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Analysis  in  vollstän- 
diger algebraischer  Entwickelung  sich  nicht  geben  lässt,  indem 
man  bei  dieser  Auflösung  immer  auf  Näherungen  hingewiesen 
sein  wird.  Methoden  dazu  lassen  sich  in  nicht  geringer  Anzahl 
angeben,  was  ich  hier  nicht  weitläufig  entwickeln  will,  weil  es 
mir  in  dieser  Abhandlung  hauptsächlich  und  zunächst  nur  darauf 
ankam,  die  das  Problem  lösenden  allgemeinen  Gleichungen  in  einer 
so  einfachen  Form,  wie  es  die  Natur  der  Sache  irgend  gestattet, 
aufzustellen.  Bemerken  will  ich  jedoch,  dass  mir  im  vorliegenden 
Falle  eine  gemischte  geometrisch  •  analytische  Methode  diejenige 
zu  sein  scheint,  welcher  man  sich  bei  der  Auflösung  der  obigen 
Gleichungen  mit  dem  meisten  Vortheil  bedienen  durfte.  Diese 
Methode  will  ich  an  dem  Falle  zweier  Ellipsen  erläutern,  und 
glaube,  dass  dies  hinreichend  sein  wird,  um  übersehen  zu  lassen, 
wie  man  sich  in  jedem  anderen  Falle  zu  verhalten  hat. 

In  dem  in  Rede  stehenden  Falle  zweier  Ellipsen,  wo  also  die 
Cv'harakteristiken  no  und  7t|  beide  kleiner  als  die  Einheit  sind,  be- 
rechne man  zuvörderst  nach  den  in  28)  gegebenen  Formeln  die 
Grössen 


aii  Curten  im  Räume  betrachtet,  89 

cos  S^fl ,  Mai »  -^01  >  -^10  3  ^0 »  ^i  •  ^o »  ^i » 

neldie  als  Constaoten  der  ganzen  ferneren  Rechnung  zur  Grund- 
lage dieoen. 

Aof  einem  mit  starkem  Zeicbnenpapier  überzogenen  Reiss- 
brett oebme  mau  nun  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  gerade 
Lioieo,  deren  Dnrcbscbnittspunkt  wir  durch  O  bezeichnen  wollen, 
an,  and  lege  dieselben  als  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
teosystems  der  u,  tt,  def  ganzen  ferneren  Construction  aber  einen 
bestimmten,  hinreichende  Genauigkeit  gewährenden  Maassstab  zu 
Grande,  nach  welchem  letzteren  alle  betreffenden  Längen  aufge- 
tragen werden. 

Hierauf  construire  man  zwei  Punkte  Oo>  und  O^,  deren  Coor- 
dioaten  io  dem  angenommenen  Systeme  respective 

-i~^'   0  und   -r^..   0 

sind.  Diese  beiden  Punkte  nehme  man  als  Anfangspunkte  zweier 
oeaeo,  dem  primitiven  Systeme  der  u,  It  parallelen  Coordinaten- 
Systeme  der  Uq'*  üo'  und  U|'y  %'  an;  und  construire  aus  den  Mit- 
telpankteo  Oq  und  O^  zwei  Ellipsen,  deren  Gleichungen  in  den 
beiden  letzteren  Systemen  respective 

(__^__  )  ^  (         Po  )  ~ 

(1)  .   .    .  /  und 

»iod*),  welche  wir  im  Folgenden  die  erste  und  die  zweite  Ellipse 
nennen  wollen.  Bezeichnen  wir  die  Halbaxen  dieser  beiden  Ellip- 
sen respective  durch  ^cq,  Vq  und  fi^,  V| ;  so  ist: 


n 

P)  .   .   .    . 


^ .  ^  —         Po 


^1  ,. £i„ 


^i  =  I"— :r«»    V 


1«^,«'    ''*-2^r^n?' 


*)  Die  Formelo   «ind    in   diesem    Paragraphen    durch   besondere,   in 
IV ei  Klamineni  einge&rhloasene  Nnninibrn  bezeichnet. 
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oder: 

(3) 

„^ »0      „ Po  .         PpiTf^» 

'^-(l~«o)(l  +  no)'    *^"-2^(l-iio)(l+iio)~2^  »o' 

u.  -       "'  «  yi         _eii/^ 

♦*'-(I-n,)(i+«,)»    ''»-2\^(l-n,)(l+^~  2\  n,* 
Bezeichnet  ferner  Zq  die  Excentricität  der  ersten  Ellipse,  so  ist. 

(4)  .   .  eo  =  ^^±(^*- V)  =  ^±(^  - VoKiio  +  Vü), 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
f^o^^o  ^^'c'  ^o^^o  ><st;  im  ersten  Falle  ist  2fio>  hn  zweiten 
Falle  ist  2v()  die  Hauptaxe,  and  man  wird  also  jetzt  immer  die 
Brennpunkte  der  ersten  Ellipse  leicht  construiren  kOnnen.  Be- 
zeichnet eben  so  e^  die  Excentricität  der  zweiten  Ellipse,  so  ist: 

(5)  .   .   «1  =  V  ±(^»-v,«)  =  V"±(»H  -ViX^  +  V,). 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
^>Vi  oder  fii<V|  ist;  im  ersten  Falle  ist  2^|,  im  zweiten  Falle 
ist  2vi  die  Uauptaxe,  und  man  wird  also  auch  die  Brennpunkte 
der  zweiten  Ellipse  leicht  construiren  können.  Diese  Elemente 
reichen  hin,  um  die  beiden  Ellipsen  selbst  zu  entwerfen,  wozo 
man  bekanntlich  verschiedene,  eine  hinreichende  Genauigkeit 
gewährende  Methoden  besitzt 

Nun  nehme  man  in  der  ersten  Ellipse  einen  beliebigen  Punkt 
an^),  und  messe  dessen  Coordinaten  in  dem  Systeme  der  Uq'» 
Uq',  welche  wir  durch  Vq^  tto'  bezeichnen  wollen.  Bezeichnen 
wir  nun  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  dem  Systeme  der  u, 
tt  durch  £^o>  ^o»  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten: 

(6) ^o=-T-^^  +  ^o',   aio=V; 

also: 

(I) «^o' -  f^., = T— ^ ; 

^nd  ITo'»  Ho  genügen  offenbar  der  Gleichung: 


*)  Natorlich  kann  man  seinen  Auilaaf  auch  von  der  iweiten  Ellipse 
an«  Dohmen. 


als  Cumen  im  Räume  belt 


(*)'t 


Po 


Jetzt  berechne  man,   wozu  im  Vorbei 
khen  Formeln  gegeben  sin*],  die  Grüasen 

Jpu'd  — Po)IIo.  «nlMo  — *"ofn'. 
ud  coiiBtroire  die  Gerade,  der^n  Gleicl 
■  die  folgende  ist : 

(7) 

ipo*(i-  ff.,)n„  +  (jtf  „.Ho  -  ATo  Pn')u  +  0 

wota  man  die  mit  ihren  gebCrigen  Voriei< 
(uningen  der  Durch schaittsp unkte  dieser 
der  n  nnd  H  ran  dem  AnrangspuDkle  die 
DBOB,  welche  mittelst  der  beiden  Formeln 


^„■(1  -  U(,)na 


und 


leicht  berecliDet  nerdea  kSnnen. 

Hierauf  ermittele  man,  ob  von  die 
E^ipie  getroffen  wird,  und  nnternerfe  jei 
dies  geschieht,  der  folgenden  Untersuc 
diesea  Punktes  in  dem  Systeme  der  u,',  u 
gemessen  werden.  Sind  dann  ferner  Vi , 
sei  Pooktes  in  dem  Systeme  der  u,  a;  i 

(8) Pi=-T^rr5+^»'-    "i 


(ui) t'i'-p.^rrv 

und  wir  haben  offenbar  die  folgenden  Gli 

(IV) 
ip.M  -WHo  +  (*ei».  -  «.Co')«  + 1 
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so  dass  also  jetzt  die  sechs  Grössen 

den  fünf  Gleichungen  (1),  (11),  (Hl),  (IV),  (V)  vollständig  genOgen. 

Nun  berechne  man,  irozu  im  Vorhergeheoden  wiederum  alle 
erforderlichen  Formeln  gegeben  sind,  die  Grössen 

und  construire  die  Gerade,  deren  Gleichung  im  Systeme  der  a, 
n  die  folgende  ist: 

(9) 

wozu  man  die  mit  ihren  gehörigen  Vorzeichen  genommenen  Eot- 
fernungen  der  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  mit  den  Azen 
der  u  und  it  von  dem  Anfangspunkte  dieser  Coordinaten  kennen 
muss,  welche  mittelst  der  beiden  Formeln 


4(ilf„itt,-ÄiO,')    """        4(iV,„lt,-ir,0i') 

leicht  berechnet  werden  können,  und  ermittele,  ob  diese  Gerade 
wenigstens  nahe  durch  den  Punkt  der  ersten  Ellipse  geht^  von 
dem  wir  ausgingen,  und  dessen  Coordinaten  in  dem  Systeme  der 
u,  u  nach  dem  Obigen  üo9  Ho  ^^^roo;  dann  wird  wenigstens 
näherungs weise  die  Gleichung: 

(VI) 

iPi*(i-«4)tti+(^oi«i  -A\ri')«7o  ^-(^,ottl-irl^^l')llo =0 

Statt  Onden,  und  die  sechs  Grössen 

werden  also  wenigstens  nfiherungsweise  den  sechs  Gleichungen 
(I),  (H),  (in)>  (iV),  (V),  (VI)  genügen,  also  durch  diese  sechs 
Grössen  nach  28)  offenbar  eine  näherungsweise  richtige  Lösung 
unserer  Aufgabe  gefunden  sein. 

Nimmt  man  jetzt  auf  dem  ganzen  Umfange  der  ersten  Ellipse 
möglichst  in  gleichen  Intervallen  eine  Reihe  von  Punkten  an,  und 
unterwirft  jeden  der  vorhergehenden  Untersuchung,  wobei  natür- 
lich die  oben  angegebenen  constanten  Grössen  nur  einmal  be- 
rechnet zu  werden  brauchen;  so  muss  man  noth wendig  wenigstens 
annähreod  alle  möglichen    Auflösungen    der  Aufgabe  entdecken, 
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da  man  es  ja  in  seiner  Gewalt  hat,  die  in  Rede  stehenden  Pankte 

in  be/iebig  kleinen  Intervallen  auf  dem  Umfange  der  ersten  Ellipse 

anooebmen.     Hat  man  aber  nur  erst  Näherungswerthe  der  ge- 

sediteD  Grossen  auf  dem    vorher  beschriebenen  Wege  ermittelt, 

so  besitzt  man  bekanntlich  Methoden  genug,  dieselben  weiter  zu 

rerbessern  und   zu  den  genauen  Auflösungen  zu  gelangen,  wozu 

oaturlicb  hier  eine  besondere  Anleitung  nicht  gegeben  zu  werden 

braocht,  da  sich  ein  Jeder  die  betreffenden  Formeln  leicht  selbst 

zn  entwickeln  im  Stande  sein  wird. 

Wir  haben  zwar  bloss  den  Fall  zweier  Ellipsen  betrachtet; 
in  allen  anderen  Fällen  bleibt  aber  die  Auflösung  im  Wesentli- 
cbeo  ganz  dieselbe.  Wenn  freilich  keiner  der  beiden  in  der  Ebene 
defi  Reissbretts  zu  beschreibenden  Kegelschnitte  eine  Ellipse  ist, 
TOD  der  man  seinen  Auslauf  nehmen  kann,  so  wird  die  Auflösung 
weitläufiger,  wovon  der  Grund  leicht  ersichtlich  ist,  weil  nämlich 
die  Ellipse  eine  geschlossene,  auf  einen  bestimmten  endlichen 
RaaiD  beschränkte  Curve  ist,  wogegen  die  Parahel  und  Hyperbel 
sieb  in*s  Unendliche  erstrecken,  also  auch  die  Anzahl  der  in  dem 
eioea  der  beiden  zu  beschreibenden  Kegelschnitte  anzunehmenden 
Pankte  in*8  Unendliche  verlaufen  kann.  Für  astronomische  Zwecke 
sind  aber  die  folgenden  Fälle  die  wichtigsten: 

1.  Wenn  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  Ellipsen  sind, 
was  der  Fall  der  Planeten  und  der  Cometen  mit  elliptischen  Bah- 
nen ist. 

2.  Wenn  der  eine  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  eine 
Ellipse,  der  andere  eine  Parabel  ist,  welcher  Fall  einem  Planeten 
oder  Cometen  mit  elliptischer  Bahn,  und  einem  Cometen  mit  pa- 
rabolischer Bahn  entspricht 

3.  Wenn  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  Parabeln  sind, 
was  der  Fall  zweier  Cometen  mit  parabolischen  Bahnen  ist. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  kann  man  immer  von  einer  Ellipse 
ausgehen.  Im  dritten  Falle  tritt  freilich  der  vorher  erwähnte  üble 
Cmstand  ein,  der  aber  in  diesem  Falle  nie  zu  umgehen  sein  wird, 
wobei  man  indess  zu  bedenken  hat,  dass  ja  bei  den  Cometen  die 
Annahme  einer  parabolischen  Bahn  nur  auf  einer  näherungsweise 
richtigen  Voraussetzung  beruhet,  die  nnr  für  den  in  der  Nähe  der 
^one  liegenden  Theil  der  Bahn  zulässig  und  verstattet  ist,  so 
dass  also  auch  nur  die  Betrachtung  dieser  Theile  solcher  Bah- 
nen in  astronomischer  Kucksicht  von  Interesse  sein  kann,  wodurch 
^ie  Anzahl  der  in  dem  einen  der  beiden  zu  beschreibenden  Ke- 
gelschnitte anzunehmenden  Punkte  eine  sehr  wesentliche  Be- 
schränkung erleidet. 
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§.  9. 

Ohne  weitere  Beziehung  auf  die  Proxiroitäten  vi^ollen  wir  an« 

zwei  beliebige  Punkte  (oto^o^)  0°^  (^i^i'i)  ^^  ^®"  beiden  vor- 
her betrachteten  Kegelschnitten  denken»  und  deren  Entfernung 
von  einander  durch  jEoi  bezeichnen»  so  ist: 

also : 

^01»  =  Äo*  +  Äi»-2(xo:ri  +yay,  +2oh). 

Nun  ist  aber  nach  Kap.  I.  80): 

und  nach  Kap.  I.  56): 

Mo  .  a^o  — «0 
^0  =  ^^  +  "^^^^^^^«' 

32) ^yo  =  *o~+^^-cos/?o. 

'  '  ^"        "ao       cosoq         '^" 


und 


a?!  =  Ch  — +  — = ^COSOi  > 

*  *«i  cos«!  ^ 


33) ^yi=^i-  +  ^^— ^cosft 


also: 


Ut  .  ar. — Ui 

zi  =  Ct  ~  +  -^ *  cosy, ; 

*  «1       cos«!         '' 


^o^i+yoyi+Vi 


«0    «1 


tlo    ^1  —  »1 


+  (aocosai+&ocosft+cocosyi)^    ^^^^ 

+  (ai  cos  oo  +  6i  cos /So  +  e^  cosyo)  ~  •  ^^^ 

+  (cosöö cos«!  +  cosßocosft +cosyoC08yi)^^— ^ .  ^^-^^^ , 

'"  '*'   COSC^         COSOi 
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folglick: 

34) 

-2(ffoii,  +  60*1  +  CqCi)  ^ .  -^ 

-  2(floco8  «i  +  &0  cos  ft  +  Cocosyi)  ^ .  ^~^ 

-2(01  cos  oo  +  &i  cos  /?o  +  ci  cos  yo)  ^  •  ~j^ 

cosoq  '   cosa^ 


— 2(cos  Oo  cos  tf i  +  cos  j5o  cos  ft  +  cos  y©  cos  yi ) 


Hierzu    hat  man    nach   Kap.  1.  63)  noch  die  folgenden  Glei- 
chungen : 


35).   . 


V^H-^J  -   4  ^^^-a^  VW  '' 
Vcosfti/         4  '"       a/       iti«   \a,/  * 


Von  diesen  Formeln  kann  man  die  folgende  ffir  die  Astronomie 
wichtige  Anwendung  machen:  Wenn  in  einem  der  beiden 
Kegelschnitte,  etwa  in  dem  ersten,  ein  Punkt  (aro^oZo) 
gegeben  ist;  so  kann  man  verlangen,  in  dem  anderen 
Kegelschnitte  diejenigen  Pankte  (^i^i^i)  anzugeben, 
welche  eine  bestimmte  gegebene  Entfernung  £01  von 
dem  gegebenenPunkte  (^q^o'o)  haben.  Diese  Aufgabe  iSsst 
sich  mittelst  der  obigen  Formeln  auf  folgende  Art  auflosen. 

Setzen  wir  der  Kfirze  wegen: 

36) 

Wa  *'^0"~''o 

^  =  («001  +Mi  +<?oCi)— +(«1  cosoo  +  61  cos  j3o  +  Cj  cosyo)  "^^^ ' 

Csr      (aoCOS(Yi-f  &oCos/3i-f  Cocosyi)^ 

•f  (cos «Kq cos «1  +  cos/3oCos/?i  +cosyoCosyi)— ^— -  ; 
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so  haben  irir  nach  34)  und  35)  zur  Bestiinmang  der  beiden  Grössen 

'^    und    ^^-^^ 
Ol  cos  «1 

die  zwei  folgenden  Gleichungen: 

37) 

4   ^  Ol  «1  €08«! 

Vcos«!  y         4  *^       ai        «i^   \fli/ 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grösse  > 

^  cos  «t 

so  erhfilt  man  die  Gleichung: 

38) 

oder,  wenn  man 

«f,  Ol' 

setzt,  die  Gleichung: 
39)  .   .   .   .  M  +  2Ä-2Ä(1-J)-^(1— J)«|» 

= -Pi*C«| -ij  — ^(1  -  ^)  -  (1  — ^  (1  -  ?^)«  I . 

» 
mittelst  welcher  die  Grosse  1 bestimmt   werden    muss,  wo- 

Ol 

durch  dann  auch  -*  gefunden  ist;  die  Grösse  — ereiebtsich 

Ol    ®  COSCTi  ® 

aber  ferner  sogleich  mittelst  der  Formel: 

40).  .   .^inül^»    ja''(i_!&),_2B?^-^j. 
^  coscTi         2C  (   4  ^        Oj'  ffj  i 

und  die  Coordinaten  Xi,  yi,  Z|  erhält  man  mittelst  der  Formeln  33). 

Die  Gleichung  39)  ist  vom  vierten  Grade,  und  kann  leicht 
auf  die  gewöhnliche  algebraische  Form  gebracht  werden.  Be- 
merken will  ich  nur»  dass  man  Gleichungen  von  der  allgemeinen 
Form 
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(a +Äar +ca:«)«  =  a  + /Jx+ya:«, 

oBter  irelcber  die  in  Rede  stehende  Gleichung  enthalten  ist,  durch 
doe  einfache  Substitution  sogleich  so  uroformen  kann,  dass,  wenn 
Qum  die  Gleichung  enttvickelt,  in  ihr  das  zweite  Glied  fehlt.  Setzt 
Qiao  oamlicb 

b 

so  wird  die  Gleichung : 

welche  Gleichung,  gehurig  entwickelt,  offenbar  auf  eine,  die  dritte 
Potenz  Ton  y  nicht  enthaltende  Gleichung  des  vierten  Grades  fuhrt. 

Eine  nicht  unwichtige  Anwendung  findet  die  hier  aufgelöste 
Aufgabe  in  der  Astronomie,  wenn  in  der  gegebenen  Bahn  eines 
WeltkSrpers  ein  Punkt 'gegeben  ist,  und  in  der  gegebenen  Bahn 
eines  anderen  Weltkurpers  diejenigen  Punkte  aufgesucht  werden 
sollen,  welche  von  dem  ersteren  Punkte  eine  bestimmte  gege* 
beoe  Entfernung  haben. 


Schlussbemerkung. 

Für  die  Anwendung  in  der  Astronomie  würde  es  nun  noch 
nutiiig  sein,  alle  im  Obigen  zur  Anwendung  gekommenen  Grossen 
dorcli  die  gewöhnlichen  Elemente  der  Bahnen  der  Planeten  und 
Cometen  auszudrücken;  um  jedoch  dieser  Abhandlung  nicht  eine 
zQ  grosse  Ausdehnung  zu  geben ^  beschränke  ich  mich  in  dieser 
Rücksicht  auf  die  folgenden  Bemerkungen. 

Wir  nehmen  die  Sonne  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  der  x'y'z',  die  Ebene  der  Ekliptik  als  die 
Ebene  der  x'y'  an;  der  positive  Theil  der  Axe  der  x'  sei  nach 
dem  aufsteigenden  Knoten  der  Bahn  hin  gerichtet»  und  der  posi- 
tive Theil  der  Axe  der  y'  werde  so  angenommen,  dass  man  sich, 
um  Ton  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x'  durch  den  rechten 
Wiokel  (x'y')  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y' 
ZQ  gelangen,  in  demselben  Sinne  bewegen  muss,  in  welchem  die 
Uogen  von  0  bis  360^  gezählt  werden;  d^r  positive  Theile  der 
Axe  der  z'  sei  nach  dem  Nord  pole  der  Ekliptik  hin  gerichtet.  Die 
Coordinateo    des'  Punktes   (a6c)  in   diesem    Systeme  bezeichnen 

TlitU  XXXVII.  '  7 
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wir  durch  a\  b',  c'.  Als  Anfang  der  asyz  nehmen  wir  wieder  die 
Sonne,  als  Ebene  der  xy  die  £bene  der  Ekliptik  an;  der  positive 
Theii  der  Axe  der  a:  sei  nach  dem  Anfangspunkte,  der  positive 
Theil  der  Axe  der  y  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Längen 
gerichtet,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  z  gehe  nach  dem 
Nordpole  der  Ekliptik.  Auf  dieses  System  beziehen  sich  die 
Coordinaten  a,  b,  c  des  Punktes  (abc). 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel,  welche 
die  von  der  Sonne  nach  dem  Perihelium  gezogene  Gerade  mit 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x' ,  y\  i'  einschiiesst,  re- 
spective  durch  l.\  fi',  v';  so  ist  offenbar: 

a'  =  Va«  +  6«  +  c«.  cos  l' , 

b*  =  Va«  +  6«  +  c2.  cos  ff', 

&  =  Va«  +  6«+c«.cosv'; 
also : 

p  ,        p  p 

1).    .   .  a'  =  ^cosX',    6'  =  ^cosft',    c'  =  .J^co8v'. 

Bezeichnet  P  die  im  Sinne  der  Längen  von  0  bis  360^  gezählte 
Entfernung  des  Periheliums  vom  aufsteigenden  Knoten,  und  J 
den  90^  nicht  fibersteigenden ,  jenachdem  das  Perihelium  auf  der 
positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  x'y^  liegt,  als  po- 
sitiv oder  negativ  betrachteten  Neigungswinkel  der  von  der  Sonne 
nach  dem  Perihelium  gezogenen  Geraden  gegen  die  Ebene  der 
x'y'\  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

cos  X'  =  cos  PcobJ, 

2) I  cos  fi'  =  sin  Pcos  J , 


also  nach  1): 


cosv'=:sin«/; 


a'  ^z^  cos  Pcos  J , 


3) <  6'=^sinPco8J, 


4  P       '         1 


Bezeichnet  Sl  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens,  so  ist 
nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 
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ix  =  x'eoB  Sl — y'slüSl, 

vofiiis  leicht : 

o;'  =      a; cos  Sl-i-ysin  Sl, 

5) ^y'  =  — xainSl  +  yeoaSl, 

fdgi    Nach  4)  ist  also: 

Ia  ==  a' 008^2  —  b^BioSl, 
b^a'BinSl  +  ö'coaSl, 

oad  folglicb  nach  3): 

P 
a  =  ^C08(P+  i2)cos  J, 

7) ^6=:^8iD(P+Ä)e08j, 

czrgsioJ. 

Bezeichnen  wir  die  Neigung  der  Bahn»  worunter  wir  den  180^ 
Didit  übersteigenden  Winkel  verstehen  >  welchen  der  auf  der  po- 
sitiren  Seite  der  Ebene  der  x*y'  liegende  Theil  der  Ebene  der 
Bahn  mit  dem  der  beiden  Theile  der  Ebene  der  x'y*  einschliesst, 
io  welche  dieselbe  durch  die  Axe  der  x'  getheilt  wird  und  in 
welchem  der  positive  Theil  der  Axe  der  y*  liegt,  durch  i;  so  ist 
im  Systeme  der  x*y'  die  Gleichung  der  Ebene  der  Bahn  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit: 

8) i'  =  y'tangt, 

also  auch: 

c'  =  6'tangi, 

^d  folglich  nach  3): 

9) tang  J  =  sin  Ptangt, 

woraus,  weil  cosJ  immer  positiv  ist,  sogleich: 
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C08«/  = 


Vl  +  tangi*8in/» 

,     _             tane  t  sin  P 
sin  J  =    ^,       ^      - ^ ; 

und  daher  nach  7)  : 

_£  C08(P-f  .^) 

^  ""  2n  •  Vr+taogi«8iii/M' 

11)  ]b^^  $in(P-f-^) 

2n;vi  +  tangt*sinf»' 


/>  tangtsinP 


folgt 


BezeichDOD   wir  die  LSnge  des  Perihelioms  durch  L,    so  iist 
offenhar : 

P+Ä=iLj  f  P  +  Ä=iL+360o 

P=i-.Ä>      oder      |p=I/-Ä+360o 

Ä=i— p)  V  Ä=iL— P  +  360« 

also  in  völliger  Allgemeinheit: 

Ico8l/  =  co8(P+Ä).  8iDl/=sin(P+Ä) 
co8P=co8(I/-Ä),  sin  P  =  sin  (L  -  Ä) 
C0852  =  cos(I/— P) ,    sin  Ä  =  sin (L — P) 

und  daher  nach  II)  auch: 

p    cosL 


13)  .   .   .   .   .   <  6  =  ^' 


slnl/ 


^V^l  +  tangt»sinP«' 

p  tangtsinP 

^ ""  Ä  *  V  1  +  tangt^sin^' 

Nach  8)  und  6)  ist: 

zr=  —  (jrsin  Sl — jfcasi2)tangi 


•'*•  •••    •    •,  •  •••  •••  .••  :'• 


9 


•  •   •  .     • 

••    •  z  •  * 


»  -    -      -  - 


die  .Gieichang  der   Ebene   der  Bahn  im  Systeme   der  xyzy  und 
folglicb  aach: 

c  =  —  (a  sin  Ä  —  6  cos  i2)  Ung » ; 

also  durch  Sabtraction: 

I  — c=— |(ar— a)8inÄ— (y— 6)copÄ)tangi 
oder 

Qt  -  a)  tang  isio  Ä — (y  —  6)  tang  t  cos.^  +  (z—  c)  =  0 , 

folglich  9  weil 

x-^a      y — ^  _^^ — ^ 
cosa        C08/3      cosy 

ist«  wenn  der  Punkt  (xyz),  wie  es  verstattet  ist,  in  der  Directrix 
aogeDommeo  wird: 

sin  t  sin  Äcosa— sinicos  Äcos  jS  +  cos  i  cosy  =  0. 
Verbindet  man  hiermit  die  bekannte  Gleichung 

acosa+6cos(S  +  ccosy  =  0, 
so  erhält  man,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

coso  =  G(6cost  +  csintcosÄ), 
cos^=  6r(c  sin  t  sin  Ä— neos  0, 
cosy  =^Cr(asintcos.^-f  As^ntsin  Sl); 

also  nach  13): 

p    cos  i*sio  L  +  sin  t*  sin  Pcos  Sl 
cos«=      G.^'       cos  tVl  + tang  t^sin/»      ' 

p    cos  t*  cos  L — sin  i*  sin  Psin  Sl 
cos(3  =  -G.2^.      eostVT+tangi«sin/M      * 


cos 
oder  nach  12): 


p^      cos(L  — i^)sini    , 
y^'^^'Sn'Vl+tangi^sinP«' 


p    sini/— sint*cosPsioi2 
cos«=      ^'•ö^t-eosiVl  +  tang^siir^' 


cos 


p    cosI/~  sin i*cos  Pcos  .^ 
'^'^"^     '2»'  cos i V  1  + tang t« sin P** 


P  sin  t  cos  P         . 

•=•"!'  =  - '^•äi- Vi +  taiig.'« sin/»' 


•  •  •  •      •    •        ■ 


oder : 


.     «   ,         i  .-;    ,• ^     ••,    ••.     ...       •       ..« 


...   «         .  ^     :    a  ^   ».      •        '    •  -  •      ••        • 


^f-HUi^i:  'SUeem^ine  "ff^i^M^' 4er  iK^^nckniae 


^    p    sin  Pcos  Ä  +  cos  i*  cos  Psin  Ä 

C08O=:        G'^»  r—  ' 

2«         cosi  VI  +  tangi^siD  /» 
^  ^    p    sin  Psin  Ä— cos  t*  cos  PcosÄ 

COSp=       G'iT' ,  — , 

2n         COS  t  VT+tang  t«  sin  P* 

^    ü  siotcosP 

co8y=— G*4r  ■     , — 

2n    V^l  +  tangt«sinP« 

Quadrirt  man   diese  Gleichungen,  und  addirt  sie    dann   zu   ein- 
ander, so  erhält  man  leicht: 


(g£)*=1,    G.^  =  ±1; 


W  ""    '         2n 


also: 


.  sin£— sint*cosPsmi2 

coso  =  ± r  > 

cost  V  l+tangi*sinP* 

i-v                I          /i      _cosiL — 8inz*cosPcosi2 
14;    .    .    .    /   cosp^^i j- 

cos  t  V  1 4- tang  t^  sin  P^ 

^         sin  t  cos  P 
'  V^l+tangi*sinP« 


^  * 


oder: 


15)  .    .    <  cosj3  =  j: 


.  sin  Pcos  Ä  +  cos  i>  cos  Psin  Ä 

cos  a  =  ± 7==== , 

cost  V  l+tangt*sinP* 

sin  Psin  Ä  —  cos  i*cos  Pcos  Sl 


cos  i  V^l  +  tang  t«  sin  P« 


_         sin  t cos  P 

cosy  =:  H — j 

'         Vl  +  tangi«sinP« 

Wenn  man  in  die  Gleichung  der  Ebene  der  Bahn  im  Systeme 
der  xyx  för  tangi  seinen  aus  9)  sich  ergebenden  Ausdruck  ein- 
führt, so  wird  diese  Gleichung: 


(x  sin  ^  — y  cos  Sl)  tang  J 

""  sinP      .. 


folglich  ist  auch: 


__      (a  sinÄ  —  b  cos  Ä)  tang  J 

•inP 


al$  Curven  im  Rawne  betrachtet,  103 

und  dilier  die  Gleichnng  der  Ebeoe  der  Bahn: 

\{x^a)9\uSl — (y — 6)co8.^)taDgJ 

sxnP 

oder: 

(x^a)mSlBmJ — (y — 6)co8Ä8inJ+(z  — c)8inPco8J=0, 

tiso  wie  oben: 

8in  •$2810  «/co8  a — cos  Slsiu  Jcob  ß  -|-  sin  Pce8  Jcosy  =  0. 

Verbiodet  mao  hiermit  wieder  die  Gleichong 

acoaa+beoBß  +  cco8y=iO, 

so  erhält  man: 

co8a=:      G(68inPco8j  f  cco8.$28in./), 

eo8ß=z     G(c  Bin  Sl  Bin  J — asinPcosJ), 

cos  y  =  —  G{a  cos  Sl  sin  J-{-ö  sin  SlsmJ); 

folgtieh  nach  7),  wie  man  leicht  findet: 

P 
co8a=      6f4-  (sin(P+  <$2)sinPco8j*-f  cos^^sin«/'), 

cos/?  =—  Gs"  I cos(P+  Sl)8in  PcosJ*  —  8in<$28in«/*} , 

Gosy  =  —  G  s;i  cos  Psin  Jcos  J; 

oder : 

P 
C08a=      Cs-  {cosÄ— cosJ*co8Pcos(P+Ä)^:, 

co8jS=:      G^lsinÄ  — co8J«cosPsin(P  +  Ä)|, 

P 
cos y  t= -^  G^  cos  Psin  Jcos  J. 

Qoadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  nie  dann  zu  einander, 
so  erhält  man: 

,r£\^ —    r^-4- ? • 

^^2»^  ~"1  — cosJ^cosP«'        2n      ^  V  l-cos  J^coTP»' 
also: 
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,  cos52  —  cos  J*  cos  Pcos  (P  +  Ä) 
cosa  =  J: ^  — - — -9 

V  1  —  cos  J*C06  P^ 

,ß.'        1        ^       ,  sinÄ— cosJ*co8P8iD(P+Ä) 

^  VI  — C08J*C0SiP» 

_^     cosPsinJcosJ 

VI  —  cos  J*C08  P* 

oder  nach  12): 

/                  .  cosÄ— cosJ*cosPcosZ» 
co8a=dk -7^====== —  , 

V  1 — cosJ'cosP* 
8inSl  —  cos  ,1*008  Psin  L 


17)  ...  <  co8/5  =  ± 


Vi  — cos  J«  cos  P« 


_    cos  Psin  Jcos  J 
co8y  =  i — ^. 


VI— eosJ^cosP« 
oder  nach  12): 

cos  (L  —  P) — cos  J*  cos  Pcos  L 


cos«  =  J: 


18)  .  .   {  co8/5  =  + 


Vi  —  cos  J*  cos  P* 

sin  (Jj-^P)"  cos  J*  cos  Psin  L 
V~l — cos  J^  cos  P* 


cos  Psin /cos/ 

V  1  — cos  J^cosP* 

Man  konnte  in  der  Entvrickelang  solcher  Formeln  noch  iriel 
weiter  gehen^  namentlich  im  Falle  zweier  Kegelschnitte  aus  deo- 
seiben  Aasdrücke  für  die  im  Obigen  durch  cosO^i,  ilf oi  >  iVop 
iV^o  bezeichneten  Grossen  ableiten ,  was  aber  Alles  so  wenig  ir- 
gend einer  Schwierigkeit  unterliegt ,  dass  diese  Entwickelungen 
sämmtlicb  dem  Leser  fiberlassen  bleiben  können,  indem  das 
Obigje  alles  für  weitere  Untersuchungen  wesentlich  Nothwendige 
enthält. 

Das  Problem  von  den  Proximitäten  der  Bahnen  der  Planeten 
und  Gometen  gewinnt  in  der  neueren  Astronomie  täglich  mehr  an 
Interesse,  weil  bei  der  schon  jetzt  so  sehr  grossen  Anzahl  dieser 
WeltkOrper,  die  durch  neuere  Entdeckungen  gewiss  immer  noch 
vergrossert  werden  wird,  das  dermaleinstige  Zusammentreffen 
zweier  derselben  immer  wahrscheinlicher  wird. 


S.  10.  Z.  7. y.  IL.  statt  „anljtischen*'  s.  m.  „analytischen^. —  8.76. 
Z.  5.  Y.  u.  statt  „Vorhergehen**  s.  m.  „Vorhergehenden". 
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II. 


Geometrische  Untersucbungen  über  einige  Curvcn  *). 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böklen 

zu   Sulz  a.  N.  im  Königreich  Wärteirberg. 


I.    Die  Hypocyoloide  mit  vier  Acuten. 

Die  UmhfilluDgscurven  9  welchen  die  folgende  Untersachung 
gewidmet  Ut,  entstehen  duroh  eine  Gerade  von  nnveräpderlicher 
Länge,  deren  Endpunkte  sich  aqf  den  Schenkeln  eines  festen 
W'mkeb  bewegeq.  Es  sei  (Taf.  1.  Fig^  ].)  OQ  ein  Durchmesser 
d«i  nm  JttjyO  beschriebeneB  Kreises,  O'  ein  beliebiger  Punkt  auf 
dem  DfBfaoge,  der  sich  dem  Punkte  O  ohne  Ende  nähert,  OV 
senkrecht  auf  NO'  und  OV  senkrecht  auf  MO*;  dann  ist  wegen 
der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OO'V  und  OQM  ferner  00' V 
und  OQN: 

OT'u.^^'^^  und  Or-^^^^' 

also 

O'V'.O'V^zQMiQN. 

Ist  nun    ^M'N'O^^MNO*,    also    BfN'rrzMN,    M'0=MO' 
und  ^'0-iVO',   80  Ist: 

QM      O'V  MM' 


*)  Herr  Doctor  Holden  schreibt  mir  liei  lUebersendung  fließe»  und 
'es  folgenden  Anfsatzes,  das«  dicie  J^nhatze  einige«  Bekannte  enthalten, 
>ber  ein  Material  zu  UebungsÄufgaben  für  Schüler  darbieten  dürften, 
v«liliM  in  Aanehei  Pailen,   %.B,  bei  Prüfungen,    nicht   unwillkommen 
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Die  Linien  M'T,  QP,  OR,  VN  stehen  sämmtlicb  senkrecht 
auf  MN,    dann  ist: 

also 

TM       MM'.  NO  QM.NO  TM' 

VN  ~  NN'. MO  ""^  QN.MO"^'^'  VN' 

Vermöge  einer  leicht  zu  ben^eisenden  Eigenschaft  des  Kreis- 
vierecks ist: 

QM.NO       RN 
QN.MO  ~  RM' 

4 

und  weil  das  Perpendikel»  welches  vom  Mittelpunkt  des  Kreises 
auf  die  Sehne  MN  gefällt  wird,  sowohl  diese,  als  auch  PR  bai- 
birt,  so  ist  RN==PM  und  RM=PN.  Je  näher  also  M'N  an 
MN  rfickt,  um  so  mehr  nähert  sich  das  Verhältniss  TM':  VN 
dem  Verhältniss  PM.PN.  Andererseits  ist  TM' :VN-STiSN, 
woraus  bervor^eht^  dass  der  Durchschnittspunkt  iS  sich  ohne  Ende 
dem  Punkte  P  nähert.    Wir  haben  somit  folgenden  Satz : 

Bewegt  sich  eine  Gerade  MN  von  unveränderlicher 
Länge  mit  ihren  Endpunkten  auf  den  Schenkeln  eines 
Winkels  XOV,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  der  Ge- 
raden mit  der  ihr  unendlich  nahen  von  JÜT  eben  so  weit 
entfernt,  als  der  Fusspunkt  des  von  O  aut MN  gefällten 
Perpendikels  von  N. 

P  ist  also  ein  Punkt  derUmhullungscurve,  MN  die  Tangente  und 
QP  die  Normale.  Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  der 
Durchmesser  des  um  das  Dreieck  MNO  beschriebenen  Kreises  con* 
stant  ist,  welche  Lage  auch  MN  haben  mag,  weil  in  diesem  Kreise 
der  Constanten  Sehne  MN  stets  derselbe  Peripheriewinkel  ^TOFent* 
spricht.  Die  Linien  OJ^und  OG  (Taf.I.  Fig.2.)  halbiren  den  Winkel 
JirOiV und  j^einen Nebenwinkel,  mithin  ist ^GO£r =900,  OFistseok- 
recht  auf  HG.  also  parallel  mit  MN,  DHz=,FG  und  OR  senkrecht 
auf  MN.  Nun  ist  ^  QOM=^^  RON,  weil  beide  zuj^QNM  sind; 
also  ist  Z,QOH—^HOR  und  Z,GQO^ ^QOR=^2^Q0B, 
woraus  folgt,  dass  das  Dreieck  QO£f  gleichschenklig  ist,  und  also 
QO=^Qff=QG.  Da  QO  als  der  Durchmesser  des  um  das  Drei- 
eck MNO  beschriebenen  Kreises  constant  ist,  so  ist  es  auch-^G, 
woraus  sich  folgender  Satz  ergibt : 

Bewegt  sich  eine  Gerade  MN  von  unveränderlicher 
Länge  mit  ihren  Endpunkten  auf  den   Schenkeln   eines 
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fetten  Winkels,  so  hat  die  Umhüiiungscurv^e  dieser 
Geraden  die  Eigenschaft,  dass  die  Halbirungslinien  des 
festen  Winkels  und  seines  Nebenwinkels  auf  ihrer 
Normale  ein  Stück  HG  abschneiden,  welches  constant 
■■d  doppelt  so  gross  als  der  Durchmesser  des  um  MNO 
beschriebenen  Kreises  ist. 

Die  Normale  HG  beröhrt  also  ihrerseits  in  D  die  Ümhüllungs- 
curre  einer  Geraden  von  unTerSnderlieher  Länge,  deren  End- 
punkte sich  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  bewegen. 
Diese  letztere  Curve  ist,  wie  bekannt ,  eine  Hypocycloide  mit 
vier  Aesten,  welche  durch  Rollen  eines  Kreises  innerhalb  eines 
andern  viermal- so  grossen  entsteht.    Wir  scbliessen  also: 

Die  Evolventen  einer  Hypocycloide  mit  vier  Aesten 
sind  ebenfalls  Umhüllungscorven  und  zwar  einer  Ge- 
raden von  unveränderlicher  Länge,  deren  Endpunkte 
sich  auf  den  Schenkeln  eines  im  Allgemeinen  schie- 
fen Winkels  bewegen. 

Betrachtet  man  die  von  HG  erzeugte  Curve  als  gegeben,  so 
erhält  man  eine  Evolvente  derselben,  wenn  man  durch  ihren  Mit- 
telpunkt O  zwei  Linien  zieht,  die  mit  OH  gleiche  Winkel  XOH 
=  YOH  bilden  und  von  einem  über  QO  als  Durchmesser  be- 
schriebenen Kreise  in  M  und  iV geschnitten  werden;  der  Punkt  P, 
io  welchem  die  Sehne  JUN  von  HG  getroffen  wird,  ist  ein  Punkt 
der  Evolvente.  Der  Winkel  XOY  kann  einen  beliebigen  Werth 
haben  zwischen  0^  und  180^;  betrachten  wir  zunächst  den  spe- 
ziellen Fall,  wo  j^Ä0r=:90^  ist  (Taf.  I.  Fig.  3.).  MN  ist  hier 
=  OQ=4i9fG;  die  besondere  Evolvente,  welche  diesem  Fall  ent- 
spricht, ist  also  wieder  eine  Hypocycloide  mit  vier  Aesten  von 
halb  so  grossen  Dimensionen.  Die  Figur  zeigt  unmittelbar,  dass 
OR  =z  QP  =  IDP  ist.  DP  ist  der  Krümmungshalbmesser  der 
von  i/^  erzeugten    f7- Curve,  woraus  folgt: 

Die  Hypocycloide  mit  vier  Aesten  ist  ihrer  Evo- 
lute ähnlich;  die  Dimensionen  der  letzteren  sind  dop- 
pelt 80  gross,  als  die  der  ersteren.  Der  Krümmungs- 
halbmesser eines  Punktes  P  der  Curve  ist  dreimal  so 
gross  als  das  vom  Mittelpunkte  O  auf  die  Tangente  von 
P  gefällte  Perpendikel  OR. 

Die  Rectification  der  Curve  hat  nun  weiter  keine  Schwierig- 
keit Es  sei  XPY  ein  Quadrant  derselben  und  DX  ein  Bogen 
ihrer  Evolute.  Wir  haben  Bogen  DX=DP=\DF;  X  ist  ein 
Scheitel  und  DF  so  gross  als  der  Abstand  des  Mittelpunkts  O 
von  der  Normale  in  Z>,  woraus  sich  folgender  Satz  ergibt: 
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Der  Bop^en  zwischen  einem  Punkte  D  und  dem 
Scheitel  X  eines  Quadranten  ist  gleich  i  vbn  dem  Nor- 
malen-Abstand  von  />;  odet  weil  der  Schellei  X  den  Qua- 
dranten in  zwei  congrüente  Hälften  theilt:  Der  QtkadranC  wird 
durch  eihen  Puhkt  D  ih  zwei  Theile  getheilt,  deren 
Unterschied  gleich  l  des  Normalen^Abstiandts  von  D  \ft 

Ehe  wir  in  der  Untersuchung  der  Evolventen  der  genannten 
Curve  weiter  gehen,  mögen  einige  allgemein^  Betrachtungen  über 
Evolventen  von  symmetrischen  Curven  vorausgeschickt  werden. 
Rollt  eine  Gerade  über  ein  Polygonstück  und  dreht  sich  dabei 
uro  einen  Winkel,  dessen  Bogen  für  den  Halbmesser  1  gleich  (p 
ist,  so  ist  die  Summe  der  von  zwei  Punkten  P  und  Q  der  Gera- 
den beschriebenen  Kreisbögen  gtehch  PQ.tp,  wefin  derjenige  Tbeil 
des  Polygons,  (iber  welchen  die  Gerade  rollt,  stets  zwischeo  den 
Punkten  P  und  Q  bleibt;  im  anderen  Falle  Ist  der  Uvterscbied 
der  von  /^  und  Q  beschriebenen  Kreishiigen  sszPQ.tp. 

Die  Curve  AXB  (Taf.  I.  Fig.  4.)  ist  gegen  ihre  Norftiale  ih  1 
symmetrisch  oder  OX  k^t  ein  Thfeil  der  Ate.  Die  Tanftenten  an 
den  änsserstei^  Punkten  A  und  B  schneiden  sich  in  O,  ßPVPC 
ist  die  Evolvente,  also  i4C  gleich  dem  Bi>gen  AXB,  «CF gleich 
dem  Bogen  XD'P.  OF  und  Of  sind  die  Normalen  -  Abstinde 
von  P  und  P,  Da  mm  wegen  der  Symmetrie  der  Curre  AXB 
gegen  ihr^  Axe  bei'm  R<>tten  der  Tangente  AC  der  von  dem  einen 
Endpunkte  C  beschriebene  Evdventenbegen  CPVPB  dem  vom 
andern  End^ikt  A  beschriebenen  congruent  ist,  Ito  haben  «dr 
fär  die  Lknge  dieses  Bogens  {AC.^  oder  XV.^,  w«  9  den 
Bogen  des  Winkei<^  HOB  bedeKitet,  für  den  HalhMesse^  1=1. 
Aas  der  Symmetrie  der  Curve  AXB  ergibt  sich  ferner  f&t  zwei 
Punkte  P  und  P ,  deren  Normalen  sich  in  einem  Punkte  S  der 
Axe  schneiden,  OF=iOP,  jLPSO  =  ^PSX  oder  ^PSO 
+  ZP'ÄO=180";  jiLPN'Br=,^PMO,  also  ^PNBi^j^LPN'B 
=  ^<p;  PS+  PS=AC=^2XV;  PD  +  PD'  =  PF  +  PF 
z=lAC=^1XV.  Nennen  wir  den  Bogen  CPVPB  den  Quadran- 
ten der  Evolvente,  OC  die  kleine,  OB  die  grosse  Halbaxe,  «0 
ergeben  sich  folgende  Sätze :  Die  Länge  des  Quadranten  ist  gleich 
einem  Kreisbogen,  dessen  Halbmesser  gleich  der  halben  Summe 
der  Halbaxen  und  dessen  Centriwinkel  gleich  9  ist.  Auf  A^m 
Quadranten  der  Evolvente  gibt  es  einen  Punkt  F,  dessen  Normalen- 
Abstand  ein  Maximum  ist.  Der  Krtimmungshalbmesser  desselben 
oder  sein  Abstand  von  der  Axe  der  Evolute  ist  gleich  det  halben 
Summe  der  Halbaxen;  der  Winkel,  welchen  seine  Normale  mit 
der  grossen  Halbaxe  bildet,  ist  gleich  \fp.  Zwei  Punkte  P  nod 
P',  deren  Normalen  gleichen  Abstand  von  O  haben  und  mit  ein* 
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ao^r4en  Winkel  ^'  bilden,  haben  folgende  Eigenschaften:    sie 

tkeifci^n  Quadranten  in  drei  Stocke,  wovon  das  mittlere  gleicb 

dMtt  Kreisbogen  ist,   der  mit  der  halben  Samme  der  Halbaxen 

ib  Halbmesser  in  den  Winkel  <p-^'iq>'  beschrieben,   oder  wovon 

ik  Sonme  der  beiden  äussern  gleich  einem  mit  demselben  Halb- 

Biesscr  in  den  Winkel  ^(p'  beschriebenen  Kreisbogen  ist     Die 

Sonnte  der  Winkel ,  u'elche  die  Normalen  mit  der  grossen  Halb- 

axe  nach  Einer  8eite  hin  machen,  ist  constaut  nnd  gleich  ^    Die 

^omme  der  Krümmungshalbmesser  von  znei  solchen  Punkten,  die 

Srnnie  der  Abschnitte  ihrer  Normalen  zwischen  der  Evolvente  und 

der  Axe  der  Evolute,  oder  zwischen  der  Evolvente  und  dem  Fuss- 

punkte   der   vom   Mittelpunkte   auf  sie  gefällten   Perpendikel  ist 

ebenfalls  constant  und  gleich  der  Summe  der  Halbaxen. 

Betrachten  wir  AXB  als  den  Quadranten  der  UmhOllungscurve 
einer  Geraden  MN  von  unveränderlicher  Länge,  deren  Endpunkte 
sich  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  bewegen,  so  finden 
die  vorhergehenden  Ausführungen  unverändert  Anwendung  auf  die 
Evolvente  CPVP'B,  Es  kommen  jedoch  noch  einige  besondere 
Uttislände  hinzu:  Der  Winkel  9)  ist  =dO<»,  das  Stfick  MN  der 
Normde  Avt  Evolvente,  welches  zwischen  AO  and  BO  «inge- 
scM6s&en  ist,  hat  eine  constante  Länge,  die  wir  mit  c  l^ezeich- 
nea  weiten.  Der  Bogen  AXB  Ist  =::|/IO=zS€>  also  CO^\c. 
Die  Evolvente  Xpi^  Xp'Z\  vrelcli«  vom  Scheitel  X  der  Curv« 
ausgebt,  ist  selbst  wieder  eine  vier-ästige  Hypocyeloide  und  r«cti- 
itirbar,  d.  h.  der  Bogen  Zp  ist  ^OF.  Wir  schliessen  daraus, 
dass  sämmtliche  Evolventen  der  Curve  mittelst  gerader  Linien  und 
KreishSgeD  rectificirt  werden  kOnnen.  [>och  beschränken  wir  ms 
veriSnfig  auf  die  Evolvente,   welche  *von  B  ausgeht  und  deren 

Halbaxen  OC^r^  und  OB  =  c  sind,    CP—Zp  ist  =CZ.^',  wo 

ip'  den  Bogen  des  Winkels  CMP  Ar  den  Halbmesser  I  bedeutet, 
also  Bogen  CP  r=r  Bogen  Zp+CZ.tp',  Nan  ist  OX^\Cy 
OZ  =  \ey  also  €Z  =  \c ;  Bogen  BP  +  Bogen  Z'p'  =2  BZ' .  ^' 
=  C2.^',  also  Bogen  CP— Bogen  BP  =1^  Bogen  Zp^lOF. 
Fmtit  man  diese  Resultate  in  Worte,  so  ergeben  sich  folgende 
l^igensehaften  der  Evolvente  CPVPß: 

Der  Umfang  ist  gleich  dem  eines  Kreises,  dessen 
Halbmesser  =)C;  zwei  Punkte,  Puud  P ,  von  gleichem 
Normalen-Abstand  theilen  den  Quadranten  in  drei 
Tbeile,  wovon  der  Unterschied  der  beiden  äussern 
dreimal  so  gross  ist,  als  die  Hälfte  dieses  Normalen- 
Abstands.  Der  Punkt  F,  dessen  Normalen-Abstand  ein 
Ha^klmnm  isi,    tbeilt  den  Quadranten  in   zwei   Tbeile, 
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deren  Unterschied  gleich  je.  Die  Summe  der  Winkel, 
welche  die  Normalen  zweier  Punkte  P  und  P*  von  glei- 
chem Normalen-Abstand  mit  einer  Axe  der  Evolvente 
nach  Einer  Seite  hin  bilden,  ist  =90^.  Die  Abschnitt« 
dieser  Normalen  zwischen  der  Evolvente  und  der  groi* 
sen  Halbaxe  sind  zusammen  =30  und  zwischen  der  Evol» 
vente  und  der  Verlängerung  der  kleinen  Halbaxe  =:|e. 

Die  Construction  der  Evolvente  CPVPB  hat  Jceine  Schwie- 
rigkeit, wenn  die  drei  Punkte  A,  O,  B  gegeben  sind.  Mao  zieht 
von  einem  Punkte  ilf  auf  AO  eine  Linie  MNz=iAO=^c,  föllt  die 
Senkrechte  OF,  macht  DM  =  FN  und  Z)P=|Z>F+Jc,  so  ist 
DP  gleich  dem  Bogen  DXB.  Aus  dieser  Construction  folgt  leieh^ 
dass  NP=iDN  ist 


II.     Deber  Fusspunkten-  und   Rollcurven. 

Der  Eine  Endpunkt  O.  einer  Geraden  r  sei  fest,  der  andere 
bewege  sich  auf  dem  Umfange  eines  ebenfalls  festen  Polygons; 
so  lange  der  bewegliche  Endpunkt  auf  einer  bestimmten  Seite  des 
Polygons  läuft,  haben  die  über  r  als  Durchmesser  beschriebeoeo 
Kreise  zwei  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkte,  nämlich  0 
und  den  Fusspunkt  F  des  von  O  auf  diese  Seite  oder  ihre  Ver- 
längerung gefönten  Perpendikels.  Bei'ni  Uebergang  des  beweglicheo 
Endpunkts  auf  die  zweite  Polygonseite  erhält  man  statt  F  den 
Fusspunkt  F'  des  von  O  auf  die  zweite  Seite  oder  ihre  Verllo- 
gerung  gefällten  Perpendikels.  Also  steht  dem  gegebenen  Viel- 
eck ein  Fusspunkten- Vieleck  gegenüber,  dessen  Ecken  die  aof 
einander  folgenden  Durchschnitte  der  über  der  Geraden  r  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise  sind.  Bei'ni  Uebergang  jenes 
Vielecks  zur  Curve  verwandelt  sich  das  Fusspunkten- Vieleck  in 
die  Fusspunktencurve,  welche  nun  als  der  Ort  der  auf  einander 
folgenden  Durchschnitte  der  über  dem  beweglichen  Strahl  r  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise  zugleich  deren  Umhüllungs* 
curve  ist  und  sie  also  alle  berührt.  Daraus  folgt  eine  Construction 
der  Tangente  der  Fusspunktencurve:  Man  ziehe  von  O  an  einen 
beliebigen  Punkt  D  der  gegebenen  Curve  eine  Gerade  r,  ziehe 
die  Tangente  in  Z>,  welche  den  über  r  als  Durchmesser  hescbrie- 
benen  Kreis  in  F  schneidet,  so  ist  F  ein  Punkt  der  Fusspunk- 
tencurve und  die  Tangente  des  Kreises  in  F  zugleich  eine  Tangente 
der  letzteren. 

Einem  Punkte  D  der   gegebenen  Curve  entspricht  für  den 
Convergenzpnnkt  O  nnr  Ein  Punkt  F  der  Fusspunktencurve;  nennen 
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wir  D  oDd  F  correspondirende  Punkte,  so  scbliesst  sich  dem  Vo- 
T^  Folgendes  an :  Die  Tangenten  in  zwei  solchen  Punkten  bil- 
itM  m\i  den  correspondirenden  Strahlen  OD  und  OF  gleiche 
Winiel.  Der  Conver^enzpunkt,  zwei  correspondirende  Punkte  und 
^  Normalen  durchschnitt  bilden  mit  einander  ein  Rechteck.  Die 
Fugpookte  der  von  O  und  D  auf  die  Tangente  von  F  gefüllten 
Perpendikel  sind  von  diesem  Punkte  gleichweit  entfernt. 

Lassen  wir  den  Bogen  der  gegebenen  Curve  (Taf.  I.  Fig.  5.) 
io  Z)  um  Diy-=.ds  zunehmen;  der  Winkel,  welchen  die  Tangen- 
ten io  D  und  ly  mit  einander  machen,  ^  FSP ,  sei  =^dt,  der 
Wiokei  der  beiden  Strahlen,  ^DOD',  =dv,  die  Zunahme  des 
Winkels  zwischen  Strahl  und  Tangente  j^ODF-^OD'P=dto: 
ds*,  dt',  dv' y  tltc'  haben  ähnliche  Bedeutungen  für  die  correspon- 
direnden Punkte  F  und  F*  der  FusspQnktencurve,  d.  h.  ds'^FF', 
dÜ^^LS'K,  df>'-^FOr,  du>'=^OFK-^OPL;  q  und 
9'  sind  die  Krfiromungshalbmesser  in  D  und  F,  endlich  ist  ODzur 
und  OF=p ;    es  bestehen  jetzt  folgende  Relationen : 

dt=zdv'   weil  SOFF'  ein  Kreisviereck  ist, 

d$e:=dw'  weil  die  Winkel  zwischen  Strahl  und  Tangente  in 
zwei  correspondifenden  Punkten  gleich  sind, 

dt  =idv  -f-dw, 

df:=dv*-{-dw'  wie  leicht  aus  der  Figur  hervorgebt,  also 

di'=2dt—dv, 

di*=:T,dt  wenn  man  in  dem  Kreisviereck  SOFF'  SO=^r  setzt, 

1       dtf       2rft— rffj      2       dv      ,  ds      , 

L  —  ?_£  d» 

f '  ""  r       T  '  ds' 

Steht  lyV  senkrecht  auf  DO,  so  ist  bei  verschwindenden  <2t,  dv 

ö.  8.  w. : 

lyV—Diy-^^,  weil  ^DfVDc<il^OFD,   also 
rfr     =  ruQ  Qn  —  *^'  a»   ""^  darch^Snbgtitntion : 
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Diese  Formel  setzt  uns  in  den  Stand,  den  Krümmungshalb- 
messer eines  Punkts  F  der  Fusspunktencurve  aus  seinem  Strahl 
OF::^p,  aus  dem  Strahl  OD==ir  und  dem  Krümmungshalbmesser 
Q  des  correspondirenden  Punkts  der  gegebenen  Curve  zu  bestimmen. 

Wir  denken  uns  nun  die  Tangente  DF  als  fest  und  die  gege- 
bene Curve  in  D  auf  ihr  rollend^  so  zwingt  sie  den  Punkt  O, 
wenn  er  mit  ihr  fest  verbunden  ist,  ihrer  Bewegung  zu  folgen  and 
dabei  eine  besondere  Curve,  die  Rollcurve,   zu  beschreiben.     Es 
ist  leicht  einzusehen,  dass  dieser  Punkt,  wenn  seine  Lage  in  Be- 
ziehung auf  die  gegebene  Curve  bestimmt  ist  (wenn  er  z,  B.  der 
Mittelpunkt  oder  ein   Brennpunkt  ist),    stets  die  nämliche  Roll- 
curve beschreibt»  auf  welcher  ihrer  Tangenten  auch  die  gegebene 
Curve  rollt,  nur  ist  jedesmal  die  Rollcurve  in  einer  andern  Lage. 
Nennen  wir  diese  Tangente  die  Directrix,   so  iSsst  sich,  in  wel- 
cher Lage  auch  die  dem  Punkte  O  zukommende  Rollcurve  ver- 
zeichnet sein  mag,    dieselbe  mit  der  Figur  in  Uebereinstimroong 
bringen,,  wenn  man  sie  so  verlegt,    dass  ihre  Directriz  auf  die 
Tangente  in  D  fällt  und  sie  selbst  durch  O  geht,   so  dass  ihre 
Normale  mit  DO  zusammenfällt;   denn  wenn  die  gegebene  Curve 
ihre   rollende    Bewegung  auf  der  Tangente  DF  im   ßeruhrnngs- 
punkte  D  beginnt,  so  ist  dieser  Punkt  der  augenblickliche  Dreh- 
ungspunkt, also  das  Element  der  Bahn  von  O  senkrecht  auf  OD, 
Ist  die  gegebene  Curve  so  weit  fortgerollt,    dass  D'  zur  Berüh- 
rung kommt,   so  M  O  nach  O'  gekommen,    wo  00'  ein  Bogen- 
dement  ds"  der  Rollcurve  vorstellt.    Die  Richtung  der  Tangente 
in  O'  erhält  man^  wenn  man  durch  O  eine  Gerade  OK  senkrecht 
auf  OD'  zieht  und  sie  um  einen  Winkel  gleich  FSF'r=dt  dreht; 
daraus  folgt,    dass  der  Winkel  dt",    welchen  die  Tangenten  OK 
in  O  und  O'K'  in  O'  mit  einander  bilden,  =  ^FSP-^^DOD' 
=zdt  ^  dv   ist     Dreht  man  die  Linie  DD' ,  als  Polygonseite  ge- 
dacht,   um   Z>,    bis   sie  auf  DF  föllt,    also  um   einen   Winkel 
FSF^dt,  so  beschreibt  der  Strahl  DO^=r  einen  ebenso  gros- 
sen Winkel,   also  ist  ds"  =  r,dt,    woraus  In  Verbindung  mit  der 
früheren  Gleichung  ds' =zr.dt  sich   ergibt    ds'^ds"^    oder  die 
Fusspunkten-   und   die  Rollcurve  sind   gleich  lang,   welches  der 
Steiner'sche  Satz  ist.    Bezeichnet  q"  den  Krümmungshalbmes- 
ser der  Rollcurve  in  O,   so  ist: 

1        de       dt'-'dt      \        dv  „  .  ds 

''-dP'=~l''M'^r''Virt'    allem  ^  =  ^^, 


Q 


1 1       Q  dv 

o"      r       r'ds 


Nach  dem  Obigen  ist: 
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«fo=&-2,  also   -^=-— ^. 

Dielte  Formel  lehrt  den  KrömmaDgshalbinesfser  q"  eines  Punktes 
Oder  Roilcurve  aus  den  Strahlen  OD'=t  und  OF:=:p,  so  wie 
aas  dem  KrSmmungsbalbmesser  q  \n  D  bestimmen.  Durch  Ver- 
gletchoDg  der  beiden  Formeln 


!  —  ?_£?    und     1— 1_£? 
o'       r        r'  o"      r       r* 


embt   sieb: 


'O 


i-i  +  l 

d.h.  der  reciproke  Werth  des  Kruniroungshalbmessers 
der  Fusspanktencurve  ist  gleich  der  Summe  der  reci- 
proken  Werthe  des  co'rrespondirenden  Strahls  der  ge- 
gebenen Curve  und  des  Krümmungshalbmessers  vom 
correspondirenden  Punkte  der  Rollcurve. 

Wir  föllen  auf  DF  die  Senkrechte  O'F'',  so  ist  ^KOF 
:=^^KFO,  j^K'0'F":^j^LF'0,  0'F"=OF';  rollen  wir  nun 
die  Fusspunktencurve  auf  der  innern  Seite  der  Rollcurve,  so  dass 
stets  zwei  correspondirende  Punkte  heider  Curven  zusammenfallen^ 
was  mSglich  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Bogen  FF*  und  00', 
80  kommt,  wenn  F  auf  O  Hillt,  die  Tangente  FK  der  Fusspunk- 
tencurve auf  die  Tangente  OK  der  Rollcurve,  der'  Convergenzpunkt 
0  der  erstem,  welchen  wir  mit  ihr  fest  verbunden  und  ihrer  Be- 
wegung folgend  denken,  auf  den  Punkt  F  der  Directrir  der  letz- 
tern zu  Hegen.  Ebenso  fallen  zugleich  F'  auf  O',  F'L  auf  O'K', 
0  aof  F"  u.  s.  w.     Wir  haben  also  den  Satz  : 

Rollt  die  Fusspunktencurve  auf  der  innern  Seite 
der  Rollcurve,  so  dass  stets  zwei  correspondirende 
Punkte  beider  Curven  zusammenfallen,  so  beschreibt 
der  Convergenzpunkt  der  Fusspunktencurve,  wenn  er 
mit  ihr  fest  verbunden  Jst  und  von  ihrer  Bewegung  nach- 
gezogen wird,  eine  gerade  Linie,  nämlich  die  Directrix 
der  Rollcurve,  und  umgekehrt:  Rollt  die  Rollcurve 
mit  ihrer  innern  Seite  auf  der  Fusspunktencurve,  so 
gebt  die  Directrix  der  exsteren  stets  durch  den  Con- 
vergenzpunkt der  letzteren. 


III.    Anwendung   auf  besondere   Curven. 
Uro  die  bisher  entwickelten  allgemeinen  Sätze  auf  besondere 

TUeü  XXXVII.  8 
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Beispiele  anzowenden,  möge  zunächst  der  Fall  betrachtet  wer- 
den ,  wo  die  Fusspunktenciirve  eine  Gerade  ist  (Taf.  I.  Fig.  6.)* 
FF'  sei  ein  Theil  dieser  Geraden/  O  der  Convergenzpunkt.  Weno 
es  sich  darum  handelt,  die  Eigenschaften  der  Curve  zu  bestim- 
men,  deren  Fusspunktencurve  FF'  ist,  so  falle  man  die  Senk« 
rechte  OX\  sie  wird  eine  Aze  der  gesuchten  Curve  sein  und 
FF'  ihre  Scheiteltangente«  Man  beschreibe  nun  einen  Kreis,  der 
durch  O  geht  und  die  gegebene  Gerade  berührt,  z.  B.  in  F^  ziehe 
den  Durchmesser  OD,  so  ist  D  ein  Punkt  der  gesuchten  Cur?e 
und  FD  ihre  Tangente.  Beschreibt  man  einen  zweiten  Kreis,  der 
den  ersten  in  O  und  die  gegebene  Gerade  in  F'  berührt,  so  ist 
der  Durchmesser  OD'  in  der  Verlängerung  von  OD,  D'  ein  zwei- 
ter Punkt  der  gesuchten  Curve  und  D'F'  die  Tangente.  Die  Ver- 
längerungen von  FD  und  OX  schneiden  sich  in  £,  von  DF  und 
D^F'  in  S.    Die  Figur  gibt  unmittelbar  folgende  Relationen: 


EO:=zDO,    j^FOF'  =:^DSD'  ^W>,   XF.XF'  —  XO^. 

Die  Entfernung  des  Punktes  5  von  FF'  ist  gleich  OX,  also  con- 
stant  Zieht  man  durch  S  eine  Linie  parallel  FF' ,  welche  die 
Verlängerung  von  OF  in  Q  schneidet,  verbindet  Q  mit  D,  so  ist 
4  SQD  ^  4  SOD,  also  Z  SQD—  90^,  Q/>=  OD.  Gleiche  Be- 
ziehungen gelten  für  Q',  Durch  alle  diese  Eigenschaften  ist  die 
gesuchte  Curve  als  Parabel  mit  dem  Brennpunkt  O  hinreichend 
charakterisirt.    Die  Formel 


gibt,    da  p'=:  OD  ist: 


1  =  ?«^? 

o'       T       r' 


P 


Q  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Parabel  in  D,  OD  =  r, 
OF=p.  Zieht  man  die  Normale  in  2),  welche  senkrecht  auf  der 
Tangente  DF  ist,  so  ist  das  Stück  derselben  von  D  bis  zur  Ver- 
längerung der  Directrix  SQ  gleich 

OD»  _0D^      T*      , 
QF  -  "OF  •-  /i  —  '^• 

Die  Linie  OS  ist  senkrecht  auf  DD',  also  OS^=^  OD.OD'; 
wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OFF'  und  SDD*  ist: 

vn^2^      I         1    _      DD'      _  OD-t^OD'        I     .     1 
^^^DD**   *'^''    xo-  OD,OD'  —  1)D7oW  =  UD^W 


2        

QD  ^  WD' 


—  rkf\  T  ^t  r\i  ' 
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aiicli  ist: 

1     .      1         OF^^ÖF'^  FF'^  1 


OF*      OF'^      OF^.OF'^      XF.XF'.FF'^     AO« 

iO  vBi  der  Tierte  Tbeil  des  Parameters  der  Parabel.  Von  den 
hier  nachgewiesenen  Eigenschaften  der  Parabel  m5gen  diejenigen 
in  Worten  ansgedriickt  werden,  welchen  ähnliche  Eigenschaften 
derRolIcunre  zor  Seite  stehen: 

Das  Stack  der  Normale  einer  Parabel  zwischen  der 
Corve  und  4er  Directrix  ist  halb  so  gross  als  derKrfim- 
moDgshalbmesser.  Fällt  man  von  einem  Punkte  der 
Parabel  auf  die  Directrix  ein  Perpendikel,  vom  Fuss- 
pankte  desselben  auf  die  Tangente  jenes  Punktes 
ebenfalls  ein  Perpendikel,  so  ist  in  dem  so  entstande- 
nen rechtwinkligen  Dreieck  das  eine  Hypotenusen- 
segment constant  und  gleich  dem  Viertels-Parameter 
der  Parabel. 

Zwei  Punkte  der  Parabel»  deren  Tangenten  einen  Winkel  von 
90^  mit  einander  bilden,   haben  folgende  Eigenschaften : 

Die  Summe  der  reciproken  Werthe  ihrer  Abstände 
von  der  Directrix  sowohl,  als  auch  vom  Brennpunkte 
ist  constant  und  gleich  dem  reciproken  Werthe  des 
Viertels-Parameters  der  Parabel.  Die  Summe  der  Qua- 
drate der  reciproken  Werthe  der  Abstände  des  Brenn- 
punkts von  den  Durcbschnittspunkten  ihrer  Tangenten 
mit  der  Scheiteltangente  ist  gleich  dem  Quadrat  des 
rtciproken  Werths  vom  Viertels-Parameter  der  Para- 
bel Das  Product  der  Entfernungen  dieser  Durch- 
sehnittspunkte  vom  Scheitel  ist  constant  und  gleich 
dem  Quadrat  des  Viertels-Parameters  der  Parabel. 

Wir  lassen  die  Parabel  auf  ihrer  Scheiteltangente  rollen,  bis 
der  Ponkt  D  zur  Berührung  kommt  in  T,  dann  ist  XT  gleich  dem 
Parabelbogen  XD,  Der  Brennpunkt,  welcher  die  Rollcurve  be- 
schreibt, ist  nach  O'  gekommen,  (yT  ist  die  Normale  in  O'  und 
gleich  OZ>,  0'lJ=OF,  überhaupt  A  OTC/^  A  OZ)f.  Fällt 
•ao  von  ü  ein  Perpendikel  ÜV  auf  die  Tangente  O'V^  so  lässt 
sich  die  Congrnenz  der  Dreiecke  O'ÜF  und  FOX  ohne  Schwie* 
rigkeit  beweisen.  Ferner  ist  nach  dem  Satze  von  Steiner,  wor- 
nacb  die  Roll-  und  die  Fusspunktencurve  gleich  lang  sind,  der 
Bogen  OO'  der  erstem  gleich  XF=z(yV,  wodurch  diese  Roll- 
mve  hinreichend  als  Kettenlinie  charakterisirt  ist.    Die  Formel 


116  Böklen:    Ceomeirische  ünterstichungen 

-7  =  -   +  Y'    S**bt,    da  ^'  =  0)  ist,    ^''  =  — r, 

T  ist  =OD=0'T. 

Lassen  wir  die  Parabel  auf  der  andern  Seite  vom  Scheitel  Ä 
rollen,  bis  der  Punkt  D*  zur  Berührung  kommt  in  T* ,  dann  ist 
XT*  gleich  dem  Parabelbogen  XD' ;  der  Brennpunkt^  welcher  die 
Rollcurve  beschreibt,  ist  nach  O"  gekommen,  O^T*  ist  die  Nor- 
male in  O"  und  gleich  OD',  der  Bogen  00"  ist  gleich  XF\ 
Wir  haben  nun  folgende  Zusammenstellung  der  Eigenschaften  der 
Kettenlinie,  welche  denjenigen  der  Parabel  analog  sind,  wobei 
nach  der  früheren  Erklärung  XT  oder  die  Scheiteltangente  der 
Parabel  zugleich  die  Directrix  der  Kettenlinie,  und,  wie  bekannt, 
OX  oder  der  Viertels -Parameter  der  Parabel  zugleich  der  Para- 
meter der  Kettenlinie  ist. 

Das  Stück  der  Normale  einer  Kettenlinie  zwischen 
der  Curve  und  der  Directrix  ist  so  gross  als  der  Krüm- 
mungshalbmesser. Fällt  man  von  einem  Punkte  der 
Kettenlinie  auf  die  Directrix  ein  Perpendikel,  vom 
Fusspunkt  desselben  auf  die  Tangente  jenes  Punktes 
ebenfalls  ein  Perpendikel,  st>  ist  in  dem  so  entstande- 
nen rechtwinkligen  Dreiecke  die  Eine  Kathete  constant 
und  gleich  dem  Parameter  der  Kettenlinie. 

Zwei  Punkte  der  Kettenlinie,  deren  Tangenten  einen  Winkel 
von  90^  mit  einander  bilden ,  haben  folgende  Eigenschaften: 

Die  Summe  der  reciproken  Werthe  ihrer  Krüm- 
mungshalbmesser sowohl,  als  auch  derjenigen  Stücke 
ihrer  Normalen,  welche  zwischen  der  Kettenlinie  und 
ihrer  Directrix  enthalten  sind,  ist  constant  und  gleich 
dem  reciproken  Werth  des  Parameters  der  Kettenlinie. 
Die  Summe  der  Quadrate  der  reciproken  Werthe  ihrer 
Abstände  von  der  Directrix  ist  constant  und  gleich 
dem  Quadrat  des  reciproken  Werths  des  Parameters 
der  Kettenlinie.  DasProduct  ihrer  Bogenabstände  vom 
Scheitel  ist  constant  und  gleich  dem  Quadrat  des  Pa- 
rameters der  Kettenlinie. 

Es  möge  nun  noch  als  weiteres  Beispiel  die  Untersuchung  der 
Roll-  und  Fusspunktencurve  der  Hypocycloide  mit  vier  Aesteo 
folgen.  Die  Curve  ADß  (Taf.  IL  Fig.  7.)  oder  die  Umhüllungscurve 
der  Geraden  ilfiV  von  constanter  Länge  c,  deren  Endpunkte  M 
und  N  sich  auf  den  Schenkeln  des  rechten  Winkels  AOB  bewe- 
gen und  deren  Fusspunktencurve  durch  F  geht,  wenn  O  der  Con- 
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Tergenzpookt  ist,  soll  auf  ihrer  Tangente  OB  rollen,  so  fragt  es 

sieb,  irelcbe  Curve  der  Punkt  O  beschreibt.    Wir  haben,   wenn 

1  der  Scheitel    ist.    Bogen  DX^\DF,    Bogen    AXDB^\c, 

DS=FM,    also   Bogen  2>Ä  =  4X>iV=  JiüF.     Wenn  also  bei'm 

JZoUen  der  Curve  AXDB  auf  der  festen  Tangente  OB^  der  Punkt 

D  m  Berührung  kommt  und  seine  Tangente  MN  in  die  Richtung 

roi  OB  fällt,  so  wird  der  Punkt  F  der  Tangente  auf  F"  fallen, 

WD  BF"  =zDF+  Bogen  DB  ist ;   der  Bogen  DB  ist  =  iDN 

oder  =DN  '\-  Fm,   wo  m  die  Mitte  von  FM  ist,  also  haben  wir 

ßF'^zmN.    Der  Punkt  O  ist  nach  O'  gekommen,  so  dass  O'F" 

senkrecht  auf  der  Directrix  OB  und  gleich  OF  ist,  und  OF":=mF, 

Setzen  wir  OF"=:y  und  0'F"  =  a:,   so  ist: 

OF^-MF.FN  oder  ar«  =  2y(c— 2y), 

welches  die  Gleichung  einer  Ellipse  ist,  deren  kleine  Axe  00"^=^\c 
und  deren  grosse  Axe  =c  ist.  Wir  haben  demgemäss  folgenden 
Satz: 

Rollt  eine  Hypocycloide  mit  vier  Aesten  auf  einer 
ihrer  Tangenten,  so  beschreibt  ihr  Mittelpunkt  eine 
Ellipse,  deren  Axen  sich  wie  1:2  verhalten. 

Verbindet  man  damit  den  Satz  von  der  gleichen  Länge  der 
Roll*  und  Fusspnnktencurve,  so  ergibt  sich: 

Bewegt  sich  eine  Gerade  von  constanter  Länge  c 
mit  ihren  Endpunkten  auf  den  Schenkeln  eines  rech- 
ten Winkels  und  seines  Scheitelwinkels,  von  dessen 
Spitze  Perpendikel  auf  die  Gerade  gefällt  werden,  so 
liegen  deren  Fusspunkte  in  einer  Curve  von  der  Form 
eines   Achters,    welche    so   lang    ist  als    eine   Ellipse, 

deren  Axen  gleich  c  und   »  sind. 
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III. 

Ueber  cyclische   Curven. 

Von 

Herrn  Doctor  Oito  Böklen 

KU  Sniz  a.  N.  im  Königreich  Wärtern berg. 


Zwei  Kreise  9  deren  Durchmesser  D  und  d  sind^  berfihren 
einander  von  Aussen;  A  ist  der  äussere  Aehnlichkeitspankt,  B 
der  Berührungspunkt.  Sie  rollen  auf  der  Innern  Seite  von  zwei 
concentrischen  Kreisen,  deren  Mittelpunkt  A  Ist  Die  Halbmes- 
ser dieser  festen  Kreise  sind  also  AB  und  AB-^D.  Während 
dieser  Bewegung  liegt  der  gemeinschaftliche  Berührungspunkt  der 
beweglichen  Kreise  mit  ihren  Mittelpunkten  und  mit  A  stets  io 
gerader  Linie;  nachdem  sie  eine  gewisse  Strecke  durchlaufeD 
haben,  sei  P  ihr  Berührungspunkt  geworden,  dann  hat  der  Paokt 
Bf  welcher  mit  dem  Kreise  D  fest  verbunden  gedacht  wird,  eine 
Curve  BN  beschrieben,  und  wenn  er  dem  Kreise  d  folgt,  eine 
zweite  Curve  Bn.  Die  beiden  Rollcnrven  BN  und  Bn  stehen  b 
naher  Beziehung  zu  einander.  Die  Punkte  N,  P,  n  liegen  stets 
In  Einer  Richtung,  P  ist  der  augenblickliche  Drehungspunkt  des 
Kreises  c2,  also  Pn  die  Normale  der  Curve  Bn;  auf  ähnliche  Weise 
lässt  sich  zeigen,  dass  PN  die  Tangente  der  Curve  BN  ist.  A 
Ist  mitbin  der  Krümmungsmittelpunkt  von  n,  die  Curve  l^N  die 
Evolute  von  Bn,  Nn  ist  der  Krümmungshalbmesser  von  n  und 
gleich  dem  Bogen  BN.  Wenn  der  Punkt  B  zum  zweiten  Mal  lor 
Berührung  kommt,  so  hat  er  einen  Ast  der  Rollcurve  Bn  voll- 
ständig beschrieben,  welcher  einen  Scheitel  s  hat,  der  ihn  in  zwei 
congruente  Theile  trennt,  die  wir  Quadranten  nennen  wollen. 
Wenn  5  der  Krümmungsmittelpunkt  von  s  ist,  so  sind  die  Qua- 
dranten Bs  und  BS  einander  ähnlich ;  B  ist  zugleich  die  Spitze 
der  Evolvente  Bs  und   der  Scheitel  der  Evolute  BS.    Es  sei  m 
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derPoikt  auf  dem  zweiten  Quadranten  der  Evolvente ,  welcher 

fiae  i^Kche  Lage  hat  wie  der  Punkt  N  anf  der  Evolote,   so 

giften  ffir  die  Punkte  m  und  n  folgende  Sätze,  von  deren  Rich- 

ti^eit  man  sich  leicht  überzeugen  kann:    Die  Quadratsumme  ihrer 

Eränimongshaibniesser  ist  constant  und  gleich  dem  Quadrat  über 

D-t-d.   Die  Quadratsumme  der  Abschnitte  ihrer  Normalen,  welche 

fw  der  Corve  und  dem  Kreise  AB  begrenzt  sind,  ist  gleich  d^. 

Die  Quadratsumme  ihrer  Bogenabstände  vom  Scheitel  ^  ist  gleich 

dem  Qoadrat,  dessen  Seite  so  lang  ist  als  der  Quadrant  Bs.    Die 

Quadratsumme  der   Entfernungen   von   A   ist  ebenfalls  constant. 

Der  Winkel,  welchen  ihre  Normalen  mit  einander  bilden,  ist  gleich 

dem  Winkel  zwischen  den  Normalen  im  Scheitel  und  an  der  Spitze. 

Die  bisherigen  Sätze  finden  auch  Anwendung,  wenn  die  Kreise 
D  and  d  auf  der  äussern  Seite  von  zwei  concentrischen  Kreisen 
rollen,  und  man  findet,  dass  in  diesem  Fall  der  Kreis  d  die  Evo- 
bte  beschreibt,  welche  also  kleiner  ist  als  die  Evolvente.  Wir 
haben  somit  den  Satz: 

Wenn  ein  Kreis  auf  der  Innern  oder  äussern  Seite 
der  Peripherie  eines  festen  Kreises  rollt,  so  ist  die 
Cnrve,  welche  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  des  beweg- 
lichen Kreises  beschreibt,  rectificirbar  und  ihrer 
ETolute  ähnlich. 

Besondere  Fälle  sind  folgende: 

1.  D=d,  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  A  rückt  in's  Un- 
endliehe,  die  Kreise  rollen  auf  zwei  parallelen  Geraden,  die  Aehn- 
lichkeit  zwischen  Evolvente  und  Evolute  wird  zur  Congruenz ;  es 
ist  diess  der  Fall  der  gemeinen  Cycloide. 

2.  A  liegt  auf  dem  Umfange  vom  Kreise  d,  dann  wird  D 
Qoendlicb.  Entweder  rollt  nun  der  Kreis  d  auf  der  Innern  Seite 
der  Peripherie  eines  doppelt  so  grossen  Kreises,  die  Evolute  wird 
eine  Gerade ;  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  des  beweglichen  Krei- 
ses bewegt  sich  auf  einem  Durchmesser  des  festen.  Oder  rollt 
der  Kreis  d  auf  der  äussern  Seite  eines  festen  Kreises,  welchen 
hier  der  Punkt  A  vorstellt,  der  Kreis  D,  welcher  zu  einer  Gera- 
den wurde,  rollt  auf  der  äussern  Seite  des  Umfanges  eines  Krei- 
de«, dessen  Mittelpunkt  A  und  Halbmesser  =d  ist.  Ein  Punkt 
dieser  Geraden  beschreibt  eine  Kreis -Evolvente,  deren  Scheitel 
in  der  Unendlichkeit  liegt. 

3.  D=:2d=  \AB.  Jeder  der  beweglichen  Kreise  rollt  in- 
i^^lb  eines  viermal  so  grossen  Kreises;  es  entsteht  dann  eine 
Bypocycloide  mit  vier  Aesten,  welche  halb  so  gross  als  ihre  Evo- 
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late  ist  und  durch  die  Eigenschaft  sich  auszeichnet,  sugleich  die 
Umhüllungscurve  einer  Geraden  von  unveränderlicher  Länge  zu 
sein,  deren  Endpunkte  sich  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Wio. 
kels  bewegen. 

4.  2)  =  3££  =  '2 AB.  Beide  Kreise  rollen  auf  der  äusseren 
Seite  eines  ihnen  gleichen  Kreises;  es  entsteht  eine  Epicycloide 
mit  Einem  Ast  und  Einer  Spitze,  welche  dreimal  so  gross, ist,  als 
ihre  Evolute  und  identisch  mit  der  Fusspunktencurve  eines  Krei- 
ses, wenn  die  Perpendikel,  auf  die  Tangenten  von  einem  Punkte 
des  Umfangs  aus  gelallt  werden.  Die  Punkte  m  und  n,  für  welche 
die  Quadratsumme  der  Krümmungshalbmesser,  der  Bogenahstande 
vom  Scheitel  s  constant  ist,  besitzen  noch  weitere  Eigenfichaflen : 
die  Sehne  mn  ist  constant  und  geht  durch  die  Spitze  ß^  sie  wird 
halbirt  durch  das  von  der  Mitte  von  Bs  darauf  gefällte  Perpendi- 
kel. Die  Tangenten  in  m  und  n  schneiden  sich  unter  rechten 
Winkeln,  ihr  Durchschnittspunkt  liegt  auf  einem  Kreise ;  dasselbe 
gilt  von  den  Normalen  in  m  und  n. 

Denken  wir  uns  ein  Parallelogramm  ABCD,  dessen  Ecke  A 
fest  ist.     Die  Seiten  AB  und  AC  seien  jede  mit  einer  besondero 
und  Constanten  Winkelgeschwindigkeit  begabt,  nach  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Richtungen.     Dadurch  wird   ABCD  zwar  die 
Form  verändern,  aber  doch  stets  ein  Parallelogramm  bleiben.    In 
einem  bestimmten  Falle  können  die  Punkte  A,  B,  C,  D  auch  in 
Einer  Richtung   liegen.    Die.Curve,   welche   C  beschreibt,   kann 
man  sich  nun  auf  zweierlei  Art  entstanden  denken;   entweder  dorcb 
das  Rollen  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  JS  und  Halbmesser 
BC  ist,  auf  dem  Umfange  eines  festen  Kreises,  'dessen  Mittel- 
punkt A  und  Halbmesser  z=AB:i:BC  ist;   oder  durch  das  Rollen 
eines  Kreises,    dessen  Mittelpunkt  D  und   Halbmesser  DC,  auf 
dem  Umfange  eines   festen  Kreises,    dessen   Mittelpunkt  A  und 
Halbmesser  =  ^^D  db  t^C     Diese  Betrachtungen  fahren  zu  dem 
Satz:    Wenn  man  eine  Gerade  in  zwei  Abschnitte  theilt,  D  und 
d,    und   drei   Kreise   beschreibt,    deren   Durchmesser  Z>,  d  und 
D-i-d  sind,  so  dass  die  zwei  kleineren  Kreise  sich  von  Aussen 
und  den  grosseren  Kreis  von  Innen  berOhren,  dann  entstehen  durch 
die  Bewegung  von  je  zweien  dieser  Kreise  auf  dem  xlritten,  ^vel* 
chen  man  sich  als  fest  denkt,  identische  Rollcurven.    Ein  Punkt 
des  Kreises  D  beschreibt  z.  ß.  beim  Rollen  innerhalb  des  Krei- 
ses D  +  d  dieselbe  Curve,    wie  ein  Punkt  des  Kreises  d.    Hie* 
durch  wird  der  obige  Satz ,  worin  die  Rectification  der  Hypo-  and 
Epicycloiden  und  ihre  Aehnlichkeit  mit  den  Evoluten  ausgespro* 
chen  ist,  verallgemeinert. 
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Tat  O.  Fig.  8.  Der  Kreis  O,  dessen  Darchmesser  d  ist,  rollt 
lof  ier  innerD  Seite  der  Peripherie  des  Kreises  C,  dessen  Durch- 
nesser  />.  Wenn  der  Punkt  S  zur  BerOhrung  komint  in  (7,  so 
Ut  er  einen  Quadranten  SNV  der  Hypocycloide  beschriehen; 
UD  ftlle  anf  die  Verlängerong  der  Tangente  NQ  das  Perpendi- 
kel CT*.    Nun  ist 

Bogen  SN=^^^^.QN. 

io8  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CTQ  und  QNP  folgt : 

WeDD  MN  gleich  dem  Bogen  SN  ist,  so  haben  wir: 

CT  Qod  TQ  sind  die  Coordinaten  eines  Kreises,  mithin  sind  CT 
und  TM  diejenigen  einer  Ellipse.  Wenn  man  die  Curve  SNIJ 
auf  Cü  rollt,  so  beschreibt  der  mit  ihr  fest  verbundene  und  ihrer 
Bewegung  folgende  Punkt  C  den  Quadranten  einer  Ellipse,  deren 
Halbaxen  sind: 

CQ^ — 2~   """^  — 2D — • 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  überall  statt  —  das  Zeichen  -f  9  so 
passen  sie  auf  die  Epicycloide,  welche  entsteht,  wenn  der  Kreis 
0  aaf  der  äassern  Seite  der  Peripherie  des  Kreises  C  rollt.  Es 
seio  die  Mitte  von  CQ  und  0't=0'C;  der  Punkt  t,  welcher 
fest  mit  dem  rollenden  Kreis  O'  verbunden  ist  und  seiner  Bewe- 
goDg  folgt,  beschreibt  eine  verlängerte  Hypocycloide,  welche 
offenbar  ähnlich  ist  der  Curve,  die  der  Punkt  T  als  Fusspunkt 
tles  von  C  auf  die  Tangente  von  N  gefällten  Perpendikels  be- 
schreibt; denn  O't  ist  stets  parallel  oT  und  Co:CO'  =  oT:0't. 
Wir  haben  also  nachstehende  Sätze : 

Wenn  man  einen  Ast  der  Hypo-  oder  Epicycloide 
isf  einer  seiner  Tangenten  im  Endpunkte  rollt,  so 
beschreibt  der  Mittelpunkt  des  festen  Kreises,  indem 
erder  Bewegung  folgt,  eine  halbe  Ellipse,  die  nach 
dem  Satz  von  Steiner  so  lang  ist  als  die  Fnsspiinkten- 
cur?e  der  Uypo-  oder  Epicycloide,  wenn  die  Perpen- 
dikel auf  die  Tangenten  von  seinem  Mittelpunkt  aus 
gefällt  werden;  genannte  Fusspunktencurve  ist  selbst 
nieder  eine  verlängerte   Hypo-   oder  Epicycloide. 

8* 
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Da  diese  Rollcurven^  wie  auch  eine  ihrer  Evolventen  rectifi 
cirbar  sind,  so  folgt,  dass  sich  die  Rectification  der  übrigen  Evol • 
venten  durch  gerade  Linien  und  Kreisbogen  ausführen  lässt  Die 
Eigenschaften,  welche  ich  von  den  Evolventen  der  Hypocydoide 
mit  vier  Aesten  entwickelt  habe,  lassen  sich  leicht  auf  die  Evol 
venten  der  andern  Rollcurven  ausdehnen.  Die  Curven.  welche 
die  Fusspunkte  der  vom  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  auf  die 
Tangenten  oder  auf  die  Normalen  der  Uypo-  und  Epicycloiden 
gefönten  Perpendikel  verbinden,  sind  einander  ähnlich. 

Taf.  11.  Fig.  9.  Während  der  Kreis  O  innerhalb  des  Kreises 
C  rollt  und  nach  und  nach  die  Punkte  P',  P,  S  in  P* ,  P*  ü  zor 
Berührung  kommen,  hat  der  mit  O  fest  verbundene  Punkt  A  einen 
Quadranten  der  Rollcurve  Ap'pF  beschrieben.  Wenn  aber  der 
,  Kreis  O  innerhalb  eines  doppelt  so  grossen  Kreises  rollt,  dessen 
Mittelpunkt  S  ist,  so  hat  der  Punkt  yl,  wenn  die  Punkte  P',  P,  <$ 
zur  Berührung  kommen,  den  elliptischen  Quadranten  ATTUE  be- 
schrieben.    Es  sei  JP'  =/i'  und  i^P=/i,   dann  ist 

p'dm'.    Bogen  En=:  I        pdm  und 
o  o 

pda-^l     p'dto'=:2.0V, 

o  o 

Nun  ist,   wie  man  sich  sehr  leicht  überzeugen  kann. 

Bogen  -^|>'=2— g—  /        p'da'.    Bogen  Fp=2— ^—  /      pda, 

also   Pp'-Ap'zzii^^.OV. 

Da  die  Linie  AP'P  gleiche  Winkel  mit  den  Tangenten  des  Krei 
ses  O  in  P'  und  P  macht,  so  müssen  die  von  C  auf  die  Norma- 
len p'P*  und  pP  geßülten  Perpendikel  einander  gleich  sein.  •  Nen- 
nen wir  d  den  gemeinschaftlichen  Normalabstand  der  Punkte  |^'  and 
p  von  C,  80  führt  die  Aehnüchkeit  von  Dreiecken  auf  die  Pro- 
portion : 

d:OV=D:d,    d-^.OV,  also  Fp--^Ap'=A^^^,d6. 

Geht  die  Linie  Älfi  in  die  Tangente  über,  dann  fallen  die  Pookte 
P  und  P',  P  und  P  ^  p  und  p' ,  U  und  IV  zusammen.  Mao  er- 
erhält auf  dem   Quadranten  der  Rollcurve   den   au^eseichneten 
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Pviikt,  der  ihn  in  zwei  Theiie  trennt,  deren  Unterschied  ein  Viel- 
bcbet  von  dem  Normalabstand  dieses  Punktes  ist.    Die  Quadran- 

tea  JF  and  AE  verhalten  sich  wie  2 — jz — :I. 

Hiemit  ist  nachgewiesen,  dass  sich  ffir  jede  gegebene  Ellipse 
Miebig  viele  gleich  lange  Curven  constrniren  lassen,  welche  alle 
die  Eigenschaft  haben,  da^s  ihre  Quadranten  durch  zwei  Punkte 
TOD  gleichem  Norroalabstand  in  drei  Abschnitte  getheilt  werden, 
wovon  der  Unterschied  der  beiden  äussern  ein  Vielfaches  dieses 
Normalabstands  ist.  Die  Form  dieser  Curven  ist  sehr  mannigfal- 
tig. Sind  a  und  6  die  Halbaxen  der  Ellipse,  setzen  wir  a — b^=d 
and  rollen  den  Kreis,  dessen  Durchmesser  d,  innerhalb  eines 
beliebigen  grosseren  mit  dem  Durchmesser  D,  so  beschreibt  der 
Punkt,  dessen  grosste  und  kleinste  Entfernung  von  der  Periphe- 
rie des  Kreises  d  beziehungsweise  gleich  a  und  b  ist,  eine  Roll- 
curve,    deren  Quadrant  sich  zum  elliptischen  Quadranten  verhält 

Fi       et 

wie  2 — ^^'l*  Roilt  der  kleinere  Kreis  ausserhalb  des  grosse- 
ren, so  ist  statt  • —  das  Zeichen  4*  2u  setzen.  Man  kann  auch 
fiber  a-f6  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschreiben;  ein  Punkt 
mnerhalb  dieses  Kreises,  desserf  grosste  und  kleinste  Entfernung 
?0D  der  Peripherie  a  und  b  ist,  beschreibt  eine  Rollcurve,  deren 
Ltnge  zur  Ellipse  ebenfalls  in  einem  leicht  angebbaren  VerhSlt- 
niss  steht.  Durch  entsprechende  Verkleinerung  oder  Vergrosse- 
mng  der  entstandenen  Rollcurven  erhalten  sie  gleiche  Länge  mit 
der  gegebenen  Ellipse. 

Setzen  wir  11=  od,   so  wird  2 — jj— =  2.      Eine    verlängerte 

oder  verkQrzte  Cycloide  ist  also  doppelt  so  lang  als  die  Ellipse, 
deren  Halbaxen  gleich  der  grOssten  und  kleinsten  Entfernung  des 
beschreibenden  Punktes  von  dem  rollenden  Kreise  sind,  wenn 
man  von  beiden  Curven  die  Quadranten  vergleicht.  Diese  Cycloi- 
deo  sind  so  lang  als  die  Fusspunktencurven,  welche  entstehen, 
wenn  man  von  dem  genannten  Punkte  auf  die  Tangenten  des 
Kreises  Perpendikel  föllt.  Solche  Fusspunktencurven  lassen  noch 
zwei  wettere  Erzeugungsarten  zu.  Wenn  ein.  Kreis  ausserhalb 
eines  gleichgrossen  Kreises  rollt,  so  beschreibt  jeder  mit  ihm  fest 
verbundene  Punkt  eine  solche  Curve.  Es  sei  A  der  Brennpunkt, 
M  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  eines  Kegelschnitts,  man  nehme 
tut  AM  oder  der  Verlängerung  einen  Punkt  M'  an^  so  dass 
AM,  AM' z=zconst  Dann  liegt  M'  auf  der  Fusspunktencurve  eines 
Kreises.  Bei  der  Ellipse  liegt  A  innerhalb,  bei  der  Hyperbel 
iosserhalb,  bei  der  Parabel  auf  dem  Umfange  des  Kreises. 
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IV. 

M  i  8  c  e  1  I  e  n. 


Von    de  in    Herausgeber. 

Verbindet  maD  mit  der  Gleichang 

{bci  —  cbi)x  +  (cfli — oCi)y^{abi — 6ai)z=0 

die  eine  oder  die  andere  der  beiden  identischen  Gieichnngen : 

{bci  — c6i)a  +  (cfli  — nci)b  +  («617— 6fl^)c  =  0 
und 

(bci  — cbx)ai  +  (cfli  — aci)6i  +  {abi  — bai)ci  =0; 

so  erhält  man  sehr  leicht  die  folgenden  Gleichungen: 

{bcx  — cbi)  (ex  —  az)  =  {cai  —  acj)  (bz  —  cy) , 
(cci  —  aci)  (ay — bx)  =  (abi  —  boi )  (ex  ~  öz) , 
(a6i  —  bai )  (6z  —  cy)  =(6ci  —  c6i)  (ajf — bx) 


und 


AUo  ist 


und 


(bei  —  ^*i)  (<^i^  —  Ol«)  =  (^«1  —  a^i)  (*i2  — <?iy)» 
(cfli  —  aei)  («ly  —  64 o:)  =  (abi ""  ^^i )  (^i^  ~  «i*)  ? 
(«61  —  6ai)  (6ix  —  Ciy)  =  (bc^  —c6i)  (0,^  —  610;). 


gy — 6a?  62 — cy cx^~az 

abi  "~  ^^1  ""  ^^1  —  ^^       ^^1  — ^^1 

öi^ — biX  ^  6iz— Ciy  ^_^  C|j?~a|2 
fl6|  —  6iii       6ci— c6i  ""  c«!  — aC| 


oder: 


a6|  —  büi  i  bci  —  cbi :  cni  —  aci 
=  ay  —  bx :  bz  —  cy  :  ex  '^az 
=aiy — biX'.biZ — CiyiCiX  —  Cgi, 

welche  Relationen  also  immer  aus  der  Gleichung 

(bci  — c6i)a:  +  (coi  —  aci)y  +  (a6,  — 6ai)x  =^  0 

abgeleitet  werden  können,  was  zuweilen  vortheilhaf^e  Anwendung 
finden  kann. 
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V. 

Weitere  Ansfuhrang   der  politischen  Arithmetik. 

Von 

Herrn  Dr.  L,  Oettinger^ 

GroMherzoglich    Badi«chein   Hofrathe   and   ordentlichem    Professor    der 
Mathematik  an  der  UniTersität  zu  Frei  barg  i.  B. 

(Fortsetrong  von  Nr.  XXVn.  Thl.  XXXVL) 


Viertes    Kapitel. 
Ueber  StoatSABleilieii. 

§.46. 

Allgemeine  Bemerknngen. 

Darch  die  im  vorigen  Kapitel  aufgestellten  Sätze  sind  die 
Mittel  gegeben,  welche  bei  der  Werthberechnung  der  Staatsanleihen 
maassgebend  auftreten. 

8chlie8st  ein  Staat  eine  Anleihe  ab,  so  werden  gewöhnlich 
die  Bedingungen,  unter  welchen  dieselbe  verzinst  und  zurückgezahlt 
^n^y  zum  Voraus  durch  einen  Tilgungsplan  festgestellt.  Zur 
leichlern  Durchföhrung  des  Anleihegeschäfts  und  um  auch  den 
kleioern  Kapitalisten  Gelegenheit  zur  Theilnahme  zu  bieten,  stellt 
der  Staat  Schuldscheine  im  Betrage  von  Tausend,  einem  oder 
mehreren  Hunderten ,  auch  Ualbhunderten  in  runder  Zahl  aus,  die 
in  der  Regel  von  dem  Gläubiger  oder  Besitzer  nicht,  sondern  nur 
von  dem  Staate  aufkOndbar  sind  und  nach  dem  festgestellten  Plane 
uid  einer  durch  das  Loos  zu  bestimmenden  Ordnung  zurückge- 
zablt  werden. 

Den  Schuldscheinen  ist  eine  Zinsanweisung  (Coupon)  ange* 
hängt,  welche  auf  mehrere  Jahre  oder  Halbjahre  mit  Angabe  des 
Werthes  and  der  Verfallzeit  lautet,  so  dass  der  jeweilige  Besitzer 
^es  Schuldscheins  nur  den  bezuglichen  Coupon  vorzeigen  darf, 
UQ  gegen  dessen  Ausbändigung  den  Betrag  der  verfallenen  Zinse 
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bei  den  Staatskassen  oder  bei  den  vom  Staate  bezeichneten 
Bankhäusern  in  Empfang  zu  nehmen.  Ist  die  Zinsanweisung  aaf- 
gebraucht  und  der  Schuldschein  noch  nicht  getilgt ,  so  wird  sie 
durch  eine  neue»  sich  auf  einen  weitern  Zeitraum  erstreckende 
ersetzt.  Zu  dem  Ende  ist  eine  besondere  Anweisung  (Talon) 
dem  Schuldschein  beigedruckt,  gegen  deren  Abgabe  der  bezüg- 
liche Zinsbogen  ausgeliefert  wird. 

Gewöhnlich  WjBrden  die  Schuldscheine  nicht  auf  eine  bestimmte 
Person,  sondern  im  Allgemeinen  als  solche,  ohne  Nennung  eines 
Namens,  für  den  Torzeiger  oder  Ueberbringer  (au  porteur)  gültig 
ausgestellt.  Das  Vorzeigen  des  Schuldscheines  genGgt,  um  sich 
als  dessen  Besitzer  oder  Inhaber  auszuweisen.  Sie  kunnen  aber 
auch  auf  Verlangen,  der  Sicherheit  wegen,  auf  den  Namen  einer 
bestimmten  Person  eingetragen  werden. 

Die  Ausstellung  der  Staatssefauldscheine  auf  den  Vorzeige 
oder  jeweiligen  Inhaber  erleichtert  den  Verkehr  mit  denselben, 
denn  der  Besitzer  kann  zu  jeder  Zeit  einen  solchen  Scboldscheio 
ganz  nach  Belieben  gegen  baares  Geld  verkaufen.  Dadurch  sind 
sie  zur  Waare  geworden,  die  auf  der  B5rse  kfiuflich  und  ver- 
käuflich ist.  Die  Summe,  um  welche  ein  solcher  SchoMscbeio 
verhandelt  wird  oder  verhandelt  werden  kann,  heisst  Curs,  und 
man  versteht  hierunter  den  Betrag,  welcher  zu  zahlen  ist,  um  je 
100  zu  kaufen  und  der  also  kleiner  oder  grosser  oder  auch  so 
gross  (al  pari)  als  100  sein  kann.  Der  Curs  spielt,  wie  man  spS* 
ter  sehen  wird,  eine  wichtige  Rolle  bei  der  Werthberechnang 
der  Staatsanleihen  oder  Staatspapiere.  Er  hängt  von  dem  Til- 
gungsplan, von  der  Zeit  und  dem  Zinsfuss,  nicht  von  der  GrOsse 
des  aufgenommenen  Capitals  ab,  denn  es  folgert  sich  leicht,  dass 
unter  gleichen  Bedingungen  der  Curs  der  gleiche  bleiben  wird, 
wenn  auch  die  Anleihe  den  doppelten,  dreifachen  oder  mfachen 
Werth  hat. 

Hiebei  zeigt  der  durch  Berechnung  gefundene  Curs  hSnfig 
einen  andern  Werth,  als  derjenige  ist,  welchen  die  BSrse  oder 
der  Geldmarkt  aufstellt,  denn  im  letztern  Falle  spielt  ein  Factor, 
das  Vertrauen,  eine  Hauptrolle,  und  dieser  Factor  entzieht  sidi 
bekanntlich  aller  und  jeder  Berechnung. 

Bei  Begebung  der  Staatsanleihen  können  verschiedene  Wege 
gewählt  werden,  je  nachdem  der  Geldmarkt,  Zeitumstände,  poli- 
tische Verhältnisse ,  Stand  des  Handels  u.  s.  w.  günstig  oder  un- 
günstig sind  und  die  finanzielle  Lage  oder  der  geordnete  Haus- 
halt des  ausbietenden  Staates  Vertrauen  erweckt. 

Entweder  eruflfnet  der  Staat  eine  öffentliche  Subscription  oder 
er  tritt  mit  einzelnen  Unternehmern  in  Unterhandlung. 
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h  ersten  Falle  kann  sieh  das  grosse  and,  kleine  Kapital  gleich- 
wiiß%  dabei  betheiligen  vnd  ein  guter  Erfolg  nird  nicht  zq  bezwei- 
kk  sein,  wenn  der  Geldmarkt  und  die  Zeitumstände  günstig  sind 
mi  iBe  finanzielle  Lage  des  Staates  Vertrauen  einflusst.  Der 
Sittt  bat  dann  die  snbscribirten  Summen  selbst  einzuheben. 

Im  zweiten  Falle  tritt  der  Staat  nicht  selbst  mit  'den  einzelnen 
Darieibern  in  Verbindung ,  sondern  er  fiberl^sst  einem  Onternehmer 
oder  einer  Gesellschaft  von  Unternehmern  nach  festgestelltem  Til- 
gmgsplan  und  Zinsfuss  und  gegenseitiger  Sicherheitsleistung  die 
gante  Anleihe  gegen  Einzahlung  eines  bestimmten  Preises  und 
Doter  Gewährung  irgend  eines  Vortheils  zur  Verwerthung.  Es 
kaoD  jedoch  auch  in  diesem  Falle  eine  uflfentliche  Concurrenz  zur 
üebernahme  der  ganzen  Anleihe  mit  dem  Anerbieten  eingeleitet 
werden y  dass  die  Anleihe  demjenigen  überlassen  wird,  welcher 
bei  gehuriger  Sicherheitsleistung  die  vortheilhaftesten  Bedingun- 
gen stellt  Die  Betretung  des  einen  oder  des  andern  Weges  wird 
rorengsweise  durch  Zeitverhältnisse  bedingt  sein. 

In  den  beiden  zuletzt  genannten  Fällen  kann  sich  auch  der 
kleinere  Kapitalist  betheiligen,  indem  der  Unternehmer  der  ganzen 
Anleihe  weiter  mit  andern  Personen  in  Verbindung  tritt,  die  ihm 
bei  Verwerthung  der  Anleihe  behülflicb  sind,  selbst  wieder  gegen 
Gewährung  bestimmter  Vortheile  Theile  der  Anleihe  übernehmen 
ood  f^  deren  Unterbringung  sorgen. 

Eröffnet  nun  der  Staat  bei  Aufnahme  einer  Anleihe  die  Sub- 
scription  sefbst,  so  ist  es  nicht  ungewöhnlich,  Jass  er,  um  gros- 
sere ßetheiligung  hervorzurufen,  Vortheile  den  Unterzeichnern 
gewährt  und  bei  einem  bestimmten  Zinsfuss  einen  niedern  Curs 
als  NO  gestattet  und  dafSr  Schuldscheine  im  vollen  Werthe  lilr 
jedes  Hundert  ausgibt.  So  hat  Preussen  im  Jahre  1859  eine  Ein- 
zahlung von  95  statt  100  bei  einer  fönfprocentigen  und  Baden 
eine  Einzahlung  von  96  statt  100  bei  einer  vierprocentigen  An- 
leihe gestattet. 

Wird  aber  eine  allgemeine  Concurrenz  für  die  ganze  Anleihe 
bei  bestimmtem  Tilgungsplan  und  Zinsfuss  eröffnet,  so  kömmt 
bäofig  der  Fall  vor,  dass  Anerbieten  zur  Üebernahme  einlaufen,  bei 
dfoen  ein  niederer  Curs  und  niederer  Zinsfuss  vorgeschlagen  wird. 

* 

Uiedorch  tritt  die  Werthbestiromung  der  möglichen  Angebote 
in  eine  neue  Phase,  und  es  entsteht  die  Frage :  Welches  ist  das 
Torth eilhafteste  Anerbieten,  wenn  auf  eine  Anleihe  von  bestimm- 
tem Tilgungsplan  und  Zinsfuss  verschiedene  Anerbieten  mit  be- 
stimmtem Cnrse  in  einem  andern  Zinsfuss  gemacht  werden? 

9» 
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Diese  Frage  wird  nan  zunächst  zn  beantworten  sein.  Eine 
besondere  Art  der  Staatsanleihen  sind  die  Lotterieanleihen.  Da 
dieselben  in  meiner  Schrift :  „Theorie  der  Lotterieanlehen, 
Freibarg  1843"  und  auch  in  meiner  Anleitung  schon  behandelt 
sind,  so  erscheint  ihre  Wiederbehandlung  öberflfissig  und  ich 
verweise  hierüber  auf  die  angeführten  Schriften. 


§  46. 

Umwandlung  einer  in  einem  bestimmten  Tilgungsplane 
und  Zinsfusse  zu  zahlenden  Anleihe  in  eine  gleichwer- 
thige  bei  demselben  Tilgungsplan  aber  verschiedenen 

Zinsfuss. 

1)  Eine  Anleihe  K  soll  zu  p  Procent  verzinst  and 
nach  einem  bestimmten  Tilgungsplan  in  n  Jahren  zu- 
rückbezahlt werden.  Es  wird  verlangt,  dass  dieselbe 
anter  Beibehaltung  des  festgestellten  Tilgungsplan» 
in  eine  gleichwerthige  bei  dem  Zinsfuss  ^  umgewandelt 
werde.     Es  fragt  sich: 

a)  Welches  ist  der  Nennwerth  Kx  der  umgewandel- 
ten Anleihe? 

b)  Welches  ist  der  Curs  6\  zu  welchem  sie  in  dem 
Zinsfuss   q  begeben  werden   kann? 

Die  erste  Frage  beantwortet  sich  im  Allgemeinen  sehr  leicht. 
Ist  nämlich  der  Tilgungsplan  für  die  Abtragung  einer  Anleihe  nach 
den  Grundsätzen  des  dritten  Kapitels  und  die  Werthe  sämmtli- 
eher  Summen  (Zins  und  Kapitalabtragungen),  die  im  Laufe  der 
Zeit  fällig  werden,  Li,  L^,  L^,,..,Lm,  festgestellt,  so  kommt  ihr 
Gesammtwerth  dem  der  Anleihe  gleich.  Wird  nun  der  Werth 
sämmtlicher  in  dem  Zinsfuss  p  festgestellten  Zahlungen  in  dem 
Zinsfuss  g  auf  die  Gegenwart  zurückgebracht  oder  rabattirt,  so 
ist  die  unter  a  gestellte  Aufgabe  gelost,  denn  es  wird  dadurch  an 
dem  Werthe  oder  dem  Inhalte  der  Anleihe  nichts,  sondern 
nur  an  der  Form  geändert.  Es  entsteht  aber  dem  Namen  nach 
eine  andere  Summe,  welche  der  Nennwerth  Ki  der  umgewan- 
delten Anleihe  heissen  soll,  denn  es  ist  in  der  That  für  den  Schuld- 
ner einerlei,  ob  er  die  schuldigen  Summen  als  eine  p-  oder  t/pro-* 
centige  Anleihe  zurück  bezahlt.  In  dem  einen  oder  andern  Falle 
werden  immer  nur  die  im  Voraus  bedungenen  Summen  (nicht  mehr, 


der  politischen  Arithmetik,  129 

nickt  veoiger)  auabezahlt  und  es  bat  sieb  bei  Abwickelung  des 
Geickälits  nur  die  Form  oder  der  Name,  nicbt  der  Inbalt  geändert« 

Eine  noth wendige  Folge  dieser  Umwandlung  ist,  dass  der  sieb 
e;{^b«nde  Nennwertb  K^  grösser  wird,  als  K  das  ursprönglicbe 
Kajutal,  wenn  q  kleiner  als  p  ist,  was  gewubnlich  der  FaH  sein 
inrd;  dagegen  kleiner  wird,  wenn  q  grosser  als  p  ist,  was  wobi 
huQi  vorkommt,  da  es  nicht  im  Interesse  der 'Speculation  und 
^x  ßurse  liegt. 

Das  Gesagte  wird  sieb  leicbt  an  folgendem  einfacheii  Falle 
rerdeutlicben. 

Ein  Kapital  von  107 1200  soll  mit  5  Procent  verzinst  und  am 
Eode  des  Jabres  sammt  Zinsen  zurGckgezablt  werden.  Man  ver- 
langt,  dass  dasselbe  in  ein  gleich werthiges  4-  oder  3procentiges 
verwandelt  und  als  solches  am  Ende  des  Jabres  sammt  Zinsen 
znruckgezablt  werde.  Wie  gross  ist  der  Nennwertb  des  Kapitals 
in  beiden  Fällen? 

Man  bat  nach  dem  Gesagten  zuerst  die  Schuldigkeit  der 
faofprocentigen  Anleihe  am  Ende  des  Jabres  (also  Kapital  und 
2Sns)  zu  bestimmen.     Es  ist : 

ij  =  1071200  +  1071200.0,05  =  1124760. 

Vemandelt  man  nun  diese  Schuldigkeit  in  eine  4procentige,  so 
bat  man  mit  1,04  zu  rabattiren.  Der  sich  ergebende  Nennwertb 
ist  daher: 

L,   _  1124760  _ 

Vervrandelt  man  die  Anleihe  in  eine  Sprocentige,  so  ist  der  ge- 
suchte Nennwertb: 

Die  beiden  Nennwertbe  sind  von  der  ursprfinglicben  Schuld  und 
unter  sich  verschieden,  und  um  so  grosser,  je  kleiner  der  Zins- 
foss  ist,  für  welchen  die  Umtrandlung  verlangt  wird.  Nominell 
bat  nun  der  Schuldner  eine  grossere  Schuld  zu  tilgen,  in  Wirk- 
lichkeit aber  nicbt.  Wird  nämlich  die  Summe  108150  als  eine 
4procentige  getilgt,  so  bat  er  am  Epde  des  Jabres  Kapital  und 
Zins  zu  zahlen: 

jLa=:  1081500^1081500.0,04=:1124760. 

Wird  die  Summe  1092000  als  eine  Sprocentige  zurückgezahlt,  so 
ist  za  entrichten : 
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X^  =  1092000  + 1092000.0,03==  1124760. 

Er  zahlt  daher  nach  allen  drei  Arten  gleich  viel  am  Ende  des  Jahres. 

Wie  nun  die  Zahlungssumme  des  ersten  Jahres  in  dem  vor- 
liegenden Falle  hehandelt  wurde,  so  hat  man,  wenn  der  Tilgongs- 
plan  sich  auf  eine  Reihe  von  Jahren  erstreckt»  sSromtliche  fiUlig 
werdenden  Sumftien  zu  behandeln  und  der  Zeit  entsprecheod  ra 
rabattiren.  Wird  nun  die  Anleihe  K  durch  die  im  Zinsfass  p 
festgestellten  Summen  £|,  X^,  Xa,....£ii  verzinst  und  getilgt,  so 
hat  man  für  ihre  Umwandlung  in  den  Zinsfuss  q  folgende  allge* 
mein  gölti^e  Gleichung: 

9^  ff'  —  I^  -I.    ^    ■     ^    •         ^ 

-^  **  ""  1 ,0^  "*"  1,0^«  ^  Ifiq^  ^   "  1,09«* 

Diese  Gleichung  bestimmt  den  Nennwerth  für  jährliche  Verzin- 
sung und  Tilgung.  Geschieht  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung 
halbjährlich,  so  ist: 

Dass  Ki^  K  sein  muss,  wenn  q<^p  ist,  ergibt  sich  einfach  aus 
den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Sätzen.  Dort  wurde  gezeigt, 
dass  wenn  die  Werthe  sämmtlicher  Zahlungen,  wodurch  ejne  An- 
leihe K  getilgt  und  verzinst  wird,  in  dem  gleichen  Zinsfuss  rabat- 
tirt  werden,  worin  die  Anleihe  verzinst  wird,  der  hieraus  flies- 
sende Werth  der  aufgenommenen  Anleihe  gleich  kommt.  Werden 
nun  sämmtliche  Werthe  in  einem  niederen  Zinsfuss  {q)  rabattirt, 
so  ist  die  nothwendige  Folge,  dass  der  aus  ihnen  hervorgehende 
Gesammtwerth  grosser  als  die  ursprOngliche  Anleihe  ist.  Umge- 
kehrt muss  Ki<^K  sein,  wenn  q'!>p  wird,  was,  wie  bemerkt,  in 
der  Wirklichkeit  nicht  wohl  vorkommt  und  daher  hier  auch  keine 
Berflcksichtigung  findet. 

Hiemit  ist  die  unter  a)  gestellte  Frage  beantwortet. 

Zu  b).  Der  Curs  C,  welcher , dem  Nenn  werthe  JPi  entspricht, 
bestimmt  sich  einfach  durch  folgende  Proportion: 

Afi:K=lOO:C, 

denn  der  Nennwerth  steht  zu  dem  Werthe  der  Anleihe  in  gleichein 
Verhältniss  wie  100  zu  dem  Curs.     Es  ist  daher: 

Diess  lässt  sich  auch  so  erschliessen.    Wenn  der  Staat  eine  An- 
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Wlbe  in  Cnrse  su  100  (al  pari)  ansgibt,  ao  moas  er  ao  viele 
SdddscbeiDe  zo  je  Uandert  anahändigeD^  ala  Hnnderte  vorban- 
k^  «iid.    NeDDt  man  die  ZabI  der  Scbnidacbeine  Z,  ao  iat 

^-100* 

und  die  Aaagabe  von  Z  Schnldacbeinen  im  vollen  Wertbe  wird 
ikiB  dieaufzonebmende  Anleibe  einbringen,  denn  er  erbfilt  biednrch  : 

6)  S=Z.100=^^^  =  Af. 

Wird  aber  die  Anleibe  in  eine  gleichwertbige  für  den  Zinafuaa 
q  omgewandeity  ao  musa  er  nominell  ein  hOberea  Kapital  Ki  auf- 
oebraen,  aber  niederer  verzinaen.  Er  wird  daber  aucb  eine  gros- 
sere Zabl  Ton  Schntdaeheinea : 

^1  —  100' 

die  alle  auf  100  lauten ,  ausatellen  mfiaaen,  um  die  gleicbe  Baar- 
suinme  zo  erbalten.  Er  wird  aber  nicht  den  vollen  Wertb  100 
för  jeden  Scboldacbein,  aondern  nar  C  fordern  dOrfen,  um  den 
Wertb  der  Anleibe  eingezahlt  za  erbalten.  Der  biefiir  eingebende 
Betrag  iat: 

6)  S—ZxC. 

Am  S)  und  6)  bat  man,  da  der  Staat  in  beiden  Fällen  die  gleicbe 
Summe  erbalten  aoll, 

£=ZiC=iS, 

und  hierana: 


^__  K      K.VXi 


wie  oben. 


Wendet  man  nun  die  Beatimmung  No.  4)  oder  No.  7)  auf  den 
oben  behandelten  Fall  an»  ao  stellt  aich  der  Cora  Air  die  Bprocen- 
tige  Anleibe  von  1071200,  wenn  aie  in  eine  gleich werthige  4p ro- 
centige  yerwandelt  wird»  auf: 

lOTimwo 

■"     1081500     ""  w,u*/.... , 
ttr  die  Sprocentige  anf :  * 

1071200.100 
^~     1092000    —'">'"'«'••••' 


134  Oetttnger:    WHteri  iuspUrung 

.  ^  +  #f.O,0>pt 
Af.0,0^,     i<.O,0|p, 
i<  +  g.O.Qpi     i<.0,(l»>i 


^4  +  *^,Qpi     (n— l)ii.O,(lipi 


+ 


1,0^1««  \H 


1 


a« 


Setzt  man    nun  bierin   ir.O,0|pi=£,  ^-f  £.0«(ltP^=£|,  AAf^ 
=  D,  80  lOst  sich  diese  Darstellung  in  folgende  zwei  Reihen  aaf: 

L       L-^D     L--^D  ^       L— (n-l)/> 

^* ""  1,09t  ■*"  1,0^1»  +  l,09i*  +••"     1,0?!*-^ 

Li         L-^JP  .  L— 2Z>  .       L— (n— 1)I> 

+  i,Ovi«  ■•"  17)71*  ■•"  i,Ovi«  "*■  •  ••     WV^^^ 

Die  erste  Reihe  llsst  sich  auf  die  Form  der  zweiten  znrückbriih 
gen,  wenn  man  mit  Xfiqi  multiplicirt  und  dividirt,  und  es  wird: 

K  -10«  /.  ^     i^-^x^-^^i       I^-(n-l)D\ 

L,        L,~Z)     L,-2Z)         I>^(n-l)Z) 
+  1,09,«+  J,(Vx«  +    l,Oy,«   +••  •       1.0y,«-      • 

Dieae  beiden  Reiben  lassen  sich  nun  leicht  nach  den  in  $.  43. 
gegebenen  Entwickeln ngen  snmniiren,  wenn  mao' dort  in  No.  I) 
nnd  No.  S)  l^j*  statt  l,0{p  und  l^O^i*— I  an  die  Stelle  reo 
fifip=i\fip—l  setzt    Man  erhilt  sofort: 

H -in„  CT  ^      -w  l-l^y,-*»  .         n.DAShi 

Ä,  -  *'"y»  l^-  i,Oy,«_  iJ  •  l.Öft«_r  +  (1,0^1«- 1)1,0^«. 
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oidhieniis  nach  der  nStblgenZnsammenBfiiiluDg  und  Vereinfachung: 

«doda  l,09i*- l=(l,09i -1-1). (I,09i—1)  =  2,091.0,09,  ist: 

Fährt  man  nun  die  obigen  Wertbe  wieder  ein»  so  ist: 
jL,i£.],09i  =  ^  +  jr.O,(J^i+jr.O,Qpil»Oyi  =^0,(1!Pi. 2,0^1  +i<, 
ood  man  erfaSit  mit  Rücksicht  auf  die  Restschuld : 

6)      x.  =  Ci:.o,(^.2.09.+^-4^^).li^^ 

+  0,09,.  1,09,«- +  i:ö;^- 

bt  K  eine  gaoie  Zahl ,  so  ist  S»  :=  0.    Im  andern  Falle  wird  der 
Wertb  von  <$•  auf  die  frSher  angegebene  Weise  bestimmt. 

Geschiebt  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung  balbjibriicb,  dann 
ut  ans  No.  12)  §.  32.,  wenn  mit  l,09i  rabattirt  wird : 

^  ^'=       1,09, 

^+j:.o,0!p,    A.osipi 

+      1,09,«  TJS^ 

.  ^-|-Jr.O,Qp,     2^.0,0!pi 
^       1,09,»  Wl^ 


V: 


+ 


i<+j:.o,Opi    (^'-i)A.(ifipi 


l,0^i*«  1,0^ 


1 


a« 


Diese  Darstellung  ffihrt,  wenn  man  wie  in  No.  1)  und  No.  2)  ver- 
Urt,  zu  folgender  Bestimmung: 


8)  ^,=(z.OM+^-^)..^ 


-2« 
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worin   jSs«  die  Restachald  des    letzten  Halbjahres  bedeutet,  die 
Zahl  der  Halbjahre  kann  auch  eine  ungerade  (2n-f  1)  sein. 

Ist  der  Nennwerth  Ki  f^efunden,  so  unterliegt  die  Werthbe- 
Stimmung  des  Curses  nach  No.  4)  §.  46.  keiner  weitern  Schwierig- 
keit mehr. 


§.  48. 

Umwandlung  einer  Anleihe  -in  eine  gleichwerthige  von 
anderm  Zinsfuss,  wenn  dieselbe  durch  Tilgungssoin- 
men   zurückgezahlt  wird,    die  in  einer  geometrischen 

Progression   wachsen. 

Soll  eine  im  Zinsfusse  p  zu  verzinsende  Anleihe  K  darcb 
Summen  getilgt  werden ,  die  in  einer  geometrischen  Progressieo 
(1,0tD)  steigen  und  sofort  in  eine  gleichwerthige  für  den  Zinsfass 
q  umgesetzt  werden,  so  kommen  die  Gleichungen  des  §.39.  zur 
Anwendung  und  man  hat  dieselben  in  dem  entsprechenden  Zins- 
fusse zu  rabattiren.  FOr  die  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung 
ergibt  sich  derNennwerth  der  Anleihe  aus  No.  5)  §.  39. ^  wenn  die 
Glieder  der  dritten  Reihe  aufgelöst  und  die  entstehenden  Reiben 
ergänzt  werden,  durch  folgende  Darstellung: 

,,   -. A^  Jr.0,0p       A.OSip  ,  ^.0,Ojg 

jr.0,0/?     A^QfipAfiw  A.^Sip 

^  1.0^2  ^  QJ^hoAfiq^        ^0,OtD.I,0>« 

+    1,0^5      ^  1,09*""  QJOwAJQq^       '0,010.1,07» 

AAfko^       KJdfip     A.QJQpAfiw^         A.OSip 
+    1,0/       "*■  1,0/        0,Otr.l,0/       +0,0^.1.0/ 


A .  l,Oto»--^   K.  0,0p     A . 0,0/3 .  l,Oto»-^      A  .0,0p 
+      1,09»     ^  1,0/  0,0tr.l,07-     '*'0,Oir.l,0/ 

Es  entstehen  wie  man  sieht  vier  verschiedene  Reihen,  von 
denen  die  zweite  und  vierte  sich  leicht  summirt.  Die  erste  und 
dritte  unterliegen  dem  gleichen,  aber  etwas  zusammengesetztem 
Gesetze.    Sie  führen  zu  folgender  Darstellung: 
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*-mL^  A.(i,Op^  f   \     .   I.O10  .  1,0«»«  .        LOif^\ 

■  _. ^»-t^-  o,Ott>  >'Vi.09 ■•"  1,0»« "'' i,Oj» ■•■"••  1.O9" ) 

ngeschlossene  Reihe  ist  eine  geometrische,   deren  erstes 

1  Oio 

'?tites   Glied    gegeben  sind  und   deren  Exponent  y^  ist. 

Siminie  ist  daher: 


3,0tr  ""l,Otc— 1,0^' 

^h  bestimmt  sich  der  gesuchte  Nennwerth  ATi,  wenn  man 
Q  Werth  in  No.  2)  einfuhrt  und  auf  die  Restschuld  Rücksicht 
4  ßEr  den  Fall,  als  n  keine  ganze  Zahl  bedeutet,  durch  fol- 
'Ö  Gleichung : 

IB  Darstellung  ist  bequem ,  wenn  to  >  9^  ist.    Ist  aber  u>  <  q, 
iipitX  sich  folgende  Darstellung  besser  zur  Benutzung: 

ir  Werth  fiir  Sn  bestimmt  sich  aus: 

M  geht  in  0  über,   wenn  n  eine  ganze  Zahl  tet. 

i  Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  jähr- 
■b,  so  bat  man  die  Darstellung  No.  16)  §.  39.  mit  l^O^^i  zu  ra- 
ptiren,  um  den  fraglichen  Nennwerth  zu  finden.  Dadurch  wird 
pr  der  Caicul  noch  zusammengesetzter,  als  im  vorigen  Falle. 
b  entsteht  dann : 
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K.Ofipi 
-   1.0y. 

6) 

A.Ofipi 
Ofiw.lfiqi 

^.O,0!pi 
^0,0w.  1,0^1 

jr.o.Op,      A 
+  1,09,«  '  1,09,« 

A.O,Opi 
0,Ow.hOqi^ 

,     A.Ofipi 
^0,OtD.  1,09t« 

,  X.0,0p, 
+  1.09,» 

A.OfipiAJOw 
0,0to.  1,091»     . 

,     A.Ofipt 

^0,Ofc.  1,091» 

,  Jr.0,0^      AA.Oto 
+   1,07,*   '    1.09,« 

A.0,0pi.\,0w 
0,Otr.  1,0^1* 

,     A.O,Opi 
■*'0,0u7.1,09i* 

X.O.O^i 
+    1,09,» 

A.OfipiAJIho^ 
0,0to.  1,0^1» 

,     A.OfiPi 
■*"0,Oir.  1,091  • 

K.O,Opi     i4.l,0to> 
+  1,09,«    '    1.09a« 

A.Ofipt.l,Oufl 
0,Otr.  1,0^1  • 

+  0,0i».l,09i« 

+    l,Ö9i' 

A.Oflpi.lfiw^ 
0,Ou)Afiqi^ 

A.O,Opi 
^OjOwXOqi^ 

.  K.O,Opi  .  A.lflw* 
+    l,09,«"+    1.091« 

A.Ofipi.l.Ow^ 
0,Ow.\fiqi^ 

,     A.O^Opi 

"♦^  0,0».  1.091» 

JT.  0,0^1 
■•"  1,091«»-' 

A  .Ofipi  .hOu^" 

»          A.O.Opi 
"•"0,0».  1,091«"-» 

jr.o,Qp,  ^.i,Oic»- 
+  1.O9,«»  '    1.091«- 

^     i4.0,()p,.l,0to»-»         AAdpi 
0,0io.  1,091««        0*Otr.  1,091*-* 

Diese  Darstellung  zerßUlt  in  vier  Reihen.  Die  erste  und  vierte 
summiren  sich  leicht.  Die  dritte  Reihe  xerßllt  in  zwei  verschie- 
dene» wovon  sich  die  eine  durch  MuKipliciren  und  Dividireo  mit 
1,091  auf  die  gleiche  Form  mit  der  andern  zurflckbringen  iSsst. 
Geschieht  diess,  so  erhftlt  man  hieraus  Folgendes: 

^-     rniu,    1-l.Oyi-'"  ,  A.O,Opi    l-l.Oy,-«« 
Kl-    K.Ü.Vpi.       QJÖ^—  +  -(SJiw  p^i 

.    ,  /^     1       .1.010.  1,0h>«  .        1.0ti»"-'\ 
+  ^\1.09,«  + 1,09,«  + 1,09.«  +  ••   1.09,«-^ 

^.O.Opi.l.Oy,    /    1         l,Oto     l,0ti>«        1.0tc»-'\ 
0,0»         •Vl.09,«^l,09,*+l,09,«+-l,09,«»y/ 

A.Ofipi    (     1  1,0»      l,Ow.«  l,Oio«-»\ 

ÖiÖeo    Al,09,«'^l,09,<  +  l,09i«+' •  1,09,«-/ 
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Die  drei  eiDgeklaniroerten  Reiben  unterliegen  dem  gleichen  Ge- 
sed.  Dm  erste  und  letzte  Glied  dieser  Reiben  ist  gegeben  und 

ib  Eiponent  ist   T7r~i*    Ibre  Somme  ist  daber: 

l,Ofc^    j,Oto  _     1  l,Oto"       I 

Wird  dieser  Wertb  eingefdbrt  und  werden  die  den  gleichen  Sum- 
BieDaosdrdcken  zugehörigen  Vorzählen  zusammengezfiblt,  so  er- 
bilt  raan  zur  Be%timmung  des  gesuchten  Nennwertbes  mit  Hfick- 
«cfat  auf  die  Restschuld,  wenn  n  keine  ganze  Zahl  bedeutet, 
folgende  Gleichung: 

+  '^^""         0,0«?    ~Jl,Otr- 1,0^1«  "*"l,Oft«»* 

Diese  Darstellung  ist  bequem,  wenn  1,0tr>  l^O^i^  ist.  Ist  aber 
1,0^*  >  ],0to,  so  eignet  sich  folgende  Form  besser  zur  Berech- 
nong  des  Nennwerthes : 

»  K  ^CK  00«    ,^'0'QPii  l~1>0yi-^ 

8)  ITi  -C^.0,ü/i|+-pjpj.      Q„^^ 

l,Oto> 

+^'*~        0,Oic        ^1,0^1»  — I,Oio  +  I;ö^' 

&  wird  durch  die  Gleichung  No.  5)  bestimmt. 

Geschieht  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und 
wichst  die  Tilgnngssumme  halbjährlich  um  tr  Pröcent  (was  zu- 
l^ig  ist,  da  fo  jeden  Wertb  bedeuten  kann),  und  soll  die  An- 
leihe in  eine  gleichwerthige  fiir  den  Zinsfnss  q  umgesetzt  werden, 
«0  hat  man  die  Darstellung  No.  21)  {.  39.  zu  benutzen.  Lost  man 
<iie  dritte  Reihe  in  ihre  Glieder  auf  und  vervollständigt  durch  Zu* 

uod  Abzählen  von    ""^jj^"    die   beiden   hiedurch    entstehenden 
Seihen,  so  gewinnt  man: 
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9) 

^»—   J,0^i    ^T]S^x  ""0,010.1,0^1  +0,0«>.  1,0^1 

K.aSipx      AASko  A.OfipxAfiu)  A.OJÜpx 

^   1,0^1*  ^  l,09i»  0,0ir.l,09i«         +0,Oir.  1,0^1« 

jr.O,Qpi  ^.l.Oio^  ^>0,(V?i.l,0tt7«  ii.O,Qpt 

+  1,0^1»  "*"  1,0^1«  0,0to7i;S^»        '*^0,Oir.  1,0^1» 

jr.o,Opi    i<.i,Oto»      ^.o,0pi.i,0io»         A.fijdpi 

^  1,0^1*  ^   1,0^1*  O.Oic.  1,0^1*        +0,0to.  1,0^1* 

jr.O,Opi  .  A.lShßfl^^  .  ^.0,Qp|.l,Ot<?«"-^'.      ^.0,Qpt 
■•'  1,091«»  +     1,091*»  0,0to .  1,091«»     +  0,Otr .  l,09i«-* 

Die  erste  ond  vierte  Reihe  suromireo  sieb  leicht,  die  zweite  ood 
dritte  lässt  sich  in  eine  zusammenziehen  and  man  erhält  hiedurcfa : 


-a« 


+<^^""    0,0to   JVl,09i+l,09i«  +  l,09i»"*^"  1,091««/ 

Die  eingeklammerte  Reihe  gibt  nach  dem  früher  Gesagten  folgen 
den  Summenausdruck : 

l,0tt7«»  ,        l,Otc«» 

o_  1,091^^    _  __M?iÜ 

^  ""  l,Ow- 1,091  ""  1,091  -  l,Oto* 

Hiemach  bestimmt  sich  für  diesen  Fall  der  Nennwerth  für  die 
nmgewandelte  Anleihe  mit  Berflcksichtigang  der  Restschuld  darch 
Einffihrung  auf  folgende  Weise: 

10)  El={K.Oflpi  +  -QJ^       J.  QQj^ 

1,0«>*»_. 


^.0,Opi^    1.0y,'"  .        ,     g.» 
+*^''~   0.0»   -'•1,0«. -1,09,  "^l.Oj,»« 


oder: 


11)  *i=C*''M+  0,0«  J-     o%i 


1.0w«" 


^.O,0|Pi^        l,Oy,«"    .     s», 
^^^        PS"-'*  1,09, — 1.0tc  ^  1  .Oyi*« 
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3«  lachdem  10 >9]    oder  q%'>'u>  ist.     Die  Restechuld   bestimrot 
siek  Aircb: 

]  Ou^ 1 

Ut  der  Nennwerth  Ki  gefunden ,  80  ermittelt  sich  in  den  vorste- 
lieodeo  Fällen  der  Cars  leicht. 


§.49. 

Dmwandlang  einer  Anleihe  in  eine  gleiehwerthige  von 
anderm  Zinsfnss»    wenn  die  Tilgung   und    Verzinsung 
durch   gleich  grosse  Summen  geschieht. 

Soll  eine  im  Zinsfuss  p  zu  verzinsende  Anleihe  K  durch  gleich 
grosse  Summen  (Zins  und  Abtragsummen  einbegriffen)  getilgt  und 
in  eine  gleiehwerthige  för  den  Zinsfuss  g  umgewandelt  werden, 
60  vereinfachen  sich  die  in  §.  46.  aufgestellten  Bestimmungen  sehr. 
Man  bat  dann  die  Grosse  der  Zablungssummen  zu  bestimmen,  die 
erfordert  werden,  um  die  Anleihe  in  dem  Zinsfusse  p  zu  tilgen 
QDd  dann  ihren  Werth  in  den  Zinsfuss  q  umzusetzen. 

Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  jährlich  und  nennt 
man  die  Summe,  welche  nach  dem  Tilgungsplan  jährlich  zu  zah- 
len ist,  Lf  so  hat  man  fiir  ihre  Bestimmung: 

nod  hieraus : 


1)  L  = 


1  - 1,0/1-« 


Da  nun  jede  Jahreszahlung  bekannt  ist,  so  hat  man  nun  sämmt- 
Kche  Summen  in  den  Zinsfuss  g  umzusetzen.  Es  ist  sofort  der 
geiacbte  Nennwerth : 

jv     ir-I'.    t.     ._L_,      _L ,  1-l.Oy- 

^'     '»-l,0y+l,09«  +  l,0»»''"  •"l.Oj"— ^-      0,09     ' 

^t  man  noD  den  Werth  fSr  L  ans  No.  1)  in  No.  2),  so  be- 
•fiinnt  sich  der  Nennwerth  dorch 

i)  ''-^- 1-1.0/.-" — mq 

Tkeil  XXXVII.  10 
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Ist  n  keine  ganze  Zahl ,  was  eintreten  kann ,  wenn  L  gegeben 
ist,   60  wird: 

A^  V       jr       Q'QP        1-1,09-»        Sn 

*>  *!-*  I_l,Op-«-      0,0^       +1,07"' 

wenn  5«  die  Restscbuld  bedeutet.    Sie  bestimmt  sieb  dann  durch: 

Geschieht  die  Verzinsunc;  und  Tilgung  halbjährlich,  so  bleiben 
die  gemachten  Schlösse  in  Kraft  und  man  hat  den  Caicul  auf  die 
entsprechende  Zahl  von  Halbjahren  auszudehnen.  Man  erhält  dann 
auf  dieselbe  Weise: 

0)  ^»-*I-1,0;>,-»-'       0,09» 

Geschieht  aber  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung  halbjähr- 
lich, so  erhält  man  auf  dieselbe  Weise: 

Diese  Formel  findet  aber  in  der  Wirklichkeit  wohl  keine  An- 
wendung. In  den  Fällen,  wo  die  halbjährlichen  Zinsen  wirklich 
ausgezahlt  werden,  was  in  der  Wirklichkeit  vorkommt,  bat  man 
nach  den  in  §.  48.  entwickelten  Gleichungen  zu  verfahren. 

Der  Curs  der  umzuwandelnden  Anleihe  ergibt  sich  nach  §.  46. 
aus  C= — ^~,  und  man  erhält  durch  Einführung  aus  No. «{) 
und  No.  6) : 

Wird  die  Restschuld  berficksichtigt,  so  ändert  sich  derselbe  um 
ein  Unbedeutendes. 


$.  50. 
Anwendung. 
1)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  zu  6-  Procent  ver- 


zinst  und  so   getilgt,   dass  jährlich   100000  abgetragen 
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werdeo.  Sie  soll  in  eine  gleichwerthige,  vierprocen- 
tige  rerwaodelt  werden.  Wie  hoch  stellt  sich  d«r  Nenn- 
werth  oder  wie  viele  4procentige  Schnldsöheine  za 
lOOnSssen  ausgestellt  werden?  Welches  ist  der  Cars 
der 4procentigen  Anleihe? 

Aaflusang.  Die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  getilgt  sein. 
Mao  kann  nun  vorerst  nach  §.  32.  No.  1)  so  verfahren ,  dass  man 
(fie  Summen  bestimmt,  welche  nach  dem  Tilgungsplane  bei  5  Pro- 
ceot  auszuzahlen  sind.  Man  erhält  der  Reihe  nach  die  Summen 
150000,  145000,  140000,  135000,  130000,  125000,  120000,  115000, 
IIOOOO/ 105000.  Diese  Summen  sind  nun  im  Zinsfuss  4  auf  die 
Gegenwart  zurQckzubringen.  Hiernach  erhSit  man  durch  directe 
Recbnang : 

2)  £,  =  ^^^=144230,7693 

^1^=134060,6609 
»^=124460,4903 


1,04» 

138000 

1,04« 

130000 
1,04» 

125000 


=  115398,5658 


=  106850,5239 


j  jj^,  =  98789,3168 
^^=  91190,1376 
^j^=  84029,3736 
y^=  77284,8409 

^=  70934,2577 

=  1047227,6057.... 

ffitnacb  stellt  sich  der  Nennwerth  anf  1047227,60....,  and  w 
»Snen  10472  vierproceatige  Schuldscheine  za  100  statt  10000 
^fproeentige  aosgesfellt  werden. 

Der  Cnrs  bestimmt  sich  dnrch 

^  -     1000000.100     „-.»fto- 

i)  C  =  1047227,605  =  ^'*^"' 

10» 
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Werden  nan  10472,276....  vierprocentige  Schuldscheine  jeder  to 
95,49....  ausgegeben,    so  erhält  man  in  die  Casse: 

S  =  10472.276 .  95,49023  =  1000000, 

und  diess  ist  die  verlangte  Summe. 

Löst  man  nun,  um  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resultats 
zu  prüfen ,  die  vorliegende  Frage  nach  No.  2)  §.  47. ,  so  hat  man 
dort  ir=  1000000,  il  =  100000,  p  =  5,  y  =  4,  n  =  10,  femer 

i:.0,0p=1000000.0,05=50000,  ^^-^^=1^5^==  125000 
zu  setzen y   und  es  entsteht: 

jv  MT         ,i»ciiniux       lA^nnnx    1  — 1,04-W  .   10.125000 

4)      Kl  =  (150000—125000) .  — g-^jj —  +  -  j  q^,o 

=:  25000 . 8, 1 1 08958  -f  1250000 . 0,6755642 
=  202772,3944. . . .  +  844465,2112 .... 
=  1047227,6056.... 

wie  oben.  Will  man  nun  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resul- 
tats prüfen,  so  ergibt  sich  hiefOr  folgende  Rechnung,  wobei  die  Ded- 
malbrüche  beibehalten  sind.  Man  hat  zu  dem  Ende  den  Nenn- 
werth  als  eine  vierprocentige  Anleihe  zu  behandeln  und  jeweils 
die  oben  angegebenen  funfprocentigen  Zahlungssummen  am  Ende 
der  Jahre  in  Abzug  zu  bringen. 

5)   . 

Istes  Jahr.  Stand  der  Schuld 1047227,6067 

Zins  zu  4  %  hinzu 41889,1042 

1089lT6,7Ö99 

Zahlung  ab 150000 

2tes  Jahr.    Stand  der  Schuld 939116,709^ 

Zins  hinzu 37564,6084 

976681,3783 

Zahlung  ab 145000 

3tes  Jahr.    Stand  der  Schuld §31661,^ 

Zins  hinzu 33267,2661 

864948,6334 

Zahlung  ab 140000 

4tes  Jahr.    Stand  der  Schuld T^SSJSjSSSl 

Zins  hinzu 28997,9463 

753946,6787 

Zahlung  ab 135000 

5tes  Jahr.    Stand  der  Schuld 'Vt^JS^fSf 
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5t08  Jahr.    Stand  der  Schuld 618946,5687 

Zins  hiniu !24767,8Ö31 

643704,44J8 

Zahlong  ab MOOOO 

ates  Jahr.    Stand  der  Schuld 513704,4418 

Zins  hinzu 20548,1777 

534252,6195 

Zahlung  ab 125000 

7tM  Jahr.    Stand  der  Schuld 409202,6195 

Zins  hinzu 16370,1048 

425622,7243 

Zahlung  ab 120000 

Stes  Jahr.    Stand  der  Schuld ;  .   .    305622,7243 

Zins  hinzu 12224,9089 

317847,6332 

Zahlung  ab 115000 

9tes  Jahr.    Stand  der  Schuld 202847,6332 

Zins  hinzu 8113,9053 

210961,5385 

Zahlung  ab 110000 

lOtes  Jahr.    Stand  der  Schuld 100961,5385 

Zins  hinzu 4038,4615 

105000,0000 

Zahlung  ab 105000 

^  ÖÖÖÖÖÖ 

Es  zeigt  sich  hieraus,  dass  die  fragliche  Anleihe  als  eine 
mrprocentige  durch  die  ursprünglich  bestimmten  Zahlungssummen 
gefilgt  irird. 

Die  Zahl  der  vierprocentigen  Schuldscheine  findet  man,  wenn 
maa  die  fllHigen  vierprocentigen  Zinsen  eines  Jahres  von  der 
Zahlungsleistung  abzieht.  Hiernach  werden  im  ersten  Jahre 
160000 -41889, 102 ....  =  1081,11,  im  zweiten  145000-37564,6.... 
=  1074,36....  u.  s.  w.  getilgt  Da  aber  bei  den  Schuldscheinen  keine 
Bmchtheile  vorkommen  kOnnen,  so  hat  man  diese  wegzulassen 
ud  den  Ausfall  zur  passenden  Zeit  in  runder  Summe  wieder 
twzQgleichen.  Geschieht  diess,  so  erhfilt  man  folgende  Zahlen 
fir  die  Schuldscheine,  welche  der  Reibe  nach  in  den  verschie- 
denen Jahren  zur  Tilgung  gelangen:  1081,  1074,  1067,  1060, 
1063.  1044,  1037,  1028,  1019,  1009,  welche  zusammen  die 
Same  von  10472  Schuldscheinen  betragen.  Hiedurch  wird  die 
b  No.  5)  gegebene  Rechnung  etwas,  aber  nicht  wesentlich,  mo* 
difeirt  Die  Differenz  wird  aber  ganz  gering  erscheinen  und  kann 
•ich  nicht  auf  den  Werth  eines  ganaen  Schuldscheins  erheben. 
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was  flieh  leicht  zeigen  wird,    wenn  man  die  Rechnung  nach  de 
in  No.  5)  gezeigten  Weise  durchföhrt. 


§.  51. 

Fortsetzung. 

1)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  zu  5  Procent  vei^ 
zinst  und  so  getilgt,  dass  jährlich  100000  abgetragel 
werden,  die  Verzinsung  aber  halbjährlich  geschieb| 
Pie  Anleihe  soll  in  eine  gleichwerthige  bei  4  Procen 
verwandelt  werden.  Wie  gross  ist  der  Nennwerth  de 
umgewandelten  Anleihe?    Welches  ist  der  Cur«? 

Auflösung.  Die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  getilgt  sein.  Di 
die  Tilgung  jährlich,  die  Verzinsung  halbjährlich  geschiebt,  b\ 
kommt  die  Gleichung  No.  4)  und  No.  6)  §.  47.  zur  Anwendnog 
Man  hat  daher  ir=  1000000,  il  =  100000,  pi=2,5,  q^-t 
it=  10  in  No.  6)  zu  setzen.  Da  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so  fall 
Sn  weg.    Es  entsteht: 

IT.  0,0/ii  .2,0^1 = lOOOOOO .  0,025 . 2,02 = 1 000000 . 0,0505 = 5050q 

,1^^100000^5^,25000. 
U,U9i  2 

und  hieraus  durch  Einführung: 

JT,  =  (50500  + 100000  - 125000)  ^^]^^P  +  ^^j^^. 

Nun  ist: 

I 

1  ^  1,02-20 _  1-0,6729713  ^  0,3270287  _«^047AfiQ 
1,022'-1    —    1,0404—1     —.  0,0404     —^'"^*^'^' 

also  wird: 

iTi  =  25500.8,0947889  +  1250000.0,6729713 
=  -206416,607  +  841214,166, 

2)  Kl  =  1047630,773. 

Der  Nennwerth  der  verwandelten  Anleihe  stellt  sich  daher  aof 
1047630,7....  und  es  müssen  10476  vierprocentige  Schuldscheine 
zu  100  statt  10000  fünfprocentige  ausgestellt  werden. 

Der  Curs  dieser  Schuldscheine  stellt  sich  auf: 
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^  ^=  1047630,7-  =  ^*^^^ ' 

Ig  100000000  =r  8,0000000 
lg  1047630,7  =  6.0202082 

1,9797918, 

N.  1,9797918=95,45349. 

Man  kann  non  auch  hier  die  Richtigkeit  des  gefundeneD  Resul- 
tat« durch  Rechnung,  wie  in  No.  5)  §.50.  geschah,  nachweisen. 
Die  Rechnung  wird  aber  etwas  zusammengesetzter  werden,  weil 
Dalbjahreszinsen  in  Betrachtung  kommen  und  die  Rechnung  von 
Halbjahr  zu  Halbjahr  abgeschlossen  werden  inuss.  Da  diese 
Dorchführung  aber  keiner  weiteren  Schwierigkeit  unterliegt,  so 
wird  sie  übergangen.  Durch  Ausgabe  von  1047630,7....  Schuld- 
scheine im  Curse  von  95,45....  kommt  in  die  Casse:  10476,307 
X95,45349=  1000000,  und  der  Staat  erleidet  keinen  Schaden. 

5)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  zu  5  Procent  ver- 
linst  und  so  getilgt,  dass  halbjährlich  50000  abgetra- 
genwerden. Die  Anleihe  soll  in  eine  4procentige  gleich- 
werthige  umgewandelt  werden.  Wie  gross  ist  der 
Nennwerth  der  umgewandelten  Anleihe?  Wie  gross 
ihr  Curs? 

Auflösung.     Die  Anleihe  wird  in     ftoono    ^  ^^  Halbjahren 

oder  10  Jahren  getilgt  sein.  Da  Tilgung  und  Verzinsung  halb- 
i&hrüch  geschieht,  so  kommt  die  Gleichung  No.  7)  und  No.  8)  §.  47. 
zur  Anwendung.  Man  hat  daher  IT  =1000000,  il  =  50000. 
Pi=2,5,   9i=2,   71  =  10  in  No.  8)  zu  setzen.    Nun  ist: 

ro,0pi= 1000000.0.025=^25000,  ^^zJ^^^—^^mm. 

^20  wird  wegfallen,  da  n  keinen  Bruch  enthält.    Hieraus  wird: 

Kl  =  (25000  +  50000  —  62500)  — g-gg —  +     i^ipo 

=  1^00.16,3514333  -|- 1250000.0,6729713 
=  204392,9168  f  8141214,1662, 

6)  JTi  =  1045607,083. 
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Der  Nenniverth  stellt  sieb  auf  1045607,08  und  es  sind  10456 
vierprocentige  Schuldscheine  zu  100  statt  10000  auszugeben. 
Der  Curs  bestimmt  sich  zu: 

7)  ^,100.1000000     ^^,^^ 

'f  ^-    1045607,0r=^'^^' 

Ig  100000000 = 8,0000000 
Ig  1045607     =6,0193685 

N.  1,9806315=95,63822. 

Es  kommen,  wenn  10456  Schuldscheine  im  Curse  von  95,63.... 
statt  100  ausgegeben  werden,  10456,0708.95,63822=1000000 
in  Casse. 

Vergleicht  man  nun  die  Nennwerthe  und  Curse,  welche  in 
diesem  und  dem  vorigen  Paragraphen  für  die  Verwandlung  der- 
selben  Anleihe  in  eine  gleichwertbige  vierprocentige  bei  verschie- 
dener Verzinsung  und  Tilgung  gefunden  wurden,  so  ergibt  sich 
filr  die  Nennwerthe 

bei  jSjirlicher  Verzinsung  und  Tilgung :  10472-27,605, 

bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  jährlicher  Tilgung :  1047630,773. 
bei  halbjährlicher  Verzinsung  u.  halbjährlicher  Tilgung :  1046607,083. 

Die  Curse  stellen  sich  so: 
bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung:  95,49023. 

bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  jährlicher  Tilgung :  95,45349, 
bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  halbjährlicjier  Tilgung:  95,63822. 

Hieraus  zeigt  sich,  dass  die  halbjährliche  Tilgung  und  Ver- 
zinsuog  die  vortheilhafteste  ist,  dass  hierauf  die  jährliche  Tilgung 
und  Verzinsung  folgt  und  die  halbjährliche  Verzinsung  und  jähr 
liehe  Tilgung  die  ungunstigste  ist. 

Der  Curs  hängt  von  den  beiden  Zinsfussen  und  dann  haupt- 
sächlich von  der  Tilgungszeit  ab.  Die  grossere  Dauer  vermindert 
den  Curs.     Diess  wird  sich  an  folgendem  Falle  verdeutlichen. 

8)  Eine  fünfprocentige  Anleihe  von  5000000  soll 
durch  jährliche  gleiche  Abtragssummen  von  100000 
getilgt  und  in  eine  gleichwertbige,  vierprocentige  ver- 
wandelt werden.  Welches  ist  der  Nennwerth?  Wel- 
ches der  Curs? 

Auflösung.  Die  Anleihe  wird  in  50  Jahren  getilgt  sein. 
Da  hier  die  Gleichung  No.  2)  §.  47.  zur  Anwendung  kommt,  so 
hat  man  dort: 
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#=5000000,    il  =  100000,  p  =  6,    9  =  4,  n  =  60, 

1.0,(^^=6000000.0,05=260000,    f^§P=^'^= 125000 

21  idieD  and  man  erbftit  f&r  deo  NeoDwerth : 

=225000.21,4821846  +  6250000.0,1407126 
=4833491,5388....  +  879453.8437 
=5712945,2825.... 

Der  Cora  bestimmt  sich  bieraas  zu: 

100.5000000      ^.^^. 
^">  ^=5712945,38.-  =  87,52054, 

IgSOOOOOOOO  =  8,6989700 

lg67J2945         =  6,7568600 

N.  1,9421100  =  87,52054. 

Die.  früher  behandelten  Fälle  in  diesem  und  dem  vorigen  Para- 
graphen beruhen  auf  den  gleichen  Elementen.  Ihr  Cor»  stellt 
sich  ?iel  hoher.  Der  Grenzwerth ,  welchem  sich  der  Cars  nähert, 
fiodet  sich,  wenn  man  zur  ewigen  Rente  Obergeht  In  diesem 
Falle  hat  man  in  No.  2)  §.  47.  n=OD,  und  da  bei  einer  ewigen 
Rente  keine  Tilgung  erfolgt,  il  =  0  zu  setzen.  Es  ergibt  sich 
hieraas : 


11)  ^  C= 


lOO.i:.      100. y 


^0,09 


ood  der  Grenzwerth  des  Curses  bestimmt  sich  durch  das  Verhält- 
niss  der  ZinsfSsse  qip»  wie  diess  sein  muss,  denn  der  Curs 
einer  5procentigen  Rente  stellt  sich,    wenn  sie  in  eine  4procen- 

tige  reducirt  wird,   auf  C=-^-g —  =  80; 

Die  Grenze  des  Nennwerthes  einer  Rente  ist  in  dem  genann* 
teil  Falle  nach  No.  2)  $.  47.  : 

12)  £i=Eß, 

9 

oder,   wenn   100  statt  K  geschrieben  wird, 

13)  £i  =  100.2, 

*  9 
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und  ein  Staat,  der  eine  5procentige  in  eine  4procentige  Rente 
umwandelt,  hat  fiir  jeden  Schuldschein  Ton  100  ein  Renteokapital 
von  JTi  =  lOO.J  =  125  zu  notiren. 

Der  Stand  des  Curses  gibt  ein  wesentliches  Moment  fiir  die 
Specutation  ab.  Er  kann  um  so  niederer  gestellt  werden,  je  iSn- 
ger  die  Tilgungszeit  dauert.  In  diesem  Falle  wird  gerade  die 
Speculation  am  meisten  angeregt  werden,  da  sich  im  glücklichen 
Falle  der  Gewinn  durch  die  baldige  Heimzahlung  im  vollen  Werthe 
steigert.  Papiere  von  geringer  Tilgungszeit  eignen  sich  hierzu 
weniger. 

}.  52. 

Fortsetzung. 

1)  Eine  Anleihe  von  10000000  soll  mit  4  Procent 
verzinst  und  durch  gleiche  Jahreszahlungen  in  30  Jah- 
ren getilgt  i^erden.  Bei  Uebernahme  derselben  wird 
verlangt,  da8s  sie  in  eine  gleichwerthige  3,5procentige 
umgesetzt  werden    soll.     Welches   ist  der  Nennwerth 

der  umgewandelten  Anleihe?    Welches  der  Curs? 

• 

Auflösung.  Man  hat  nach  §.49.  zuerst  die  Grosse  der 
jährlichen  Zahlungssummen  L  in  dem  Zinsfusse  4  festzustellen, 
und,  wenn  diess  geschehen  ist,  sie  in  gleichwerthige  bei  dem 
Zinsfuss  3,5  umzusetzen.  Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsong 
jährlich,  so  bat  man  No.3)$.49.  anzuwenden  und  Jr=  lOOOOOOO, 
p  =  4,  ^=:3,5  und  n  =  30  zu  setzen^  Hieraus  ergibt  sich  fol* 
gender  Nennwerth : 

2)  K,  =  lOOOOOOO.j-::^.^^^ 

==  10000000.  j^g— ^==10636139, 

Ig  10000000   =7,0000000 

Ig  18,3920454  =1,2646301 

8,2646301 

Ig  17,2920333= 1,2378461 

N.  7,0267840  =  10636139. 

Der  Curs  bestimmt  sich  nach  No.  8)  §.  49. : 

\s      r     100  '-^'^"'°        0.035  17.2920333 

6)      c-JUW.       QQ4        1—1,035-»«» -'""18,3920454 

=  94,01906, 
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Ig  1729/2a333=:S,23784dl 

Ig  18,3920454=  1,2646301 

N.  1,0732160  =  94,01908. 

4)  Die  in  No.  1)  genannte  Anleihe  6oll  unter  densel- 
beo  Voraussetzungen  durch  gleiche  halbjährliche  Zah- 
longssuroroenvgetilgt  werden.  Welches  ist  der  Nenn- 
werth  und  Curs  der  umgewandelten  Anleihe? 

Doi  diese  Aufgabe  zu  lusen,  hat  man  No.  0)  §.  49.  anzuwenden 
Qod  pi=2,   ^^  =  1,75  zu  setzen.     Hiernach  erhält  man: 

5)  Ä,  -  luuuuuuu.  I  _j  02-00-      ojSm 

=  10000000.  Qj  7ßnS8ß7  ^^  10633784, 

Ig  369639855  =  8,5677785 

Ig34,7608867=  1,5410909 

N.  7,0266876=  10633784, 

ood  es  ergibt  sich  ein  Vortheil  gegen  den  vorhin  gefundenen  Nenn- 
werth,  der  sich  jedoch  als  unbedeutend  herausstellt,  aber  auch 
Dar  nominell  ist,  denn  in  Wirklichkeit  hat  der  Staat  ßfr  die  um- 
gewandelte Anleihe  bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung: 

-      10000000.0,04     .^ß^^o 
L  =  — |^:n  04-30"  =  578300,9 , 

Qod  bei  halbjährlicher: 

10000000.0,02 
^*  ~    1  —  1  02-<>«"  ~  287679,6, 

also  weniger  als  die  Hälfte  der  jährlichen  Summe  zu  zahlen,  und 
der  Vortheil  ist  in  Wirklichkeit  grosser. 

Der  Curs  bestimmt  sich  aus  §.  49.  No.  9): 

o;    t._iuu.      ^j^2        1^1,0175-«»"  ^""•36,9639856 
=94,03996. 

Ig  3476,08867  =  3,5410909 

Ig  36,9639855  =  1,5677785 

N.  1,9733124=94,03996. 

Soll  aber  die  obige  Anleihe  in  50  Jahren  *durch  gleiche  Zah- 
langsleistangen  getilgt  und   zu   dem  Ende  in  eine  3,5procentige 
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verwandelt  werden,  so  ist  bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung 
der  Nennwerth  aus  No.  3)  §.  49. : 

7^  K  -10000000     Q'Q^      i-i,oas-'« 

7)  Kl  =10000000.  j_  jjj^_«, 0,035 

=  10000000. g'^^  =  1091S640. 

Der  Curs  bestimmt  sich,   wenn   gleichfalls   von  Ausführung  der 
Rechnung  abgesehen  wird : 

H)     c  — luu.      0,04       •  1  - 1,035-»  T  *""' 23.4666179 
=  91,58646. 

Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  durch  gleiche  Halbjahres- 
Zahlungen  9  so  stellt  sich  bei  der  Umwandlung  der  Nennwerth  aaf 

9)  IT,  =  10000000.*— ^^575 y^^SiSö 

=  10000000.§^^^= 10919650. 
Der  Cur«  «teilt  sich  in  diesem  Falle  auf: 

10^  c-ioo  *  -  '><>^"'""  _M!Zß_-ioo  «!0???5i6 

W)  o— luu.       QQ^       •l-l,0176-i«<»-"*""-47,0614730 

=91,67881. 

Hier  erscheint  der  Nennwerth  der  halbjährlichen  Tilgung  (No.9)) 
grosser,  als  der  bei  jährlicher  (No.  7)).  Diess  ist  aber  in  der  Tbat 
nur  nominell,  denn  die  jährlichen  Zahlungssummen  für  die  redo- 
cirte  Anleihe  betragen  in  Wirklichkeit: 

JL=10000000.|  _^/q4.^=466502,1, 
die  halbjährlichen: 

A  =  10000000 .  inf^noo  =  232027,5 , 

also  weniger  als  die  Hälfte  der  jährlichen.  Daher  ist  die  letzte 
Tilgungsweise  in  der  Wirklichkeit  vortheilhafter,  wenn  auch  der 
Nennwerth  etwas  hoher  erscheint.  Hiermit  stimmt  das  zu  No.5) 
Gesagte  fiberein. 
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9.  53. 


Vergleichung  der  Werthe  der  Anleihen  unter  einander 
bei    Ferschiedenen    Cursen    und    verschiedenen    Zins- 

ffissen. 

Werden  auf  Anleiben»  die  nach  einem  bestimmten  Tilgungs- 
plan in  einem  gegebenen  Zinsfusse  getilgt  werden  sollen,  Ange- 
bote mit  verschiedenen  Cursen  und  Zinsfdssen  gemacht,  so  han- 
delt es  sich  darum,  anzugeben:  Welches  das  vortheilhafleste 
Anerbieten  sei  ?  Die  Beantwortung  dieser  Frage  föllt  mit  der  Auf- 
gabe zusammen,  die  Werthe  der  Anleihen  bei  verschiedenen  Cur- 
sen und  ZinsfiSssen  mit  einander  zu  vergleichen. 

Aus  den  bisherigen  Mittheilungen  leiten  sich  zur  Beantwor- 
tung der  vorstehenden  Frage  folgende  Methoden  ab: 

a)  Man  bestimme  zuerst  die  Nennwerthe,  welche  entstehen, 
wenn  die  fragliche  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  fOr  jeden  ein- 
zelnen Zinsfuss  der  verschiedenen  Anerbieten  verwandelt  wird; 
femer  berechne  man  aus  den  angebotenen  Cursen  die  Nennwerthe, 
welche  erfordert  werden,  um  die  ausgebotene  Anleihe  zu  verwirk- 
lichen; dann  vergleiche  man  die  zwei  zusammengehörigen  Nenn- 
werthe eines  und  desselben  Anerbietens.  Die  hieraus  sich  erge- 
benden Unterschi^e  werden  über  das  vortheilhafteste  Anerbieten 
entscheiden. 

b)  Man  bestimme  die  Grosse  der  jährlichen  Zahlungssummen, 
die  erforderlich  sind,  um  die  Anleihe  nach  dem  gegebenen  Til- 
gongsplane  zurGckzuzahlen,  und  vergleiche  diese  Werthe  unter 
einander.  Der  niederste  Werth  wird  das  vortheilhafleste  Aner- 
bieten bezeichnen.  Hiebe!  wird  genfigen,  nur  eine  Jahreszahlung 
ans  den  verschiedenen  Anerbieten  zu  bestimmen,  da  alle  fibrigen 
bei  demselben  Tilgungsplane  unter  sich  in  dem  gleichen  Verhält- 
oisse  stehen. 

c)  Man  bestimme  die  Curs werthe,  welche  sich  fSr  die  aus- 
gebotene Anleihe  ergeben,  wenn  sie  nach  den  vorliegenden  An- 
geboten in  eine  gleichwerthige  f&r  die  vorgeschlagenen  Zinsi&sse 
▼erwandelt  wird,  und  vergleiche  sie  mit  den  angebotenen  Cursen. 
Ans  den  sich  ergebenden  Differenzen  wird  sich  auf  das  vortheil- 
luAeste  Anerbieten  schliessen  lassen,  denn  der  höhere  Curs  ist 
vortheilhafter,  als  der  niedrigere. 
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Wir  wenden  uns  nun  zu  Anwendungen  und  wählen  hierbei 
die  Tilgung  der  Anleihe  durch  gleiche  Zahlungssummen«  weil  diese 
die  Rechnung  erleichtern. 


§.  54. 
Anwendung  der   in  §.  53.  angegebenen   Methoden. 

1)  Ein  Staat  will  eine  Anleihe  von  10000000  machen» 
die  in  gleich  grossen  jährlichen  Summen  innerhalb  50 
Jahren  getilgt  werden  soll  und  zu  5  Procent  al  pari 
ausgeboten  wird.  Folgende  Angebote  zur  Uebernahme 
werden  gemacht: 

A  übernimmt  die  Anleihe  als  eine  4y5procentlge  in 
Curse  von  92,5  statt  100; 

B  fibernimmt  sie  als  eine  4procentige  im  Curse  von 
85  statt  100; 

C  übernimmt  sie  als  eine  3,5procentige  im  Curse  von 
78  statt  100  und 

D   als   eine  Sprocentige  im  Curse  von  71  statt  100. 

Welches  ist  das  vortheilhafteste  Anerbieten? 

Auflosung  nach  der  ersten  Methode  für  das   Anerbie- 
ten von   A. 

Der  Nennwerth  der  fraglichen  Anleihe  bestimmt  sich,  wenn 
sie  in  eine  gleichwerthige  4,5procentige  umgesetzt  wird,  nach  No.3) 
9.49.  bei  jährlicher  Tilgung: 

2^  K  --  10000000  ^-^'0^-^        0>0g 

2)  JT,  -^  lüüüüUUU .       g-Qjg  1  — 1,05-<» 

=  10000000 .  }^'^^|=  10824980, 

Ig  10^.  19,7620078  =  8,2968311 

Ig  18,255925  =  1,2614039 

N.  7,0344272=  10824980. 

Bietet  A  92,5  statt  100  bei  4,5  Procent,   so  braucht  der  StaftI 
ein  Kapital,  dessen  Nennwerth  sich  zu 

3)  A='^'y^^=108I0810.8 
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berechtet    Aas  der  Vergleicbang  mit  No.  2)  ergibt  sich  hieraus 
eil  Vortheil  fSr  den  Staat  von 

4)  F= 10824980— 10810810  =  14170. 

Aariosung  für  das  Anerbieten  von  B. 

m 

Wird  die  Anleihe  in  eine  gleiehwerthige  4proceDtige  umge- 
setzt, so  ist  der  Nennwerth: 

5)         K,  =  10000000 .  ^  "^0,04""^ '  r=T%^ 

=  10000000.?^^^  =  11767230. 

Ig  10^.21,4821846=8,332078» 

Ig  18,2559255        =  1,2614039 

N.  7,0706744  -  1 1767230. 

Da  A  bei  4  Procenf  85  statt  100  bietet,  so  braucht  der  Staat  zur 
Deckung  seines  Bedürfnisses  ein  Kapital  im  Nennwerthe  von 

8)  ^=MJ^0022?  =  „764705.88.... 

Ans  der  Vergleichung  mit  No.  5)  ergibt  sich  ein  Vortheil  von 
7)  F  =  11767230— 11764706  =  2624. 


Auflösung  fOr  das  Anerbieten  von  C. 

Wird  die  Anleihe  in   eine  gleichwerthige  3,5procentige  ver- 
wandelt, so  ergibt  sich  für  dieselbe  ein  Nennwerth  von: 

8)  ji^  ^10000000.  ^-^;gg-".^-^_-a 

=  10000000.f^g=l2848226. 

Ig  10'  .23,4556179 = 8,3702470 

Ig  18,2569255        =  1,2614039 

N.  7,1088431=12848225. 

Da  C  78  statt  100  bei  3,5  Procent  anbietet,  so  braucht  der  Staat 
zar  Deckung  seines  Bedürfnisses: 

9)  ^^  =  12200^0:100^,2820512,82. 
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Es  ergibt  sich  daher  ein  Vortfafeil  von 

'  10)  F=  12848225 -12820513=27712. 

Anflosang  für  das  Anerbieten  von  D. 

Wird  die  Anleihe  in  eine ^  gleich werthige  Sprocentige  verwan- 
delt, so  ist  ihr  Nennwerth: 

11)         X.  =  10000000 .  ^  -i^"" . ,  J{^ 

25  7297640 
=  JOOOOOOO.  g^^^g^  =  14093920, 

Ig  10^.25,729764  =  8,4104357 

Ig  18,2559255       =  1,2614039 

N.  7,1490318  =:  14093920. 

Bei   dem   Anerbieten   von    71    statt   100    bedarf  der   Staat    zur 
Deckung  seines  Bedürfnisses  ein  Kapital,  dessen  Nennwerth 

^      100.10000000      ,,,.o^«^*^^ 

12)  E2= ji =  14084507,04 

ist    Es  ergibt  sich  daher  ein  Vortheil  von 

13)  V  =  14093920  — 14084507 = 9413. 

Die  gemachten  Anerbieten  ordnen  sich  daher  in  folgender  Weise: 
das  Anerbieten  von  C  gewährt  einen  Vortheil  von  27713, 

»t  $9  9»       A.  „  »9         '  >>  »  141 /V, 

>»  »»  »        "  >•  $f  .  f»  $»         «741«>, 

$f  »>  »         "  79  9*  »9  9f         2524» 

AnflSsong  der  Aufgabe  nach  der  zweiten  Methode. 

Soll  eine  Anleihe  von  10000000  jährlich  durch  gleich  grosse 
Summen  bei  5  Procent  in  50  Jahren  getilgt  werden,  so  ist  die 
jährlich  zu  zahlende  Summe : 

15)  1/  =  10000000.  j3~— 160=547767,4, 

IglOOOOOOO    =7,0000000 

Ig  18,2559255  =  1,2614039 

N.  5,7385961  =547767,4. 

Anerbieten  des  A.    Bei  einem  Curse  von  92,5  statt  100 
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bedtrf  der  Staat  nach  No.  4)  ein  Kapital  im  Nennwerthe  von 
10610810,8....  nnd  muss  diese  Summe  zu  4,5  Procent  verzinaen 
lod  tSgen.    Die  jährliche  Zahlun^^ssumme  beträgt  bierfär : 

ifn  /-  inftinRiOR       Q'Q^^  10810810.8     .,.^^. 

Jo)  L=^  10810810,8.  ^_j  045~^^19  762Ö078~       ^^'^ 

Ig  10810810,8  =  7,0338583 

Ig  19,7620078  =  1,2958311 

N.  5,7380272  =  547050,25. 

Anerbieten  des  B.  Bei  einem  Anerbieten  von  85  statt  100 
%  den  Zinsfuss  4  bedarf  der  Staat  zur  Deckung  seines  Bedürf- 
nisses nach  No.  6)  die  Nominalsumme  11764705,88.  Um  diese 
3pnime  in  50  Jahren  bei  4  Procent  zu  tilgen,  ist  die  jährliche 
Summe  iiothig: 

m      7-1  i7fU7ns        0>»^  11764705,88 

17)  X  =  11764705.  |_i  04-50=  t>l, 4821846  =^^^^^'^' 

Ig  11764705    =7,0705811 

Ig  21,4821846  =  1,3320783 

N.  5,7385028  =547649,6. 

Anerbieten  des  C.  Der  Staat  bekommt  78  statt  100  und 
bedarf  daher  nach  No.  9)  die  Nominalsumme  1 28205 12,82..^-  Diese 
bat  er  in  50  Jahren  bei  3,5  Procent  zu  tilgen.  Die  jährliche  Zah- 
long  beträgt  hiefOr: 

18)  1^  =  12820512,8.131^53^:1^=5^^ 

Ig  12820512,8  =  7,1079054 

Ig  23,4556179  =  1,3702469 

N.  5,7376585=546586,0. 

Anerbiet  eil  des  D.  Statt  100  bekommt  der  Staat  71  und 
braucht  daher  zur  Deckung  seines  Bedürfnisses  die  Nominalsumme 
14084507,04  nach  No.  12).  Diese  Summe  hat  er  in  50  Jahren  zu 
3  Procent  zu  tilgen.    Die  jährliche  Summe  biefOr  beträgt: 

19)  L=14084S07,04.i^::^zs5=^^=547401,6. 

Ig  14084507.0= 7,1487417 

Ig  25,7297640  =  1,41043S7 

N.  6,7383060=547401,5. 

Theil  XXXVU.  1 1 
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Nach  dieser  Auflösung  ordnen  sich  die  Anerbieten  wie  folgt 
Die  j&hrliche  Ausgabe  beträgt 

bei  dein  Anerbieten  i\es  C:  546586 

,,      .  „  „    A:  547050,2 

..      „  ,.  „     ü:  547401,5 

„      „  „  „    B:  547649,6 

bei  vollem  Werthe:  647767,4. 

Auflosung  der  Aufgabe  nach  der  dritten  Methode 
des  §.53.  fOr  das  Anerbieten  des  A.  Wird  die  Sprocentigt 
Anleihe  in  eine  gleich werthige  4,5procentige  verwandelt,  so  ist 
ihr  £urs  nach  No.  8)  §.  49. : 

9^^    ^-inn  1-1,05"^        0,045  100.18,2559255 

M)    C-lUü.       ^^        1-1,045-*^—     19,7620078 

=  92,379, 

wie  sich  leicht  aus  den  Werthen  von  No.  2)  berechnet.    A  bietet 
92,6.    Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheil  von 

21)  F = 92,5  -  92,379  =  0,121. 

Zn  demselben  Resultate  gelangt  man  durch  Anwendung  der  Glei- 
chung No.  4)  §.  46. 

Anerbieten  des  B.  Der  Curs  der  vorstehenden  Anleihe, 
wenn  sie  in  eine  gleichwerthige  4procentige  verwandelt  wird,  be- 
stimmt sich  zu: 

99^     r— lon  LzM^Ü        0,04       _  100. 18,2559255 
iri)     C—iUü.      ^^^         1— l,04-*o"     21,4821846 

=  84,98)7. 

B  bietet  86.    Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheil: 

23)  F=  85 —84,9817  =  0,0183. 

Anerbieten  des  C.  Der  Curs  fSr  die  Anleihe,  wenn  sie 
in  eine  3,5procentige  umgesetzt  wird,  bestimmt  sich  zu: 

9l^    r-inn  LzM^^        0,035       _  100. 18,2559255 
Z4;    o-iuu.      Qj^^      •l-.l,035-«>-"     23,4656179" 

=  77,8318. 

C  bietet  78.     Der  Vortheil  ist  daher: 

25)  F  =  78  -  77,8318  =  0,1682. 
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Anerbieten   Ton    D.     Der  Curs  (tir  die  Anleihe,    wenn  sie 
io  eme  3procentige  vervrandelt  wird,    bestimmt  sich  zu: 

«I    ^_iftn  1  — 1,05~»>        0,03  100.18,2559255 

2Dj    C— iUU.       JJQ5       •l—l,03-<w""     25,7297655" 

=  70,96261. 

D  bietet  71.     Hieraas  ergibt  sich  ein  Vortheii  von: 

27)  F= 71  —70,95261  =  0,04739. 

tfiemacb  ordnen  sich  die  Anerbieten  in  folgender  Weise: 

Anerbieten  des  C:  0,1682, 

A:  0,121, 

„    Dj  0,0473, 

B:  0,0183. 


>»  >» 


» 


j»  »» 


Vergleicht  man  nun  die  anf  die  drei  Methoden  gefundenen 
Resultate,  so  fuhren  sie  sfimmtlich  zu  derselben  Aussage,  dass 
C  das  vortheilhafteste  Anerbieten  mache.  Die  beiden  ersten  Me- 
thoden heben  das  Resultat  stärker  hervor,  als  die  dritte.  Sie 
empfehleD  sich  daher  als  die  zweckmässigeren. 

Da  namentlich  die  Cursbestimmung  der  Staatspapiere  eine 
praktiacbe  Bedeutung  bat  und  der  Zinüfuss  5  oder  4,5  bei  ihnen 
an  der  Börse  durchschnittlich  als  Basis  dient,  so  soll  noch  fol* 
gender  Fall  hier  betrachtet  werden,  wobei  jedoch  nur  das  Resul- 
tat der  Rechnung  angegeben,  die  Zwischenrechnung  aber  der 
Kurse  wegen  fibergangen  wird. 


§.  55. 

Fortsetzung. 

1)  Eine  Anleihe  von  lOOOOOOO  soll  zu  4,5  Procent  auf- 
geoommen  und  in  50  Jahren  durch  gleiche  Jahreszah- 
Inngen  getilgt  werden.  Sie  wird  al  pari  ausgeboten, 
i  bietet  92  <>tatt  100  bei  4  Procent;  ß  84,5  statt  100  bei 
3^;  C  77  statt  100  bei  3  Procent.  Welches  ist  das  vor- 
theilhafteste Anerbieten? 

Aaflufirung  nach  der  ersten  Methode  für  das  Aner- 
bieten von  A.  Wird  die  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  bei 
4  Procent  verwandelt,  so  bestimmt  sich  der  Nennwertb  zu : 
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* 

1  — 1,04-«>        0,045 


2) 


K,  =  10000000.— g^—  nr^^r« 

=  10000000 .  läl^i^  =  10870440. 


Der  Staat  bedarf  zar  Deckung  seines  Bedürfnisses  die  Nominal- 


summe: 


3)  .       ^  =  100J0^000^j^^2 

Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheii  von 

4)  F=  10870440— 10869565 =875. 

Anerl^ieten  des  B.    Ffir  die  Umwandlung  der  Anleihe  in 
eine  gleichwerthige  3,5procentige  ergibt  sich  ein  Nennwertb  too 

5)  Äi  _  10000000.       Q^ggg l_l,045-«> 

=  '0«»000.|;^|=11869050. 

Der  Staat  bedarf  bei  dem  Anerbieten  des  B  die  Nominalsumme  voi 

Äx  MT      100.10000000     ,,^o.«,^* 

6)  Zi= gj-g = 11834319,5. 

Es  ergibt  sich  ein  Vortheii  von: 

7)  F=  11869050—11834320=34730. 

Anerbieten  des  C.  Der  Nennwertb  der  Anleihe,  wenn  sit 
in  eine  gleichwerthige  3procentige  umgewandelt  wird,  bestimot 
sich  zu: 

8^  K  ^  lOOOOOnO  ^-'><»-^         0>045 

8)  iTi«  10000000 ö:ör~- 1-1,046-*^ 

=  ^<»00000.|^=  13019810. 
Der  Staat  bedarf  bei  dem  Anerbieten  des  C  die  Nominalsurome  m 

Der  sich  ergebende  Vortheii  ist: 

10)  V  ^  13019810  -  12987013  =  32797. 

Es  ordnen  sich  die  Anerbieten  \n  folgender  Weise: 
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Anerbieten  des  B  bei  3^  Proe.:    34730, 

„    C    „    3         „        32797, 

„  „    A    „    4         ,,  875. 

Aaflosong  nach  der  zweiten  Methode  durch  Verglei 
dvBg  4er.  jährlichen  Tilgungssunimen. 

Zar  Tilgung  der  Anleihe  im  vollen  Werthe  wird  folgende  jähr- 
Jiebe  Summe  erfordert: 

Anerbieten   des  A.    Zur   Tilgung  der  Anleihe  nach  dem 
Anerbieten  des  A  bedarf  der  Staat  jährlich  folgender  Summe : 

12)  i=10869665,2.j3^^=^^^  =  605980,6. 

Anerbieten    des    B.     HiefiBr    bedarf  der   Staat  folgender 
jlkrlichen  Summe: 

i-h    f      iiouaios        0.03S  11834319,5 

13)  L  =  11834319,5. j _jQ3g_^=^^3gg5j^=604540,9. 

Anerbieten  des  C.     Der  Staat  bedarf  hiebei  jSbrIicb  fol- 
gender Summe: 

14)  L=  12987012.98.  j^-rs5=^^^=  804746,8. 

Hiernach  ordnen  sich  die  jährlichen  Zahlungssummen  in  fol- 
gender Weise.    Der  Staat  bedarf  jährlich  bei  dem 

Anerbieten  des  B  bei  3,5  Procent:  504540,9, 

C  „    3  „  504746,8, 

A  „    4  „  505980,6, 

im  vollen  Betrage  bei  4,5        „  506021,3. 

Auflusang  nach  der  dritten  Methode  durch  Verglei- 
ehiiDg  der  Curswerthe. 

Anerbieten  des  A.    Der   Curs   bestimmt  sich   durch   Um- 
^«tzung  der  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  4procentige  zu 

\^\  inn  1  — ^>0^^^        0,04 100.19,7620078 

15)  C-lüü.       (j^g       •l-l,04-«>"-     21,4821846 

=  91,9923. 
A  bietet  den  Curs  92  an.    Der  Vortheil  beträgt : 


99  99 

99  W 
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16)  F=  92 -91,992a= 0.0077. 

Anerbieten  des  B.    Der  Curs  stellt  sich  bei  der  Umwand- 
lung der  Anleihe  in  eine  S^Sprocentige  zu: 

1  — 1,045- fto        0,035  100.19,7620078 

17)  C=100.       pjg         1-1,035-w—    23,4556179 

=84,29158. 
Der  Vortbeil  ist,  da  B  den  Cars  84,5  bietet  : 

18)  F= 84,5 —84,29158  =  0,20842. 

Anerbieten  des  C.    Der  Curs  stellt  sich  bei  der  Umwand 
Inng  der  Anleihe  in  eine  Sprocentige  zu : 

im      />     inn  1-J>0^-^         0.03 100.19,7620078 

19)  C  —  lUU.       pjg         1  — l,03-»o~"    25,7297640 

=76,8060. 

B  bietet  den  Curs  77.     Der  Vortheil  ist: 

20)  F=:  77— 76,8060=0,194. 

Hiernach  ordnen  sich  die  geroachten  Anerbieten  in  derselben  Weise 
wie  früher.    B  macht  das  Tortheilhafleste  Anerbieten. 

Die  Tilgung  der  Staatsanleihen  uitifasst  in  der  Regel  keioeo 
längern  Zeitraum  als  50  Jahre.  Nur  bei  Eisenbahn-Anleihen  kom- 
men Tilgung8pläne  von  längerer  Dauer  (bis  zu  90  und  100  Jahren) 
vor.  Daher  sind  die  in  diesem  und  dem  vorigen  Paragraphen 
gefundenen  Resultate  geeignet,  im  Allgemeinen  als  Anhaitpunkte 
bei  Beurtheilung  des  Werthes  der  Papiere,  die  in  irgend  eioem 
niedern  Zinsfuss  (q)  verzinst  werden,  und  ihrer  Curswerthe  zu 
dienen,  wenn  hiebei  der  Zinsfuss  5  oder  4,5  als  Basis  der  Ver- 
zinsung betrachtet  wird.  Mit  Abnahme  der  Tilgungszeit  hebt  sieb 
der  Curs.  Bei  dem  Schluss  derselben  geht  er  in  den  vollen  Werth 
Aber.  Nimmt  man  nun  das  Schlussjahr  der  Tilgungszeit  (also  eine 
Tilgungszeit  von  einem  Jahre)  in  die  Betrachtung  auf,  so  hat  man 
zur  Bestimmung  des  Cursvrerthes  eines  q  Procente  IragenHen 
Schuldscheines  von  100  in  Beziehung  auf  den  Zinsfuss  p  für  die 
Dauer  eines  Jahres  folgende  Formel : 

21)  C=100.rS*. 

1,0p 

Benutzt  man  dieselbe  und  die  in  diesem  und  dem  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Resultate,  so  erhält  man  folgende  Zusammen* 
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»kling y  vrorin  die  Cursivertbe  der  io  verschiedenen  Zinsfüssen 
za  rentiifienden  Papiere  fOr  die  Tilgongsdauer  von  einem  und 
fOB  50  Jahren  und  einer  etvigen  Rente  auf  den  Zinefuse  5  und 
4^  bezogen  sind. 

Wenn  der  Zinsfuss  6  als  Basis  der  Verzinsung  dient: 

Curswerth  fftr 


Zinsiuss. 


die  Tilgungszeit 
von  1  Jahr 

(Schlnssjahr  der 
Tilgung). 


Curswerth   ftbr 
eine  Tilgungs- 
zeit von  50 
Jahren. 


Curswerth 

einer  ewigen 

Rente. 


4,5 
4 

3,5 
3 


»9,6238 
99,0479 
98.5714 
98,0952 


92,379 
84,9817 
77,8318 
70,9526 


90 
80 
70 
60 


Wenn  der  Ziosfass  4,5  als  Basi«  der  Verzinsung  dient: 


4 

99,5216 

91,9923 

88,8888 

3,5 

99,1387 

84,2915 

,  77,7777 

3 

98,5646 

76,8060 

66,666 

§.  56. 

Die  grossherzoglicb  badische  Anleihe   vom  Jahre  1842. 

Da  es  hauptsächlich  darauf  ankommt ,  die  Art  und  Weise  ken- 
nen <a  lernen  y  wie  die  Werthberechnung  der  Staatsanleihen  durch- 
zoffliren  ist,  so  wählen  wir  hiezu  die  grossherzoglich  badische 
Anleihe  vom  Jahre  1842  im  Betrage  von  12  Millionen  Gulden  und 
die  königlich  preussische  vom  Jahre  1869  im  Betrage  von  30  Mil- 
lionen Tbaler  zur  nähern  Betrachtung. 

Die  Grosse  der  Anleihen  ist  in  der  Regel  gleichgültig,  denn 
^  handelt  sich  hauptsächlich  uro  Feststellung  des  Tilgungsplans 
ood  des  Curses  und  die  sich  daran  schliessenden  Consequenzen. 
£«  werden  daher  solche  Summen  gewählt  werden,  welche  die 
Rechnung  erleichtern,  wie  z.  B.  10000000,  denn  die  Reduction  auf 
den  wirklichen  Werth  und  Stand  der  Schuld  ergibt  &iich  hieraus 
leicht  durch  eine  einfache  Multiplikation.  Win]  nämlich  die  runde 
Zahl  10000000  statt  12000000  oder  jeder  andern  gewnhit,  und  wird 
der  Tilgungsfonds,  Stand  der  Schuld  und  Zahlungssumme  hier- 
nach festgestellt,  so  ergeben  sich  die  bezuglichen  Werthe  für  die 
Anleihe  von  12000000  durch  eine  Multiplikation  mit  1,2  ganz  leicht. 
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Die  Aufnahme  lind  Tilgung  der  badiscben  Anleihe  Ton  1^ 
Millionen  ist  durch  das  Gesetz  vom  10.  September  1842  bestimmt. 
Die  hierher  gehörigen  Bestimmungen  sind  folgende: 

Art.  2.  ,,Das  Anlehen  ist  durch  den  Verkauf  von  3,5-  oder 
4procentigen ,  auf  den  Inhaber  lautenden  und  von  Seiten  der  Gläu- 
biger unaufkündbaren  PartiaUObligationen  zu  maqhen.  Die  Zinse 
werden  halbjährlich  bezahlt  und  können  nach  ^ahl  der  Cre- 
ditoren  bei  allen  grossherzoglichen  Staatskassen  oder  in  Frankfurt 
bei  dem  damit  betraut  werdenden  Banquier  erhoben  werden/' 

Art.  3.  ,>Zur  allmäligen  Heimzahlung  des  Anlehens  wird  eio 
Tilgungsfonds  festgesetzt,  der  gleich  im  ersten  Jahre  wenigstens 
ein  halbes  Procent  des  Kapitals  betragen  und  bis  zur  voUstän. 
digen  Heimzahlung  jährlich  mit  sechs  Procent  seines  Betrags 
wachsen  muss.'^ 

Die  übrigen  Artikel  enthalten  die  Gewährleistung  der  Schold 
durch  die  Landstände ,  Bestimmungen  dber  Dotirung  des  Tilgungs- 
fonds, und  sichern  dessen  Zahlungsfähigkeit,  so  wie  die  Darob- 
führung  des  mit  den  Landständen  hierüber  vereinbarten  Gesetzes. 

Die  Bedingungen,  worauf  der  Caicul  ruht,  sind  hiernach:  die 
Anleihe  kann  zu  4  oder  3,5  Procent  begeben  werden;  die  Zinse 
werden  halbjährlich  bezahlt;  die  Tilgung  geschieht  jährlich;  der 
Tilgungsfonds  beträgt  am  Ende  des  ersten  Jahres  \  und  wächst 
jährlich  um  6  Procent. 

Setzt  man  nun  der  bequemern  Rechnung  wegen  die  Grosse 
der  Anleihe  zu  10  Millionen .  so  kommen  die  Sätze  des  §.  39.  in 
Anwendung.    Die  Tilgungssumme  des  ersten  Jahres  ist  daher: 

1^  ^1  =  10000000.0,005  r=  50000, 

die  des  rten  ist: 

2)  Ar=A^.  1,0^-1  =  50000. 1,06^-^ 

Die  Grosse  der  am  Ende  des  rten  oder  Anfang  des  (r  -f  1)ten 
Jahre^i  gezahlten  Schuld  ist  nach  No.3)§.  39. : 

3)  Gr=:  50000.  ^'^Q^^ 

Der  Stand   der  Schuld  am  Ende   des  rten  oder  Anfang  des  fol- 
genden ist  nach  No.  6)  §.  39. : 

4)  Sr=  10000000— 50000.^^^^. 


der  poUtiscken  Arithme^k. 
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DieAileihe  wird  nach  §.30.No.8)  in 

106"- 1       10000000 


5) 


0,06 


50000 


=  200 


41  Jahren  getilgt  sein,    wie  sich  aus  den  Tafeln  ergibt.    Direct 
bestioiint  sich  die  Tilgongszeit  aus  No.  9)  §.  39.   auf: 


6) 


ig  (10000000. 0,06 +50000) --Ig  50000 
"-  lgl,06 

lg650000— 1^50000     5,8129134-4,6989700 
~         0,0253059         ""  0,0253059 


1,1139434 
0,0253059      ^•"*^" 

Jahre.    Nach  diesen  Prämissen  ergibt  sich  folgende  Zusammen- 
stelloDg  ftir  die  Art,  wie  diese  Anleihe  getilgt  wird: 


7) 


Zahl 

der 

Jahre. 


I 

2 
3 

i 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
10 
II 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
2fi 


Grösse  der  getilgten 

Stand  der  Schuld  am 

Tilgungs- 

Schuld  am  Ende  des 

Ende  des  Jahres 

smnme. 

Jahres  oder  Anfang 

oder  Anfang  des 

des  folgenden. 

folgenden. 

50000 

50000 

9950000 

53000 

103000 

9897000 

56180 

159180 

9840820 

59550,8 

218730,8 

9781269,2 

63123,848 

281854,648 

9718145,362 

66911,279 

348765,927 

9651234,073 

70926,956 

419691,882 

9580308,118 

75181,513 

494873,395 

9505126,605 

79692,404 

574565,799 

9425434,201 

84473,948 

659039,747 

9340960,253 

89542,385 

748582,131 

9261417,869 

94914,928 

843497,059 

9156502,941 

100609,8-24 

944106,883 

9055893,117 

106646,413 

1050753,296 

8949246,704 

113045,198 

1163798,494 

8836201,506 

119827,909 

1283626,403 

8716373,597 

127017,584 

1410643,987 

8589356,013 

134638,639 

1545282,626 

8454717,374 

142716,958 

1687999,584 

8312000,416 

151279,975 

1839279,560 

8160720.440 

160356,774 

1999636,333 

8000363,667 

169978,180 

2169614,513 

7830385,487 

180176,871 

2349791,383  ' 

7650208,617 

190987,483 

2540778.866 

7459221,134 

202446,732 

2743225,598 

7256774,402 

214593,536 

2957819,134 

7042180,866 
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Zahl 

der 

Jahre. 


TÜgUTlgS- 

summe. 


Grosse  der  getilgten 

Schuld    am   Ende   des 

Jahres  oder  Anfang  des 

folgenden. 


Stand  der  Schold  am 
finde  des  Jahres  oder 
Anfang  des  folgenden. 


27 
:i8 
'29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 


227469,148 
241117,297 
•255584,335 
270919,396 
287174,558 
304405,032 
322669,334 
342029,494 
36-2551,264 
384304,339 
407362,600 
431804,356 
457712,617 
485175,374 
514285,897 
545143,051 
577851,634 
612522,732 
12098,406 


3185288,282 
3426405,579 
3681989,914 
3952909,309 
4240083,867 
4544488,902 
4867158,233 
6209187,727 
5571738,994 
5956043,330 
6363405,930 
6795210,285 
7252922,903 
7738098,277 
8252384,178 
8797527,228 
9375378,862 
9987901,594 
10000000 


6814711,718 
6573594,421 
6318010,086 
6047090,691 
5759916,133 
5455511,098 
6132841,767 
4790812,273 
4428261,006 
4043956,670 
3636594,070 
3204789,715 
2747077,097 
2261901,723 
1747615,822 
1202472,772 
624621,138 
12098,406 


Da  nnn  die  Anleihe  als  eine  4procentige  begeben  (die  auch 
in  eine  3,5procentige  umgewandelt  iverden  kann),  halbjährlich  ver- 
zinst und  jährlich  getilgt  wird,  so  berechnen  sich  die  Summeo, 
welche  in  den  verschiedenen  Halbjahren  zu  zahlen  sind,  nach 
folgenden  Formeln: 


8) 


Lar-l  =  Sr-l. 0,0^1    und    l/ar  =  5r-1.0,0pi  +  Tr. 


Wir  stellen  sie,  um  Raum  zu  ersparen,  in  folgender  Weise,  ge 
trennt  von  der  Tabelle  No.  7),  zusammen: 

Ö) 


Halb- 

Zahlnngs- 

IHalb- 

1  Zahlnngs- 

jahr. 

snmme.   |  jähr,  i   summe. 

1 

-200000 

13 

193024,681 

2 

250000 

14 

263950,636 

3 

199000 

15 

191606,162 

4 

25-2000 

16 

266787,675 

5 

197940 

17 

190102,532 

6 

254120 

18 

269794,935 

7 

196816,4 

19  1  188508.684 

8 

256367,2 

20  272982,632 

9 

195625,384 

21   186819,205 

10 

258749,132 

22 

276361,590 

11 

194362,907 

23 

185028,357 

12 

•261274,186 

24 

279943,285 

der  poUmehen  Arithmetik. 
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Halb- 

ZaUnngs-  1 

IHalb- 

Znhlungs- 

jähr. 

gnmme.   1  Jahr. 

gumme. 

25 

183130.059 

58 

387056,223 

26 

283739,882 

69 

126360,202 

27 

181117,862 

60 

397279,597 

28 

287764,275 

61 

120941,814 

29 

178984,934 

62 

408116,372 

30 

292030,132 

63 

115198,323 

31 

176724,030 

64 

419603,354 

32 

296551,939 

65 

109110,222 

33 

174327,472 

66 

431779,556 

34 

301345,056 

67 

102656.836 

35 

171787,120 

68 

444666,329 

36 

306425.759 

69 

95816,245 

37 

169094,347 

70 

458367,509 

38 

311811,305 

71 

88565,220 

39 

166240,008 

72 

472869,559 

40 

317519.983 

73 

80879,133 

41 

163214,409 

74 

488241.733 

42 

323571,182 

75 

72731,881 

43 

160007.273 

76 

504536,237 

44 

329985,453 

77 

64095,794 

45 

156607,710 

78 

521808,411 

46 

336784,581 

79 

54941,542 

47 

153004,172 

80 

5401 16.916 

48 

343991,655 

81 

45238,034 

49 

149184,423 

82 

567523,931 

50 

351631,155 

83 

34952.316 

51 

145135,488 

84 

580095.367 

52 

359729,024 

85 

24049.455 

53 

140843,617 

86 

601901.089 

54 

368312,765 

87 

12492,422 

55 

136294,234 

88 

625015,154 

56 

377411,531 

89 

241,968 

57 

131471.888 

90 

12340,374 

Diese  Anleihe  wird  durch  steigende  Suiniuen  zurückgezahlt. 
Die  beiden  Summen  des  ersten  Jahres  betragen  450000,  die  des 
208ten  483759,991,  die  des  44sten  637507,576,  die  des  45sten  Jah- 
res die  Restschuld  mit  12098,406  sammt  Zinsen. 

Der  Tilgungsplan  kann,  wie  sich  von  selbst  versteht,  nicht 
in  der  Strenge,  wie  ihn  der  Caicul  vorschreibt,  eingehalten  wer- 
den, denn  die  Schuldscheine  werden  gewohnlich  in  runder  Summe 
Ton  wenigstens  100  ausgegeben  und  müssen  daher  auch  in  die- 
sen Summen  zurückgezahlt  werden.  Die  Tilgungssummen  der 
Tabelle  No.  7)  müssen  hiernach  modificirt,  also  zu  einer  runden 
Snmme  von  lüO  ergänzt  oder  vermindert  werden.  Dadurch  wer- 
den auch  die  Zablungssummen  in  No.  9)  in  etwas,  aber  nur  unbe' 
dentend  geändert,  so  dass  der  Tilgungsplan  im  Wesentlichen  keine 
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Abänderung  erleidet.    Das  Gesetz  vom   10.  September  1842  wird 
dadurch  nicht  alterirt. 


§.  57. 

Umwandlung   dieser   Anleihe    in    eine    gleicbwerthige 
3j5procentige  und  Bestimmung  ihres  Nennwerthes  und 

Curses. 

Da  nach  dem  bezüglichen  Gec^etze  diese  Anleihe  auch  als  eine 
3,5procentige  aufgenommen  werden  kann  (sie  wurde  als  solche  be- 
geben)» so  fragt  es  sich:  wie  stellt  sich  in  diesem  Falle  ihr  Nenn- 
wertb  und  Curs.  Der  Tilgungsplao,  wie  er  in  No.  7)  und  No.  9)  §.56. 
für  diese  Anleihe  angegeben  wurde,  bleibt  auch  für  die  umge- 
wandelte Anleihe  in  Kraft. 

Bei  der  Umsetzung  in  eine  3,5procentige  kommen  die  in  §.  48. 
angegebenen  Resultate  zur  Anwendung.  Da  aber  n  keine  ganze 
Zahl  (No.6)§.56.)  bedeutet,  so  hat  man  die  Restschuld  in  Rech- 
nung zu  bringen.  Die  Verzinsung  geschieht  halbjährlich,  die 
Tilgung  jährlich.  Man  hat  daher  die  Gleichung  No.  7)  §.  48.  za 
benutzen  und  jr=10000000,  ^=50000,  to=6,  fii  =  2,  gi  =  l,75, 
n=:44  und  £44=:  12098,406  zu  schreiben.     Hiemach  entsteht: 

1.06*4  _ 


^-nnnn     50000.0,02.2,0175.,  1.0176" 
+  (^suuuu-  Q  jjg  Jl,06  -  1,0176* 


Null  ist: 


12098.406 
+  1,017588  • 


Ig  1.06««  =  1,1134581, 
Ig  1,017588 =0,6630288 


also: 


N.  0,4504293=2,8211699, 


106*« 

j^gj^pj,- 1  =  1,8211699. 


Werden  nun  die  in  No.  I)  angezeigten  Werthe  eingeRlhrt  und  be- 
rechnet, so  erhalt  man  hieraus: 
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_  _660000  . .  -.,«,...  _^  16375.1,8211699  .  12098.406 
'•  -  ~T~  •  **'^^^*^  +      0,02469375      ^  4.6028707  * 

Ig  16375 =4,2141813 

1^1,8211609=0,2603504 

4,4745317 

Ig  0,02469375 =0,3925870—2 

N.  6,0819447=  1207632,1, 

Ig  12098,406= 4,0827282 

lsl,0175«»=0,6630287 

N.  3,4196995=2628,448. 

Hieroaeb  ist  der  gesuchte  Nennwerth  der  in  eine  3,5procentige 
oBgewandelteo  Anleihe: 

2)  Kl  =  9691119,623  +  1207632,1  -|-  2628,448 

=  10901380,171. 

Der  Co»  bestimmt  sich  zu: 

100.1000000 

Ig  100. 10000000  =  9,0000000 

ig  10901380 =7,0374815 

N.  1,9625185  =  91,7315. 

Nach  einer  Bekanntmachung  des  gfossherzoglich  badischen 
Fmanzministeriums  Tom  24.  Oiitober  1842  wnrde  die  Eisenbahn- 
ADleitie  von  12  Millionen  Gulden  an  die  Bankhäuser  M.  A.  von 
Rothschild  und  Sühne,  Johann  Goll  und  Sühne  zu  Frankfurt 
a.M.  und  S.  von  Haber  und  Sohne  zu  Karlsruhe  dem  Verneh- 
men nach  im  Curse  von  92  in  S^procentigen  Partial  -  Obligationen 
überlassen  und  hievon  eine  dem  Bedürfnisse  för  die  Budgetperiode 
eotsprechende  Summe  von  6600000  Gulden  aufgenommen,  welche 
Tom  l.  Januar  1843  an  verzinst  wird. 

Die  Anleihe  wurde  hiernach  zu  günstigem  Bedingungen  be- 
geben, denn  der  Nennwerth ,  welcher  diesem  Curse  entspricht,  ist: 

100  10000000 
4)  JT,  --^^■^^^^^^^^^^  10869565,217. 


Der  Vortheil,    welcher  sich  bei  dieser  Begebung  für  den  Staat 
ergibt,  stellt  sich  auf: 

5)  F  =  10901380>171  - 10869565,21 = 31814,96. 
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Dieser  Gewinn  ist  jedoch  bei  einer  Anleihe  von  10  Millionen 
nicht  sehr  bedeutend,  und  es  fragt  sich,  ob  es  nicht  vorthellhaf- 
ter  gewesen  wäre,  hierauf  zu  verzichten  und  das  Kapital  im  vol- 
len Werthe  zu  4  Procent  aufzunehmen,  wie  das  Gesetz  voraus- 
gesehen hat,  weil  immer  noch  die  Möglichkeit  vorhanden  gewesen 
wäre,  in  späterer  und  zu  günstiger  Zeit  den  Zinsfuss  von  4  auf 
3,5  herabzusetzen,  wie  diess  in  ähnlichen  Fällen  schon  fröh^ 
geschah. 

Diese  Anleihe  findet  sich  auch  in  meinet  Theorie  der  Lotterie- 
Anleihen  behandelt.  Dort  ist  jedoch  eine  viel  zusammengesetz- 
tere Formel  zur  Werthberechnung  angegeben,  wodurch  die  ohnehin 
schon  mOhevolle  Arbeit  noch  mühevoller  wird.  Hieraus  erklärt 
sich  auch  die  kleine  Differenz  zwischen  dem  dort  aufgefbndenen 
Resultate  und  dem  hier  gegebenen,  was  wohl  von  der  Rechnong 
mit  Logarithmen  berrfihrt,  die  in  der  hier  gegebenen  Formel  theil- 
weise  umgangen  ist. 

Würde  die  Anleihe  durch  gleiche  jährliche  Summen  verzinst 
und  getilgt  werden,  so  wurde  sich  der  Nennwertb  und  Cnrs  nach 
§.  49.  No.3)  und  No.  8)  auf  folgende  Weise  bestimmen: 

0,04         1  — 1,035-** 

6)  Kl  =  10000000 .  j  _  {  04-44 ö^^ 

_  10000000.22,2827910      ,^^.^ 
—  20,5488413  =1084ÄZ0 

Ig  10^^.22,28279 = 8,3479696 

lg  20,548841  =  1,3127873 

N.7;Ü:J5  1823= 10843820 

^      ,^  1— 1,04-4*        0,035       _  100.20,5488413 

7)  C-lUO.   QQ^       .j_jpgg_^-  22,2827910 

=  92,21842, 

Ig  100.20,5488413  =  3,3127873 

Ig  22,2827910  =  1,3479696 

No.  1,9648177=92,21842. 

In  diesem  Falle  wäre  für  die  Anleihe  weniger  geboten  wor- 
den. Die  Differenz  zwischen  beiden  Cursen  ist  jedoch  nicht  sehr 
bedeutend,  und  der  Curs  bei  gleichen  Zahlungssummen  stellt 
sich  etwas  höher,  aU  in  dem  oben  angegebenen  Falle,  wo  die 
Tilgung  durch  steigende  Summen  bewirkt  wird.  Der  Wertb  des 
Curses  wird  übrigens  bei  gleichen  Zahluogssummen  am  leichte- 
sten gefunden.    Will  man  die  bequemere  Rechnung  benutzen,  80 
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kann  diess  geschehen.  Man  wird  dann  immer  einen  annähernden 
Wertb  erhalten  und  durch  ein  schickliches  Ab-  und  Zugeben  auf 
to  richtigen  Werth  schliessen  können,  je  nachdem  die  Tilgung 
ris€ber  oder  langsamer  (wie  bei  der  badischen  Anleihe)  erfolgt. 


§.  58. 

Die  königlich  preussische  Anleihe*  vom  Jahre  1859. 

Diese  Anleihe  ist  nach  der  Gesetzsammlung  fär  die  königlich 
preassischen  Staaten  No.  19)  8.  277.  durch  folgendes  Gesetz  fest- 
gestellt: 

„Auf  Ihren  Antrag  vom  27.  d.  M.  genehmi(;e  Ich,  dass  in 
GemSssheit  des  Gesetzes  vom  21.  Mai  d.  J.  betreffend  den  aus- 
serordentlichen  Bedarf  der  Militär-  und  Marine- Verwaltung  (Gesetz- 
Sammlung  S.  242.)  eine  Staatsanleihe  von  dreissig  Millionen  Thaler 
aufgeoomnieo  werde.  Die  Anleihe  ist  in  Schuldverschreibungen  über 

fanfzig      Thaler, 
einhundert     ,, 
zweihundert  „ 
ffinfhundert    „ 
eintausend      „ 

auszugeben,  mit  fflnf  Procent  jährlich  am  2.  Januar  und  1.  Juli 
jedes  Jahres  zu  verzinsen  und  vom  1.  Januar  1863  an  mit  Einem 
Procent  des  Gesamrotkapitals,  so  wie  mit  dem  Betrage  der  durch 
die  Amortisation  ersparten  und  der  präcludirten  Zinsen  zu  tilgen. 

Dem  Staate  bleibt  das  Recht  vorbehalten ,  den  Tilgungsfonds 
vom  1.  Januar  1870  ab  zu  verstärken,  wogegen  derselbe  niemals 
verringert  werden  darf.  Ich  ermächtige  Sie  hiernach,  die  weitern 
Anordnungen  zur  Ausführung  der  Anleihe  zu  treffen. 

Dieser  Mein  Erlass  ist  durch  die  Gesetzsammlung  zur  öffent- 
lichen Kenntniss  zu  bringen. 

Berlin  den  28.  Mai  1859. 

Im  Namen  Sr.  Majestät  des  Königs 
Wilhelm,  Prinz  von  Preussen,  Regent. 

Ad  den  Finanzminister  von  Patow. *' 

Zwei  weitere  Bekanntmachungen  von  demselben  Tage  ordnen 
die  Heimzahlung,  die  Sicherstellung  des  Tilgungsfonds  für  diese 
mit  den  beiden  Häusern  des  Landtags  vereinbarten  Gesetze  u.  s.  ^. 
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üiernach  beroht  die  Wertbberechnung  dieser  Anleihe  auf  fol- 
genden Bestimmungen :  der  Tilgungsfonds  des  ersten  Jahres  be- 
trägt ein  Procent  der  Anleibe,  er  steigt  mit  jedem  Jahre  um  fbif 
Procent y  da  die  Zinsen  der  gezahlten  Tilgungssumme  demselben 
zugeschlagen  werden.  Die  Verzinsung  geschieht  halbjährlich,  die 
Tilgung  jährlich.  Die  zufalligen  Erhöhungen,  welche  dem  Til* 
gungsfonds  jeweils  etwa  zufliessen ,  sind  zum  Voraus  nicht  zo 
bestimmen  und  können  daher  nicht  in  den  Caicul  aufgenommen 
werden. 

Die  Anleihe  wurde  bekanntlich  im  Curse  95  statt  100  zur 
öffentlichen  Betheiligung  ausgeboten. 

Nach  diesen  Bemerkungen  finden  die  in  §.  48.  aufgestellten 
Sätze  auf  diese  Anleihe  Anwendung. 

Die  Tilgungssumme  des  ersten  Tilgungsjahres  beträgt: 

1)  2^1  =30000000.0,01  =  300000. 

Die  Tilgungssumme  am  Ende  des  rten  Jahres  beträgt: 

2)  i4r= 300000. 1,05»-». 

Die  Grösse  der  am  Ende  des  rten  oder  zu  Anfang  des  (r-f  l)teD 
Jahres  getilgten  Schuld  erhebt  sich  auf: 

3)  G,  =  '—  ^'««'-> 


^111       I 


0,05 

Die  Grösse  der  nach  r  Jahren  noch  zu  tilgenden  Schuld  ist: 

1,05»^- 1 


4)  5r=:30000000— 300000. 


0,05 


Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  aus  4),  wenn  St-=^^  gesetzt  vrird. 
Hieraus  erhält  man: 

1.05--1      30OÜ000O     ,_. 
*>  0.05     =  annnrt«  ='*'"' 


und  aas  den  Tafeln  eine  Zeit  von  nahe  37  Jahren,  oder: 

_lR(100.0,05-H)_    Is6        0,7781S13     o.,^^ 
"^     "—         lgl,05         ~  Ig  1,05 -0.0211893 -*''^'""' 

lgG,7781513  =:  0,8910641 — I 

Ig0,0211893  =  0,3261167—2 

N.  1,5649474  =  36,72377. 

In  37  Jahren  wird  also  die  Anleihe  getilgt  sein.    Die  Art,  wie 
die  Tilgang  geschieht,  ist  ans  der  nachfolgenden  Tafel  ersichtlicb. 
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7) 


Grösse  der  Tilgungs- 

Grösse  der  getilgten 

Stand  der  Schuld  am 

T^L. 

snmme  am  Ende  des 

Schuld  am  Ende  des 

Ende  des  Jahres  oder 

iUff, 

Jahres  oder  Anfang  des 

Jahres  oder  Anfange 

Anfange  des 

folgenden. 

des  folgenden. 

folgenden. 

1^2 

300000 

300000 

29700000 

im 

315000 

615000 

29385000 

\m 

330750 

945750 

29054250 

1865     ' 

347287,5 

1293037,5 

28706962,5 

\m 

364651,875 

1657689,375 

28342310,625 

\m    ; 

382884,4689 

2040573,8439 

27959426,1561 

1868 

1 

402028,6920 

2442602,5359 

27557397,4641 

\m 

422130,1269 

2864732,6628 

27135267,3372 

1870 

443236,6332 

3307969,2960 

26692030,7040 

1871 

465398,4648 

377^367,7608 

26226632,2392 

IS72 

488668,3878 

4262036,1486 

25737963,8614 

1873 

513101,8074 

4775137,9560 

25224862,0440 

1874 

538756,8978 

6313894,8538 

24686105,1462 

1875 

665694,7429 

6879589,5967 

24120410,4033 

1876 

593979,4797 

6473569,0764 

23526430,9236 

1W7 

623678,4540 

7097247,5304 

2290-2752,4696 

1W8 

654862,3764 

7752109,9068 

22247890,0932 

1879 

687605,4954 

8439715,4022 

21560284,6978 

1880 

721985,7702 

9161701,1724 

20838298.8276 

1881 

758085,0585 

9919786,2309 

20080213,7691 

1882 

795989,3115 

10715775,5424 

19284224,4576 

1883 

835788.7770 

11551564,3194 

18448435,6806 

1881 

877578,2160 

12429142,5354 

17570857,4646 

18% 

921457,1268 

13350599,6622 

16649400.3378 

1886 

967529,9832 

14318129,6454 

15681870,3546 

1887 

1015906,4823 

15334036,1277 

14665963,8723 

1888 

1066701,8064 

16400737,9341 

13599262,0659 

1889 

1120036,8966 

17520774,a307 

^  12479225,1693 

1890 

1176038,7417 

18696813.5724 

11303186,4276 

1891 

1234840,6786 

19931654,2509 

10068345,7491 

1892 

1296582,7126 

21228236,9634 

8771763,0366 

1893 

1361411,8482 

22589648,8116 

7410351,1884 

1894 

1429482,4407 

24019131,2523 

5980868,7477 

1895 

1500956,5626 

25520087,8149 

4479912.1851 

1896 

1576004,3907 

27096092,2056 

29a3907,7944 

1897 

1654804,6104 

28750896,8157 

1249103,1843 

1898 

1249103,1843 

30000000 

Thea  XXXVBU 
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Die  Zahlungen  sind  halbjährlich   zu  leisten.    Sie   berecboi 
sich   für   die  Tabelle  No.  7)  aus  den  Formeln : 

8)  X/2r— l  ==  5r-l  .0,Opi     und     Lor  =  «Sr-l  .0,0/>|  +  Ar* 

Die  erste  Tilgung  föllt  nach  dem  Gesetze  auf  den  1.  Januar  II 
oder  auf  dat^  Ende  des  Jahres  1862. 

Wir  stellen,  um  Raum  zu  ersparen,  die  jeivells  fölligen  Sui 
men  in  folgender  Tabelle  zusammen : 


Jahr. 


Halb- 
Jahr. 


9) 

Zahlungftsnmme.       IJahr. 


I  Halb- 
jahr. 


Zahlnngssumme. 


1862 
1863 
1864 
1865 
1866 
1867 
1868 
1869 
187Q 
1871 
1872 
1873 
1874 
1875 
1876 
1877 
1878 
1879 
1880 


1 

750000 

2 

1050000 

1 

742500 

2 

1057500 

1 

734625 

2 

1065375 

1 

726350,25 

2 

1073643,75 

1 

717674.0625 

2 

1082325,9375 

1 

708557,7656 

2 

1091442,2344 

1 

698985.6539 

2 

1101014,3461 

1 

688934,9366 

2 

1111065,0634 

1 

678381,6834 

2 

1121618,3166 

1 

667300,7676 

2 

1 132699/2324 

1 

655665,8061 

2 

1144:334,1939 

1 

643449,0963 

2 

1156550,9037 

1 

630621,5511 

2 

1169378,4489 

1 

617152,6286 

0 

1182847,3714 

1 

603010,2601 

2 

1196989,7399 

1 

588160,7730 

2 

1211839,2270 

1 

572668,8118 

2 

1227431,1882 

1 

556197,2523 

•> 

124:3802,7477 

i 

539007,1149 

.2 

1260992,8851 

I88I 

1 

2 

1882 

I 

2 

1883 

1 

2 

18H4 

1 

2 

1^5 

I 
2 

1886 

1 
2 

1887 

1 

2 

1888 

1 

2 

1889 

1 

2 

1890 

1 

2 

1891 

1 

2 

1892 

1 

2 

1893 

1 
2 

1894 

1 
2 

1895 

1 

2 

1896 

1 

2 

1897 

1 

2 

1898 

1 

2 

520957,4707 
1279042,5293 

50-2005,3442 
1297994,6558 

482105,6115 
1317894,3885 

461210,s920 
1338789,  low 

4:39271,4366 
1360728,5634 

416*235,0084 
•1383764,9916 

392046,7589 
1407953.2411 

366649,0968 
14:33350,9032 

339981.5516 
1460018,4484 

311980,6292 
1488019.3708 

282579.6607 
1517420.3393 

251708,6438 
1548291,3562 

219294,0759 
1580705,9241 

185258,7797 
1614741,2303 

149521,7187 
1650478,2813 

111997,8046 

1688002,1954 

72597,6948 

1727402,3052 

31227,5796 

1280330,7693 
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im  der  Tabelle  No.  9)  zeigt  sich,  dass  die  Anleihe  in  gleich 
grosses,  jährlichen  Summen  zurOckgezahlt  wird,  wie  diess  nach 
(fem  früher  Gesagten  sein  muss,  und  wie  sich  aus  der  V^ereini- 
1^^  der  Zahlungssnmmen  zweier  zusammengehörigen  Halbjahre 
erfibt  Die  Zahlungssnmmen  der  ungeraden  Halbjahre  fallen,  die 
itt  geraden  steigen. 

Der  Tiignngsplan  wird  jedoch  bei  der  DurchfGhrnng  kleine 
Kodifikationen  erleiden,  da  die  Kapitaltilgungen  in  runden  Sum- 
nea  von  wenigstens  50  Thaler  zu  geschehen  haben.  Diese  klei- 
nen Abweichungen  können  durch  Zu-  und  Abgeben  leicht  ausge- 
elieben  werden,  weswegen  der  Tilgungsplan  im  Wesentlichen 
ucht  alterirt  wird. 

§.  59. 

Meihode,   den  Zinsfass    zu  bestimmen,    wenn   Anleihen 
zu  einem  niederen  Corse  als  100  begeben  werden. 

Häufig  werden  die  Anleiben,  um  zur  ßetheüigung  anzuregen, 
eicht  in  vollem  Werthe»  sondern  zu  einem  niedern  Curse  ausge- 
beten  und  begeben. 

Ist  diess,  wie  bei  der  königlich  preussischen  Anleihe  vom  Jahre 
1859  der  Fall,  so  bekommt  der  Staat  eine  geringere  Summe  in 
die  Gasse,  als  er  bei  vollem  Werthe  erhalten  hätte,  muss  aber 
(loch  nach  dem  festgestellten  Tilgungsplane  die  nämlichen  Sum- 
men jährlich  zahlen,  als  wenn  er  den  vollen  Betrag  der  Anleihe 
erhalten  hätte.  Pie  Folge  ist,  dass  der  Staat  das  erhaltene  Ka- 
pUaHn  einem  höheren  Zinsfusse,  als  in  dem  festgesetzten,  ver- 
zinsen muss. 

Es  entsteht  daher  die  Frage:  Wie  gross  ist  der  Zins- 
fass,  in  welchem  der  Staat  eine  Anleihe  verzinsen 
muss,  wenn  er  die  Schuldscheine  in  dem  niedern  Curse 
C  statt  100  ausgibt? 

Hiezu  dienen  folgende  Methoden: 

Erste  Methode.  Sie  ergibt  sich  aus  den  in  §.  46.  u.  ff. 
Mfgesteilten  Gleichungen.  Man  hat  zu  dem  Ende. zuerst  den  für 
£e  Anleihe  guJtigen  Plan  bei  dem  festgestellten  Zinsfuss  (p) 
lufzostellen  und  dann  die  sämmtüchen  Zablungssummen  in  dem 
fraglichen  Zinsfuss  {q),  der  vorerst  noch  unbekannt  ist  und  wel- 
cber  nach  dem  Gesagten  ein  höherer  sein  wird,  zu  rabattiren. 

Nennt  man  nun  den  Curs,  zu  welchem  die  Anleihe  K  hege- 
^  worde,  C,  so  bekommt  der  Staat  statt  des  vollen  Werthes 
Dtr  die  Summe: 

« 

12* 
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CK 


1)  Ä  = 


100 


in  die  Casse,  und  man  hat  daher  diesen  Werth  statt  Ki  in  die 
bezdgliehe  Gleichung:  einzusetzen. 

Da  die  preussische  Anleihe  durch  halbjährliche  Verzinsvog  imd 
jährliche  Tilgung  zurückgezahlt  vrird,  so  kommen  bei  ihr  die  in 
§.48.  aufgestellten  Gleichungen,  wie  sich  zeigt,  zur  Anwendung. 
Man  hat  daher  den  Werth  aus  No.  I)  in  No.  8)  §.  48.  einzofuhrea. 
Hiedurch  entsteht: 

2,    .        «=c^.«,,^,+^).b:>^ 

l,Oto« 

+  ^'*'~         Qfko         ^1,0^1«-  l,Oiu  +  1,0^, ««• 

Hierin  bedeutet  Sn  die  Restschuld  des  letzten  Jahres,  da  n  keine 
ganze  Zahl  bedeutet,  und  die  vorliegende  Aufgabe  ist  darauf  zu-| 
rQckgebracht,  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  Ton  q^  zu  bestimmen.! 

Diess  fuhrt,    wie  man  sieht,    auf  die  Auflüsung  einer   Glei« 
chung  höherer  Ordnung,  .die  um  so   mühevoller  wird,  je  grosser^ 
n  ist,  was  gewöhnlich   stattfindet,  da  die  Tilgungen  solcher  An- 
leihen eine  lange  Dauer  haben.     Es   bleibt  daher,   wenn  man  auf 
diesem  Wege  zum  Ziele   gelangen  will,    nichts  übrig,   als  für  q^ 
taugliche  Werthe  in  No.  2)  zu   substituiren   und  so  lange  mit  der 
Substitution  fortzufahren,    bis  der  Werth  gefunden  ist,    welcher 
der   Gleichung  genügt.     Nach   einigen   Versuchen,   deren  Darcb- 
fuhrung  aber  immer  mühevoll  und  weitläufig  ist,  wird  diess  wohl 
gelingen,    wenn   es  genügen  wird,    den' Zinsfüss  auf  einige  fJne* 
dertel  oder  Tausendtel  zu  bestimmen. 

Immer  ist  diese  Auflösung  eine  weit  ausgreifende  Arbeit 
Daher  wird  es  gerathen  sein,  diese  Auflösungsweise  zu  verlasaen 
und  eine  andere  zu  suchen,  die  wir  im  Folgenden  geben. 

Zweite  Methode.  Nimmt  ein  Staat  die  Schuld  K  zu  dem 
Curse  C  auf,  so  bekommt  er  nach  No.  1)  statt  der  vollen  Summe 

K.C 

K  nur  die  Summe  ^  =  ')hn~  ^^  ^^^  Casse,   muss  aber  das  volle 

Kapital  K  dem  Tilgungsplane  gemäss  verzinsen  und  tilgen.  Diess 
geschieht  nun  dadurch,  dass  er  die  geringere  Summe  R,  die  er 
erhalten  hat,  in  einem  höhern  Zinsfuss  verzinst. 

Nennt  man  nun  den  höhern  Ziosfoss  p,  dessen  Auffindsi^ 
Aufgabe  ist,  und  den  ursprünglich  festgestellten  Zinsfass,   worin 
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da»  Kapital   Ferzinst  werden  soll,   q  (was   der  Harmonie   wegen 

gesebieb^  am  die  bisher  aufgefundenen  Gleichungen  nicht  umän- 

da»  10  müssen) y   so  hat  man   für  die  erhaltene  8uniroe  R  nach 

dn  IIB  dritten  Kapitel   aufgestellten   Gesetzen    den   bezüglichen 

Til^oogsplan    im  Zinsfuss   p   festzustellen.     Sänimtliche  so  ent* 

sMeoden  Zablungssummen  sind  ihrem  Inhalte  nach   dem  vollen 

Wertiie  der  aufgenommenen  Anleihe  gleich.     Ihre  Reduction  auf 

He  Gegenwart  oder  Rabattirung  in  dem   ursprünglichen  Zinsfuss 

(Uer  q  genannt)   muss  daher  auch  dem  Werthe  der  Anleihe  (K) 

j^fchkonimen.      Bei   dieser  Darstellungsweise   müssen   auch    die 

bezüglichen  Tilgungssummen  in  demVerhältniss  des  niedern  Curses 

ffotgestellt  werden y    was  leicht  ausführbar  ist,  da  man  R  kennte 

nd  wozu  die  Proportion 

K.Rr=AxÄy 

dieoty  \¥oraas  sich  im  Allgemeinen  für  jede  Tilgungssumme  fol- 
gende Bestimmung  ergibt: 

3)  ^i~"5""-lOO./r'^  — 100* 

Nach  diesen  Bemerkungen  geht  die  Gleichung  No.  2)  in  folgende 
fl»er,  da  K  an  die  Stelle  von  R  und  umgekehrt  R  an  die  Stelle 
TOD  Ky    Ai  an  die  Stelle  von  A  tritt; 

^..      ^.■0.0p,2,09i^    ^'     XSiqi^    .       S, 
+  ^^^-  Qfiw  Ji.Oqi*'-lfiw^  Ifiqt 

* 

Der  IVertb  von  8%,  der  sich  aus  der  Gleichung 

1.0ir"-l 

berechnet,  muss  berücksichtigt  werden,  wenn  n  keine  ganze  Zahl 
bedeutet 

Ans  dieser  Gleichung  kann  nun  der  Werth  des  hohem  Zins- 
foases  (pi)f  um  dessen  Bestimmung  es  sich  handelt,  ganz  ein- 
beb  ermittelt  werden.  Man  erhält  sofort,  wenn  man  sie  auflöst 
nd  die  erforderlichen  Reductionen  macht: 

5)  0,Qpi 


2^' 


Ä- 


Ai  /,       l,Oir«  \ 


O-r 


l,0qi*-l.0wV     LOy,»"/      l,Oyi«i' 


V    +  OfiuJ '       &,e^i  0,0«  (1.0^1*- 1,0»)    V        hOqi^J 


4 
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Diese  Gleicbang  gilt  fOr  jährliche  Tilgung  and  balbjährlidM 
Verzinsung  und  für  solche  Tilgnngspläne ,  worin  die  TifgiiiLgs- 
summen  um  w  Procent  wachsen.  Man  erkennt  jedoch  leicht,  dass 
sich  diese  Methode  auf  alle  in  §  46.  u.ilf.  aufgestellten  und  aof- 
zustellenden  Tilgungspläne  anwenden  lässt,  wenn  man  den  Grüe- 
sen  Ky  R,  Ai,  q  und  p  die  Wertbe  beilegt^  welche  ibaefi  nach 
dem  Gesackten  beigelegt  werden  müssen. 

Ist  die  Tilgungssurome  des  ersten  Jahres^  wie  diess  häa[^ 
vorkommt,  und  auch  in  den  beiden  Anleihen,  der  badischen  ubiI 
preussischen ,  der  Fall  ist,  durch  einen  Procentsatz  des  ganzeo 
Kapitals  gegeben,  und  nennt  man  diesen  Procentsatz  v,  so  i$t 
in  No  2): 

6)  ^  =  Ä.O,Oü,  ' 
dagegen  in  No.  4)  und  No.  5): 

7)  Ai=:R.Ofiv  =  Y(^AOv 

zu  setzen.  Führt  man  diese  Wertbe  ein,  so  vereinfachen  8icb 
die  gegebenen  Bestimmungen.  K  föllt  nämlich  für  den  l^all,  aU 
n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  aus  der  Gleichung  und  bleibt  nur  in 
einem  GÜede  stehen,  wenn  n  keine  ganze  Zahl  bedeutet  und  oocb 
eine  Restschuld  zu  berücksichtigen  ist.  Führt  man  nun  den  Werth 
für  R  und  A^  aus  No.  l)  und  Nq.  7)  in  No.  5)  eto,  so  entsteht: 

8)  0.0/11  = 

.  C.Ofiv  (       J^Ot£»\  & 

100(l%ia_  ],0to) '  V  "^  l,Oiyi^/      A:.  I,0yi 


2« 


/  C       C.0,0o  \  \^\fSqr^  C.0,0p.2,0yt  /,     l,(ho«  V 

V100^i00.1,0ti^/     0,0^1      ""  100.0,0w(l,0^i«-l,0w)*V  "hOqi^J 


oder  in  bequemerer  Form: 
Ö)  *  O,0!pi 


IAA  g»0>Op        /,       1,0«?^  \        100.5, 

"'j^rA  « ^>^M  1-^1%!-^"  0.0p.2,0yi         /       l,Qto"  \1' 

^^Lv  "'ö;öi^/'    0,0^1       o.Ow(i,o^i2-ri,Ow)A*  i,09ia«yJ 

Dritte  Methode.  Soll  eine  Anleihe  ÜC,.  die  zu  dem  Carse 
C  statt  100  begeben  wird,  im  vollen  Betrage  effectuirt  werden» 
80  ist  hierzu  die  höhere  Summe: 

.0,  «,=-*J?S 
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erforiettidi ,  uro  die  Satnme  K  in  die  Casse  zu  bekommen,  und 
der  Staat  roo6s  Schuldscheine  im  Betrage  yon  Ki  ausstellen ,  um 
^  &uime  K  zu  erhalten.     Diese  grossere  Summe  muss  nach 
des  Plane  i^erziost  und   getilgt  werden.     D|iher  ist  der  gegen- 
*irt^  Wertb  der  aufgenommenen  Schuld  Kx*    Die  Folge  hievon 
ift,  dass  die  wirklich  erhaltene  Summe  K  in  einem  hohem  Zins- 
en (p)  verzinst  werden  tnuss^    Entwirft  man  nun  nach  den  Ge- 
Mtien  des  dritten  Kapitels  hieffir  den  erforderlichen  Tilgungsplan 
■mI  reducirt  d«e  hiedurob  erhaltenen  und  im  hobern  Zinsfuss  zu 
xableoden  Somraen  in  dem  ursprUnglicben  Zinsfu^s  (^),   so  wird 
der  hiedurch  entstehende  Werth  dem  Nennwerthe  K^  der  contra- 
birten  Schuld  gleichkommen  mfisnen,    Hiernach  hat  man  Kx  statt 
k  in  der  Gleichung  No.  2)  zu  setzen  und  alles  Uebrige  zu  belas- 
sen.   Man  erhält: 

Der  Werth  der  Restschuld  ist  in  diesem  Falle : 

Man  kann  auch,   wenn  n  keine  ganze  Zahl  ist,   fär  n  die  nächst 
höhere  ganze  Zahl  nehmen.    Dann  geht  No.  II)  fiher  in: 

J3)  Ä,«(Ä.O,Op,+-^^}.— P^ 

l.Ow» 


^,  .     ^.0,B|p,.2;0»,^  l,Oy,«"  -Sn 

i 

1^  Werth  TOD  Sn  bestimmt  sich  dunn  durch 

Ana  No.  ]])  bestimmt  sich  dann  der  Werth  des  Zinsfusses   auf 
folgende  Weise : 


«!p,= 


16) 
A  (        \SM^\         Sn 

V  ■•'öiöwy'    0,(^1       o,Ou.a,oy,«-i,OK>)\'~i,09,«"y 
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Auä  No.  13)  aof  folgende: 

16) 

*-  ^  (\      ^'^^  \  ■      ^" 

*'  ~  1.0gi«- 1,0«>  V*     i.Ogi»"/  ^  1.0g.'" 


0.0/»,= 


V    +0W      0,09,       ~0,0w(1.09,»-l,0w)V     LO?,«-/ 
Stellt  man  nun  auch   hierin  A  durch   einen  Proceotsatx  dar  nn^ 

Ä.  100 
setzt  -^  =  f^.O,Or  und  Ar|  =  — -g\ — ,     so    vereinfachen    sich   die« 

Darstellungen,  und  man  erhält,  wenn  AT ausgestossen  wird,  hief&r 


17) 
100 
0,0p,= 


m       o.Qp      A    i,0to»\       Sn 

C  ~  l,Oyt«— l,0tPV~1.0y,«"/'~A.l,Oy,«« 


A  .5:??^   t-'^O^i-'^  0.0c  .2,0^,        /,     i^Y 

V  +0,OwA      O.O91      ~O,ÜM>(l,O9,»-l,Ow)'V*~1.0v,'->' 


18) 


100 

c 


0,0p         /,      1.0tc«  \  5. 

n n„  -~ nOyt'-l.O»  ^"l.Oy.'V "^  /f.l,0y.«" 

~(\J^'^\  1-J.09,-»"  0,0p  .2.0».         /      LOr-V 

V^dfkBj'     "^i  0,OicCi,Oyi*-I,0«.)A     LOft«-/ 

Die  Gleichung  No.  9)  stimmt,  wi^  man  sieht,  mit  No.  17)  über 
ein,  denn  man  kann  jene  aus  letzterer  ableiten,  wenn  man  da 
Zähler  und  Nenner  mit  C  dividirt,    und  umgekehrt 

Die  beiden  Gleichungen  geben  den  Werth  des  fraglichen  Ziw- 
fusses.  nur  annähernd,  aber  in  grosser  Genauigkeit.  Er  bestinii 
sich  um  so  genauer,  je  grösser  n  ist,  was  gewöhnlich  eintritt,  Jl 
die  Tilgungszeiten  der  Anleihen  einen  grössern  Zeitraum  umfaH»' 

Auf  dieselbe  Weise  können  nun  die  Zinsfösse  fiir  awlert 
Tilgungspläne  bestimmt  vverden. 

Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung  jährlich ,  so  kommt  <£• 
Gleichung  No.  4)  §.  48.  zur  .\nwendung.    Man  erhält  dann : 

19) 

„  A  (       1^»\      _S^ 

n  n„  -  ^^~l,0g-i,0«>A*~l,0y;~l,0y . 

V*+Ö,0tr/   ~  0,0«.       ~0,0«.(lX)9-l,0ic)A      '»V/ 
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i^.lOO 
Hiem  ist  Kx  =  — 7^; —  »    oder   wenn   A  durch    einen   Procentsatz 

bestimmt  Ut: 

20) 

100  0,0p         /       l,Otg*\  S» 


A  ,  0,0p\    1  --  l,Oy-« 0,0p /       l,0tc"\' 

V  +0W      0%  0,0ii7(l,0y-I,0^  A       1.0^"/ 

Dieselbe  Gleichung  leitet  sich  aus  No.  11}  §.  48.  für  halbjährliche 
Verzinsung  und  Tilgung  ab,  weuD  man  q^  statt  q^  pi  statt/?  und 
Ün  statt  n  schreibt. 

Geschieht  die  Tilgung  durch  jährliche  gleiche  Abtragssuni- 
men,  so  kommen  die  Gleichungen  des  §.47.  zur  Anwendung  und 
man  erhält  für  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung  folgende  Be- 
stiiDinang  aus  No.  3)  §.  47. : 

V     o,o^y '    0,0^    "■"  Qfiq .  1,0^« 

Schreibt  man  hierin  pi  statt  p,  qi  statt  q,  2n  statt  n  und  den 
entsprechenden  Werth  für  A,  so  gilt  diese  Gleichung  anch  für 
halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung.  Für  jährliche  Tilgung  und 
halbjährliche  Verzinsung  ergibt  sich  aus  No.  8}  §.  47.  folgende 
Bestimmung: 

22)   0M=.-       ^--^    i%i--l M)?,- 


^^Ä.AO^i     o.O^J-   1,0^1^^1+0,0^1.1,0^1^ 


"  §.60. 

Anwendung  der  aufgefundenen  Methode  auf  die  preus- 

sische  Anleihe. 

Wir  machen  nun  eine  Anwendung  der  §.  59.  aufgestellten 
Sätze  zur  Berechnung  des  Zinsfusses  der  preussischen  Anleihe 
von  1859. 

Da  die  Anleihe  halbjährlich  zu  5  Procent  verzinst,  jährlich 
getilgt  w'1^^9  ^^^  Tilgungssumme  des  ersten  Jahres  1  Procent  be- 
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trSgt  und  jährlich  um  5  Procent  wächst,  die  Tilgungszeit  36  Jahre 
beträgt,  so  hat  man  am  bequemsten  die  Gleichung  No.  17)§.d9. 
zu  benutzen  uhd  C=95,  ^  =  5,  «i7  =  5,  o=:l,  Kzs 
1^  =  I249J03,I843  zu  setzen.    Hiernach  entsteht: 


1 1 1 1  f  11 


1) 

100'  0,01       /       1.05»«  \  rJ49 103.18 

„  ^  95  ~  1.025«-1.05V       1.025«/  "~  30000000.  \fm^ 


V  +0,05/       0,025  0,05(1.025«- 1.05)  \}  ~  1,025"^ 

Werden  die  angezeigten  Multiplikationen  und  Divisionen  aasge- 
fährt,  so  entsteht: 

ii«9ßair.7«ai     ißn     -L^^    0.0416367728 
1.05263157894  - 16  (1  -  J]^^)  - ,     i,Ö25« 

1.2.33,2400780-648.(1-^^^57«) 

Nun  ist: 

Ig  1,05«»  =0,7628148 
Ig  1,025»« =07721183 

N.  0,9906965  - 1=0,97880568, 

1  -  j-^a  =  1  -0,97880558  =  0,02119442, 

Ig0,041636772  =  0,6194770 

Ig  1,025«         =0,7721183 

N.  0,8473587—3=0,007036632. 

Durch  EinüQhrung  dieser  Wertbe  entsteht: 

_  1.05263157894—16.0,02119442  -  0.007036532 

y,ypi  -  39,888093632  —  648.0,02119442 

1,05263157894-0,3.3911072-0,007036632 
—  39,888093632—13,73398416 

2)  0'^.=.:^S=<M^o»236, 

Ig0,7064843=0.8491024—  1 

Ig26,154109  =  1.4176399 

N.  0,4315625  -  2 = 0,02701236. 

Der  Ziosfass  bestimmt  sieb  daher  zu: 
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5)  pr=i  5,402472. 

Warde  man  die  Gleichung  No.9)§.59.  der  Rechnung  za  Grunde 
ic^eo,  so  «ntstünde  das  gleiche  Resultat,  wenn  Sn  richtig  bestimmt 
wird.  Der  so  gefundene  Werth  ist  um  ein  Unbedeutendes  zu  gross, 
tri«,  wie  oben  bemerkt,  in  der  Näherungsmethode  liegt.  Mit 
iracbseodem  n  nähert  sich  derselbe  dem  Werthe  der  ewigen  Rente. 
Der  Grenzwertb  biefur  ist  bei  dem  Curse  von  95: 

p=     Qg     =  0/JtK>  .... 

Man  kann  auch  zur  Bestimmung  von  p  die  Gleichung  No.  18} 
j.  59.  wählen.  Dann  hat  man  ausser  den  oben  angegebenen  Wer- 
then  n  =  37  zu  setzen  und  den  Werth  fOr  Sn  zu  ermitteln.  Es 
ist  dann: 

4)  S^r  =  SOCMWO-i^^j^öS-^-^^ö^®**® 


j< 


=  300000. 101,6281389— 30000000  =  488441,66, 

und    hieraus : 

5) 

100  0,01         A      1.05»y\  488441,66 

^n «S      1,025«— 1,05  V'~1.025^V'*'3ÖÖÖÖOOO.i,0'26^* 

^fiPi— .      o,01\  l-1.02S-y<     0,01 . 2.025       /      1.05»»^  V 

V   +0.05^      0.025      "0,05(1,026»— 1,05)V~1,025'V 

IgLOBsr  =0,7840041 

Ig  1,025^=0,7935660 

N.  0,9904381 — I  =  0,97822328, 

1  -  {Si= 1  -  0,97822328 = 0,02177672, 

also    durch   EinfSliniiig   und  Benutznng    der  schon    angegebeoen 
Wertbe : 

1,0526315789  - 16. 0,02177672 + ^'^^^11^^ 
»,vpi—  1,2.33,5658089—648.0,02177672 

Ig0,016281389=0,2116914- 2 

Ig  1,025"         =0.7935660 

N.  0.4181254-3=0,002618939, 
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ei\        no«  _  1>052631 5789 -0,34842752 +0,002618039 
o;         u,upi  -  40,27897073  -  J4, J 1131456 

_  070682299  __^ 
—26,16765617  ~"  "'"^'"^^'*^' 

Ig  0,70682299  =  0,8493106—  1 
1^26,167656   =  1,4177648 

N.  0,4315458  -  2  =  0,02701132. 

Uieroach  bestimmt  sich  der  Zinsfuss  zu: 

7)  p  =  6,402264, 

um  ein  Unbedeutendes  kleiner  als  in  No.  3),  da  n  grösser  ist. 

Will  man  nun  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Werthes  prü- 
fen, so  dient  hiezu  am  besten  die  in  No.  2)§.  59.  zu  der  ersten 
Methode  angegebene  Formel.    Sie  lässt  sich  zu  dem  Ende  io  eioe 

K  C 
bequemere  Form  bringen ,  wenn  man ,  wie  dort  angegeben ,  R  =  j^ 

und    A  =  #^.0,0r   setzt.    Dadurch   föllt   K  aus  allen  Gliedern  bis 
auf  eines  weg  und  man  erhält  folgende  Gleichung : 

«,  -^-nn„  A-l.<^•Ö•'^  l-^'»yi-*' 

8)  m-^'^'v^öj5ic) — öö^; — 


Ir- 


l.Ow" 


In  dieser  Gleichung  bat  man  nnn  Im  Sinne  der  dort  angegebe- 
nen  Methode  p=5,  v  =  I,  9=5,4,  n=36  und  i^,= 1249103,1843, 
£^30000000  za  schreiben.  Hieraach  entsteht,  wenn  nuui  C 
belässt: 

9)  jgg  =0,026. 1.2 — ^^—. 

1,05»« 

.  nm^i      2J?27^0,^\      ' ~  1,027^«  1249103,1843 

+  u,ui  ^^ I  -       p^Qg       j  •  ,  Q.27»_  1 05  +  30000000. 1,Ö2?»' 

Zur  Berechnung  bedarf  man  folgender  Werthe : 

Ig  1,05»«  =0,7628148 
Ig  1.027" =0^30719 

N.  0,9297429—1=0,85063425, 

Ig  1,027-»  =s  0,1669281  - 1 = Ig  0,14686829 
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1- j-^^  =  )  -  0,85063425  =  0,14936575, 

1  — 1,027-^=  1  —0,14686829=0^313171 , 

1,027«- 1,05  =  0,004729. 

Werden  nun  diese  Werthe  eingeführt  und  die  begleitenden  Fac- 
toren  auf  die    einfachste   Form   zurückgebracht,    so  gebt  No.  9) 

ober  in: 

,-^= '^.0,85313171  -  If^ .  0,14936575  +  ?^^^^l 

Ig0,041636772 =0,6194770— 2 

Ig  1,027^         =0,8330719 

N.  0,7864051  -3=0,0061151213. 

Man  erbfilt   bieraas  durch   Ausführung   der   angezeigten  Multipli- 
btionen  und  Divisionen : 

10)       j^  =  0,94792412  -  0,004263983  +  0,0061 151213 

=  0,94977526. 

Da  nun  die  pr^ussische  Anleihe  zu  95  begeben  «vurde  und 
C=95  ist,  so  differirt  das  gefundene  Resultat  um  0,00022473.... 
von  demjenigen,  das  hätte  gefunden  werden  sollen.  Bringt  man 
min  die  gefundene  Zahl  durch  Multiplikation  mit  30000000  auf 
äiete  Anleihe  zurück  und  vergleicht  sie  mit  der  Summe 


Ä=  ^.30000000  =  2861 


IUI 


welche  der  Staat  in  Gasse  bekam ,  so  beträgt  dieser  Unterschied : 

D = 28500000  -  27493257,8 = 6742,2 , 

also  eine  so  kleine  Summe,   die  bei   einer  Anleihe  von  30000000 
kaum  in  Betrachtung  kommt. 

I         Hiernach  stellt  sich  der  Zinsfuss,  in  welchem  diese  Anleihe 
I   Tom  Staate  verzinst  wird,  nahe  auf  5,4  statt  auf  5.    Dieser  Zins- 
fiiss  bedingt  einen  Curs  von 

j     11)  C=?5^^-^=I08 

för  Jemand ,  der  eine  Geldanlage  zu  5  Procent  machen  will.     Die 
Schuldscheine  dieser  Anleihe  werden  gegenwärtig  an  der  Börse  zu 
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104  bis  105  ausgeboten  y  diess  ist  bei  einem  Staate  von  so  moster 
harter  Finanzverwaltung,  fvie  Preusseo,  ein  billiger  Preis. 


§.  61. 

Fortsetzen  g. 

FOr  Jemand,  der  sich  an  dietüer  Anleihe  durch  Ankauf  tod 
Schuldscheinen  betbeiügt,  stellt  sich  die  Sache  anders,  und  man 
kann  fi3glich  zwischen  objectiveni  Zinsfuss,  der  im  vorigen  Para> 
graphen  ermittelt  wurde,  und  für  den  Staat  als  Schuldner  gilt,  und 
subjectivem  unterscheiden,  der  im  folgenden  erörtert  werden  soll. 
Kauft  nämlich  Jemand  einen  Schuldschein,  so  verzinst  sich  der- 
selbe um  so  hoher,  je  niederer  der  Curs  steht.  Tritt  hieza  der 
günstige  Fall»  dass  der  gekaufte  Schuldschein  schon  im  ersten 
Tilguiigsjahre  zurückgezahlt  wird,  so  steigert  sich  der  Vortbeil 
durch  den  Mehrerlös  aus  der  voll  zurückgezahlten  Summe.  Die 
Heimzahlung  kann  jedes  Jahr  erfolgen.  Daher  ist  der  Zinsfuss 
veränderlich  und  liegt  zwischen  zwei  Grenzen,  einem  Maxiaam, 
wenn  der  Schuldschein  im  ersten  Tilgungsjahr,  und  einem  Mini- 
mojn,  wenn  er  im  letzten  (37sten)  zurückgezahlt  wird. 

Die  Grenzen  zwischen  dem  grossten  und  kleinsten  Wertjie  de«( 
Zinsfusses  bestimmen  sich  auf  folgende  Weise: 

Kauft  Jemand  die  Summe  K  zu  dem  Curse   C,   so  zahlt  er 

K  C 

-jFü^.    Wird  nun  die  Summe  K  im  ersten  Jahre  bei  dem  Zinsfosf 

p  heimgezahlt,  so  bekommt  er  im  ersten  Halbjahre  die  halbjäh- 
rigen Zinsen  im  Betrage  von  K.Ofipi  und  im  zweiten  Halbjahre 
denselben  Zinsbetrag  sanimt  dem  Kapital  K,  Nennt  man  nun 
den  Zinsfuss,  worin  sich  diese  Summen  verzinsen,  ;r,  und  rabat- 
tirt  die  beiden  Zahlungen  mit  1,0^1»  so  muss  der  so  rabattirte 
Werth  der  Ankaufssumme  gleich  sein.  Man  erhält  daher  folgende 
Gleiehung : 

K.C     K,0,Opi      K.O,Opi  +  K 
^^  100""    JAti    "•■       1,0j:i« 

oder : 


p^     .   100+A 


und  hieraus: 


2)  IM  =|^+2^,^4C(100  +  ;^i)  >Pi«. 
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Wendet  man  diese  Gleiehung  auf  die  preu8Si«che  Anleihe  an, 
M  ht  man  p  =  5,  C:=95,  zu  ivelcheni  Carse  die  Anleihe  aas» 
fegeben  wurde,  zu  setzen^  und  man  erhält: 

3) 

l,(te,  =  ^  +  j^g  V'r90Ö23+(23P=  ^  + 

2,5  +  197,3734 


lyo 


=  1,051965. 


Bternach  ist  das  Maximum  des  Zinsfusses .  in  welchem  sich  diese 
Anleihe  Tör  den  Theilnehmer  im  gunstigen  Falle  verzinst: 

4)  a:  =  10,393. 

Für  den  Fall,  als  der  gekaufte  Schuldschein  K  im  letzten 
Jabre  n  zurückgezahlt  wird,  findet  die  zweite  oder  dritte  Methode 
des  §.  59.  zur  Ermittelung  des  Zinsfusses  ihre  Anwendung.  Wir 
wShIen  hiezu  die  dritte.  Nennt  man  dann  den  hr»hern  Zinsfuss, 
in  welchem  sich  das  Kapital  verzinst,  p,  den  Zinsfuss,  worin  es 
vom  Staate  verzinst  wird,  q^  so  hat  man  die  Summen  (Zinse 
und  Kapital),  welche  der  Käufer  während  der  Tilgungszeit  n 
einpföngt,  in  den  Zinsfuss  q  umzusetzen.  Der  biedureh  gewon- 
nene Werth  ist  dann  nach  dem  in  §.  59.  Gesagten   der  Summe 

ITi  =  — y> —  gleichzusetzen.     Hieraus  ergibt  sich  die  Gleichung: 


JC.IOO      «^.0,Opi      Ar.O,0;>t  Ar.O,Oy?t  K 


Sfl 


oder 


nmi  hierans: 

ß»  00»  -(^^   — L-")     ooyj 

6)  0.(^x  -\C~  \SSqi^)  •  1  -  hOq-^ 

Setzt  man  nun  hierin    C=95,   ^|  =:  2,5,   n  =  37,   so  erhält  man 
fSr  das  Minimum  des  Zinsfusses  annähernd : 

1,052631 5789 ....  ->  0, 1608548 
""  33,5658089 

_  0,8917768^ 

~  33,5658089  "  "»^^«^o»"' 
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104  bis  106  aasgebotpn,  diess  ist  bei  einem  S*a»',|,gfu88ee,  ' 
bafter  Finaowerwaltung ,  wie  Preussen,  ein  bi'  ^^t,    anf; 


§•  *'•  ,i  S,313....    Die  Rieb 

jH  bestätigt   pich,   wem 

F  o  r  t  a  e  t  1  -        £i„^  Methode,  wodurel 

För  Jemand,  der  aich  an   die» 
Schuldacheinen  betbeiligt,  atellt  f  I  — 1,0;^-" 

kann  ßglicb  iwiaeben  objecliver    iR  =  K g^^^ 

grapben  ermittelt  wn.-de,  and  l>  ,  i     .  i  i, 

aabjecti.em  nnleracbeiden,  d    finden  «erden   kann,    babe  itb  . 

Kraft  nämlich  Jemand  ein.     j.tseben,  wnranf  ich  rerwciae. 

selbe  um  so  hsher,  je  r   /' 

günstige  Fall,   dass  de 

Tilgniigsiahre  aumtkg  9-  "■'■ 

durch  den  MebrerlüP  i  n  f  g  a  b  e 

Heimzablung  kann  „      „  ,.       j 

veranderiicb  und  „ifklicbkeil  entnommen«  Fall  «oll  biet  n««^ 

wenn  der  Schu'    ^,  ^  j 

mum,  wa»n  e   ^^^^  .„„beranglicb  b.di.chen  Lotlerie-A.taW 

Die  ■        '    Betrage  ron    14  Millionen  Gulden  fand  ei«! 

Zinafus«  einiger  Bankhäuser  statt,  die  dem  Sl«al'«( 

fortheile  gereichte.     Eine  «esellacbaft  .* 

Ka'  «,  sich,  llOä  lilr  ieden  Schuldschein  Tan  IW 

ÜJl  .ibe   wurde  dieser  Gesellschall  augewie«" 


100 
f>h 

,ig        ,  WOOOO.  1,10628  =  14875000 


.  und  hatte  einen  Goinn  von  I4WS00  G*' 
le  zu  3,5  Proceat  bei  einer  Tilgnngsieit  von  tOJ"«" 
n.  Die  Tilgung  und  Verains.ing  ge.cbiehl  b* 
Bemerkungen  geben  Veranlassung  zu  folpe" 
ir  der  bequemeren  Rechnung  wegen  ßr  die  ^^ 
:  10  »tatt  14  Millionen  und  ein  Aufgeld  !•" 
Cent  wfiblen. 

nieibe  vnn  lOOOOOOO  iat  unter  der  Be'l' 
ilosaen,  das«  «ie  au  3,5  Procent  >"■'•" 
lurch  gleiche  balbjäbriicb  au  benH"" 
linst  und  getilgt  werde.  Ein  l)«il>i>" 
e  Anleihe  aum  €ur«e  HO  statt  100. 
t  sieb:    Wie  gross  ist  der  Zinsfuss,  «er» 


SL: 
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'^^^  Ab   die  erhaltene  Somine  in  40  Jahren 

<>     4^^  Nf!?«'<^»    das  der  Staat  zu  4  Pi'o- . 

^^^  i4|^  \ll   samnit    den   daraus    ffillig 

4J^  ^^Sn             j^  ^^ng  der  Anleihe  verwendet 

^^^'S^  "^    dasselbe   zur  Tilgung 

^^     ^  ass  der  Staat  halbjährlich 

>-                         ^  »^endenden  Mitteln  noch  eine 

'  /  iche? 


/  » 
j^ 


}t^  »en  wird  die  Anleihe  getilgt  sein, 

8  Aufgeldes  zur  Tilgung  derselben 
n? 

zu  a).    Nennt  man  die  Summe,  welche  halbjähr- 
jg  und  Verzinsung  einer  Anleihe  von  10  Millionen 
cent  in  40  Jahren  erfordert  wird,   L^  so  hat  man  zu 
»timmung : 


If  III 


-  ITJiTS  "•"  1,0175»  +  1.0176»  ■•"•' 1,0175» 


-  ^'    0  01^- =  X- 42,8798347 


II       III   I 


^  ==  42.87Ä7  ^  233209,3. 

deo  Zinsfass  zu  finden ,   bat  man  die   halbjährliche   Summe 
'h  80  Halbjahre  zu  rabattiren.   N^nnt  man  den  jährlichen  Zins- 
Xi  Bo  wird  die  hieraus  sich  ergebende  Summe  dem  Kapital 
it  Aufgeld  gleichzusetzen  sein.    Das  Aufgeld  beträgt: 

10000000.0,1  =  1000000. 

roach  ist: 

5^  iiimnimA     283209,3  .  233209,3  ,       233209,3 

3)  »«WüOO  = -j^Qj^  + -T^ 

1  —1  Oa;,-» 

=233209.3.i-^-. 


I  Hill 


1-I.ttr,-'»_11C _ 

*'  0,0a:,       —  233209,3  "  *'>"*'^^- 

l'ktit  XXXVII.  13 


188  Oelifnger:    Weitere  Ausführung 

Hiernacb  stellt  sich  die  niederste  Grenze  des  Zinsfusses,   worin 
'  sich  diese  Anleihe  für  einen  Theilnehmer  verzinst,    auf: 

8)  p  =  5,3136.... 

Die  Grenzen  liegen  also  zwischen  10,395  und  5,3)3....  Die  Rieb- 
tigkeit  des  in  No.  8)  gefundenen  Werthes  bestätigt  sich,  wenn 
man  ihn  nach  der  ersten  Methode  prüft.  Eine  Methode,  wodurch 
der  Zinsfuss  p  aus  den  Gleichungen 

näherungsweise  sehr  leicht  gefunden  werden  kann,  habe  ich  io 
meiner  Anleitung  S.  301  u.  ff.  gegeben,  worauf  ich  verweise. 


§•  62. 
Aufgabe. 

Folgender,  der  Wirklichkeit  entnommene  Fall  soll  hier  noch 
eine  Stelle  finden. 

Bei  Begebung  der  grossherzoglich  badischen  Lotterie- Anleihe 
vom  Jahre  1845  im  Betrage  von  14  Millionen  Gulden  fand  eine 
wirkliche  Concurrenz  einiger  Bankhäuser  statt,  die  dem  Staate  zu 
einem  bedeutenden  Vortheile  gereichte.  Eine  Gesellschaft  meh- 
rerer Bankhäuser  erbot  sich,  110^  fiir  jeden  Schuldschein  von  100 
zu  zahlen.  Die  Anleihe  wurde  dieser  Gesellschaft  zugewiesen. 
Der  Staat  bekam 

14000000. 1,10625  =  14875000 

statt  14  Millionen  und  hatte  einen  Gewinn  von  1487500  Gulden. 
Die  Anleihe  wurde  zu  3,5  Procent  bei  einer  Tilgungszeit  von  40  Jah- 
ren abgeschlossen.  Die  Tilgung  und  Verzinsung  ^schiebt  baib- 
jährlich.  Diese  Bemerkungen  geben  Veranlassung  zu  folgender 
Frage,  wobei  wir  der  bequemeren  Rechnung  wegen  für  die  An- 
leihe die  Summe  10  statt  14  Millionen  und  ein  Aufgeld  von  10 
statt  10,625  Procent  wählen. 

1)  Eine  Anleihe  von  10000000  ist  unter  der  Bedin- 
gung abgeschlossen,  dass  sie  zu  3,5  Procent  verzinst 
in  40  Jahren  durch  gleiche  halbjährlich  zu  bezahlende 
Summen  verzinst  und  getilgt  werde.  Ein  Darleiher 
übernimmt  die  Anleihe  zum  Curse  110  statt  100. 

a)  Es   fragt  sich:     Wie  gross  ist  der  Zinsfuss,  wenn 
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dieSfbuld   dorch   die  erhaltene  Somine  in  40  Jahren 
getilgt  werden  soll.  ' 

b)  Das  erhaltene  Aufgeld,  das  der  Staat  zu  4  Pi'o-  . 
eeot  verwenden  kann,  soll  samnit  den  daraus  ffillig 
werdenden  Zinsen  zur  Tilgung  der  Anleihe  verwendet 
Verden.  Es  fragt  sich:  reicht  dasselbe  zur  Tilgung 
»d  Verzinsung  aus  oder  muss  der  Staat  halbjährlich 
lisser  den  hieraus  zn  verwendenden  Mitteln  noch  eine 
Ssinme  zulegen,  und  welche? 

c)  In  wie  viel  Jahren  wird  die  Anleihe  getilgt  sein, 
ireoD  die  Zinse  des  Aufgeldes  zur  Tilgung  derselben 
ferwendet    werden? 

AnflSsung  zu  a).  Nennt  man  die  Summe,  welche  halbjähr- 
Ücfa  zur  Tilgung  und  Verzinsung  einer  Anleihe  von  10  Millionen 
bei  3^5  Procent  in  40  Jahren  erfordert  wird,  L,  so  hat  man  zu 
ihrer  Bestimmung: 

I)      10000ÜOO--^jjyg  +  |^gä  + j^gj^  +  ....jQjyg^ 
=  L.^""jffj|^~==I>. 42,8798347, 


ud  hieraas : 


II    III I 


^  ^ = 42.8799347  ="  233209,3. 

Um  den  Zinsfiiss  zn  finden,  bat  man  die  halbjährliche  Summe 
durch  80  Halbjahre  zn  rabattlren.  N^nnt  man  den  jährlichen  Zins- 
bsa  z,  so  wird  die  hieraus  sich  ergebende  Summe  dem  Kapital 
ummt  Aufgeld  gleichzusetzen  sein.    Das  Aufgeld  beträgt: 

10000000.0,1  =  1000000. 

Beroacb  ist: 

*  imnmmn     M3209,3  .  233209.3  .       233209,3 

3)        "«"«»= -i;g5r'*^Töir«""'^'"Töv^ 


1— I  0^.-*o 
=233209.3.^     OE 


IaIbo 


I   IUI 


*^  Ö^      ~  23^'3  -  '*7»lß'^^ 
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Wendet  man  ijud  die  in  meiner  Anieitang  8.  301.  gegebene 
Methode  an  und  sucht  in  der  entsprechenden  Tafel  in  der  SOsten 
Horizontalreihe  die  Zahl  47,16792  auf,  so  föllt  dieselbe  zwischeD 
46,407323  und  50,386657,  also  näher  an  erstere  als  letztere.  Der 
fragliche  Zinsfuss  Xi  liegt  also  näher  bei  1,5  als  bei  1,25.  Inter- 
polirt  man,  so  ergibt  sich  derselbe  zu  1,5  —  0,0477....  =  1,45  ganz 
nahe  und  der  Staat  hätte  hiernach  das  Kapital  in  dem  Zinsfoss 
2,9  zu  verzinsen. 

Untersucht  man  nun  den  gefundenen  Werth  nach  der  ersten 
Methode  des  §.  59. ,  also  mit  Rücksicht  auf  No.  3)  dieses  Para- 
graphen,  nach  der  Gleichung: 

1  —  1  0145-80 

5)  j:,  =  233209,3.— qL--, 

so  hat  man: 

Ig  l,0146-«o=  0,4998360—  1  =  Ig0,3161084, 
^  _  oQQOAo  1  '-0>3161084  _  233209,3.0,6838916 

lg  233209,3  =5.3677459 

Ig0,6838916  =  0,8349873—1 

5.2«27332 

Ig0.014ö       =0,1613680—2 

N.  7,0413652=  10999600, 

6)  £,=10999500. 

Der  60  fi3r  K^  gefundene  Werth  ist  daher  von  demjenigen,  der 
nach  No.  3)  hätte  gefunden  werden  sollen,  nur  um  tlOOOOOO 
— 10999500  =  500  von  dem  richtigen  verschieden.  Der  gefundene 
Zinsfuss  2,9  ist  daher  ganz  nahe  genau  und  um  ein  ganz  Unbe- 
deutendes zu  gross. 

Auflösung  zu  b).  Nach  No.  2)  wird  zur  Tilgung  der  An- 
leihe halbjährlich  die  Summe  233209,3  erfordert.  Man  findet  die 
Tilgungssumme  des  ersten  Halbjahres,  wenn  man  den  halbjähr- 
lichen Zinsbetrag  der  Schuld  10000000.0,0175  =  175000  hievon 
abzieht,  und  erhält  daher: 

Ai  =  233209,3 — 175000  =  68209.3. 

Soll  nun  das  Aufgeld  von  1000000,   das  zu  4  Procent  verwendet 
werden  kann,  zur  Schuldentilgung  während  80  Halbjahren  vervren 
det  werden,  so  ergibt  sich  die  Summe  X,  welche  halbjfibrUcb  hie 
fiir  disponibel  gemacht  werden  kann,  aus  folgender  Gleichnog; 


der  patitf sehen  Arithmctfh.  191 

iüWüuu~j^^  +  jQ2,i^j^3-^..  .^Q2iw-^-      0,02       • 
nd  hieraoA : 

-  ,     1000000.0,02     Joooqoü  __,„, 

Hiernach  mass  der  Staat  ausser  den  Zinsen  die  halbjährliche  Summe 

8)  S  =  68-209,3 — 25160,7  ==  23048,6 

zQscfaiessen ,  denn  er  kann  25160,7  aus  dem  Aufgeld  halbjährlich 
schupfen.  Aus  eigenen  Mitteln  hat  dann  der  Staat  halbjährlich 
nar  die  Summe  208048,6  zur  Verzinsung  und  Tilgung  zu  ver- 
vrenden,  um  in  40  Jahren  die  ganze  Schuld  zu  tilgen. 

Das««  diese  Werthe  richtig  sind,  ergibt  sich  aus  folgender 
einfachen  Priifung: 

1 1  0175-*^  I  —  1  0175-*^ 

25160,7.       (j'ßjyg        +208048.6.       ^^yj^    - 

=  25160,7.42,8799347  +  208048,6.42.8799347 

=  1078889,3  +  8921110,6  =  9999999.9. 

Auflösung  zu  c).  Da  das  Aufgeld  zu  4  Procent  benutzt 
werden  kann,  so  beträgt  die  Tilgungssumme  eines  jeden  Halb- 
jahres 1000000.0,02==  20000.  Sie  wächst  in  diesem  Falle  nach 
dem  frfiber  Gesagten  halbjährlich  um  2  Procent.  Die  Anleihe  wird 
daher  getilgt  sein,  wenn  die  halbjährlich  verwendbaren  Summen 
der  Schaldsamme  gleichkommen.    Diess  ftihrt  zu  der  Gleichung: 

«)  10000000  =  20000.^^^^. 

Hieraus  bestimmt  sich  die  Zahl  der  Halbjahre  (n)  durch 

,0)  „l.j£.'L-.lMi^-12i089 

m  \%  1,02  "•  0,0086002  ~  *-^^'"^^- 

Die  ganze  Anleihe  wird  also  allein  durch  die  Zinsen  des  Auf- 
iceldes  in  61,5  Jahren  getilgt  sein,  wobei  der  Staat  in  dieser  Zeit 
nur  die  Zinse  der  Anleihe  halbjährlich  im  Betrage  von  176000 
ZV  zahlen  hat. 

ö.  63. 

Allgemeine  Bemerkungen  aber  Staatsanleihen  und  die 
Tortheilhafteste  Art  ihrer  Tilgung. 

Der  Zweck  der  Aufnahme  einer  Staatsanleihe  ist  die  Befirie- 

13* 
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(ligung  irgend  eines  eintretenden  Bedürfnisses,  das  nicht  aas  den 
laafenden  Einnahmen  gedeckt  werden  kann.  Diese  BedQrfnisse 
können  verschiedener  Natur  sein  und  in  mancherlei  Verhältnissen 
ihren  Grund  haben,  wodurch  sich  wohl  auch  die  Art,  sie  zntil* 
gen,  bedingen  wird.  Hieher  geboren  Ausgaben  von  vorObergeh- 
ender  Natur,  wie  der  einmalige  Ausfall  in  den  Jahretteinnahmen 
und  ein  dadurch  entstehendes  Deficit ^  oder  Ausgaben  fiSr  blei- 
bende Einrichtungen,  wie  die  Anlage  der  Eisenbahnen,  Verkehrs- 
wege, Culturverbesserungen ,  Herstellung  von  Gebäuden,  Einrich- 
tung neuer  Industrie- Anstalten  u.  s.  w. 

Es  kann  nun  nicht  die  Absicht  sein,  hier  auf  eine  Er5rtening 
dieser  Bedürfnisse  einzugehen,  da  unsere  Aufmerksamkeit  nur 
darauf  gerichtet  ist,  die  vortheilhafteste  Einrichtung  der  Tilgungs- 
pläne anzudeuten. 

Nach  den  in  diesem  und  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  an- 
gestellten Untersuchungen  treten  hauptsSchlich  drei  TilgungsplSne 
hervor,  die  Berflcksichtigung  verdienen: 

a)  Tilgungspläne,  bei  welchen  die  Zahlungssummen  abnehmen, 

b)  solche,   bei  welchen  die  Zahlungssunimen  zunehmen,  und 

c)  solche,   bei  welchen  dieselben  gleich  gross  sind. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  im  ersten  Falle  die  Gegenwart  und 
die  ihr  zunächst  liegende  Zeit  mehr  als  die  spätere  Zukunft  be- 
lastet und  die  Steuerkraft  der  Staatsangehörigen  in  ungleichem 
Maasse  in  Anspruch  genommen  wird.  Dasselbe  gilt  umgekehrt 
im  zweiten  Falle,  in  welchem  die  Gegenwart  und  die  ihr  zunächst 
folgende  Zeit  auf  Kosten  der  späteren  Generation  erleichtert  wird. 
Beiden  Ungleichheiten  begegnet  die  dritte  Tilgungsart,  indem  die 
frühem   und  spätem  Generationen  gleichförmig  belastet  werden. 

Die  erste  Tilgungsart  ist  die  ungewöhnliche,  und  es  ist  »0* 
nicht  bekannt,  dass  ein  derartiger  Tilgungsplan  von  den  Finans- 
verwaltungen  gewählt  wurde.  Dennoch  möchte  es  Fälle  geben, 
worin  diese  Tilgungsart  gerechtfertigt  wäre,  namentlich  dann, 
wenn  ein  vorübergehender  Ausfall  in  den  Einnahmen  durch  eine 
Anleihe  gedeckt  werden  soll.  Man  kann  wohl  verlangen,  dass 
wenn  der  Fall  eintritt,  dass  die  Einnahmen  zur  Deckung  der  lau- 
fenden Verwaltungskosten  nicht  hinreichen,  die  Gegenwart  ge- 
halten sei,  ihre  Bedürfnisse  aus  ihren  Mitteln  durch  Einhebung 
vorübergehender  höherer  Steuerbeträge  zu  bestreiten.  Ist  diess 
aber  nicht  möglich  oder  wird  dieser  Weg  nicht  betreten,  so  ist 
es  billig,  dass  die  Jetztzeit  in  diesem  Falle  stärker  belastet  werde, 
als  die  Zukunft,   und  sich   nicht  auf  Kosten  der  spätem  Genera- 
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tion  erleichtere.  JedenfallH  dürften  Tilgungspläne  mit;  wachsen- 
den Sammen  hier  nicht  gewählt  werden.  Ein  Gleiches  gilt  bei 
solchen  Einrichtungen  oder  Verbesserungen,  welche  hauptsächlich 
im  Interesse  der  Gegenwart  hegrflndet  sind. 

Häufiger  wird  die  zweite  Art  gewählt,   wornach  die  Anleihen 
durch  steigende  Zahlungssumnien  getilgt  werden.     Diess  ist  der 
Fall  bei  der  grossherzoglich   badischen  Eisenbahn -Anleihe   voin 
Jahre  1845  (§.56.)  und  auch  bei  der  Lotterie -Anleihe  vom  Jahre 
1840.   worüber  das  Nähere  in  meiner  ,,  Theorie  der  Lotterie -An- 
leben"   nachzusehen  ist.     Diese  Tilgungsart  mag  zum  Theil   in 
der  Neigung  einer  Finanzverwaltung  liegen,   die  Befriedigung  der 
dem  Staate  obliegenden  Schuldigkeiten  der  spätem  Generation  zu 
jiberantworten.    Doch  ist  abgesehen  von  dieser  Möglichkeit,  nicht 
zu  verkennen,  dass  diese  Tilgungsweise  bei  vielen  Fällen   in  der 
Sache  begründet  ist.    Hieher  gehören  alle  Anleihen,  die  für  "Eisen-, 
bahnen   oder   solche  Verbesserungen   und  Einrichtungen  gemacht 
werden,  deren  Vortheile  und  Erträgnisse  sich  erst  vollständig  in 
der  Zukunft  entwickeln,    also  auch  dieser   zu  gut  kommen.     Es 
ist  daher  gerechtfertigt,    dass   die   spätere  Generation  eine  dem 
grössern   Vortheil  entsprechende   grössere  Belastung  übernehme. 
Ferner  ist  nicht  zu  übersehen,   dass   mit  Verbesserung   der  Ver- 
kehrswege sich  die  Industrie  und   der  Verkehr  und   dadurch  die 
SteuerkrafI  hebt,  und  daher  der  Zukunft  eine  grössere  Belastung 
aDgemuthet  werden  kann. 

Weniger  als  der  zweite  ist,    so  viel  mir  bekannt,    der  dritte 

Weg  betreten.    Hierher  gehört  die  preussische  Anleihe  vom  Jahre 

'1869  (§.  58.),    die   durch   gleiche    Zablungssunimen    getilgt    wird. 

Sie  dürfte  sich,  obwohl  wenig  benutzt,  als  sehr  vorthcilballt  erweisen. 

Betrachtet  man  nämlich  den  Staat  im  Allgemeinen,  als  nicht 
einem  bestimmten  Zeitraum  angehörig  und  in  seinem  Bestehen 
Dicht  an  einzelne  Jahre  geknüpft  und  eingeschlossen,  sondern  als 
von  einem  höhern  Standpunkte  aus  die  zeitlichen  Bedürfnisse 
beobachtend  und  ihre  Befriedigung ,  überwachend ,  die  WAnsche 
und  Hoffnungen  der  Zukunft  über  den  Interessen  der  Gegenwart 
nicht  vergessend,  nnd  umgekehrt,  ausgleichend  nach  allen  Be- 
ziehungen, beständig  in  zeit-  ^nd  sachgemässer  Entwickelung 
begriffen,  als  einer  und  derselbe  in  allen  Verhältnissen  und  Zei- 
ten, so  dürfte  eine  gleichförmige  Belastung  seinem  Wesen  und 
der  Förderung  seiner  Interessen  am  saohgemässesten  entsprechen, 
und  jedenfalls  derjenigen  vorzuziehen  sein ,  welche  eine  Zeitpe- 
riode vor  der  andern  erleichtert,  wenn  nicht  entscheidende  Gründe 
eine  Ausnahme  bedingen.     Treten  diese  aber  maassgebend  ein, 
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so  wird  nach  dem  Gesagten  im  einzelnen  Falle  inuner  die  rkh* 
tige  Ausgleichung  gefunden  werden  können.  Wird  in  einem  sol- 
chen Falle  ein  Tilgungsplan  etwa  mit  steigenden  Zahlungssumiuen 
tiir  einen  grössern  Zeitraum  gewählt,  so  dürfte  dahin  zu  wirken 
sein ,  dass  sich  dieselben  nicht  schliesslich  zu  einer  solchen  Hube 
erheben,  dass  die  Durchführung  illusorisch  gemacht  und  seihst 
wieder  eine  neue  Anleihe  erfordert  wird,  um  dem  Staate  die  Ein- 
haltung seiner  Verpflichtungen  zu  ermöglichen.  Hiedurch  wurde 
die  Tilgung  der  Anleihe  nicht  erwirkt,  sondern  auf  einem  spfitero 
Zeitraum  hinausgeschoben. 

Diese  Bemerkungen  finden  z.  B.  ihre  Bestätigung  bei  der  Til- 
gung der  badischen  Lotterie-Anleihe  vom  Jahre  1840  im  Betrage 
von  5  Millionen  Gulden ,  die  einen  Zeitraum  von  25  Jahren  umfasst. 

Diese  Anleihe  ist  auf  den  sehr  günstigen  Zinsfuss  3,5  basirt, 
wird  aber  nach  einem  so  ungünstigen  Plane  getilgt,  dass  die  an- 
fängliche Schuld  von  5000000  nach  16  Jahren  sich  auf  die  Hohe 
von  5503176  Gulden  steigert,  anstatt  zu  sinken,  und  die  eigent- 
liche Kapital- Abtragung  in  die  letzten  8  Jahre  des  Tilgungsplans 
zurückgedrängt  wird.  Diess  hat  zur  Folge,  dass  die  letzten  acht 
Zahlungssummen  zusammen  5971675  (nahe  6  Million  Gulden)  und 
die  drei  letzten  je  eine  Million  in  runder  Zahl  betragen,  während 
eine  Reihe  von  Zahlungen  in  den  früheren  Jahren  nicht  einmal 
die  Zinse  der  Schuld  absorhirt. 

Auf  das  Unvortheilhafte  solcher  Tilgungspläne  habe  ich  schon 
in  meiner  „Theorie  der  Lotterie  -  Anlehen''  pag.  43.  u.  ff. 
aufmerksam  gemacht  und  verweise  deswegen  dorthin. 

Ist  nun  ein  Tilgungsplan  auch  auf  ganz  ungünstige  Weise 
entworfen  und  festgestellt,  |so  kann  allerdings,  wie  ich  schon  io 
meiner  Anleitung  gezeigt  habe,  und  wie  auch  aus  den  in  diesem, 
dem  ersten  und  dritten  Kapitel  aufgestellten  Sätzen  hervorgebt, 
nachgewiesen  werden,  dass  die  nach  ihm  falligen  Zahlungssummeo 
(Zinse  und  Tilgungssummen)  immer  auf  den  Werth  der  aufge- 
nommenen Schuld  zurückführen,  wenn  sie  in  demselben  Zinsfun« 
rabaftirt  werden,  worin  die  Anleihe  verzinst  wird;  Objectiv  er- 
gibt sieb  also  hieraus  kein  Nachtheil  für  den  Schuldner.  *  Den- 
noch kann  eine  Schuld  nach  verschiedenen  Tilgungsplänen  zurück- 
gezahlt werden,  und  es  wird  sich  zeigen,  dass  in  dem  einen  oder 
andern  Falle  eine  grossere  oder  kleinere  Gesammtsumme  in  den 
nämlichen  Zeitraum  gezahlt  werden  muss,  wenn  man  sämnitlicbe 
Zahlungssummen  unter  einander  vergleicht,  während  die  Rabatt!* 
rung  In  dem  einen  oder  dorn  andern  Falle  immer  auf  die  gleiche 
Summe  führt.  Im  zweiten  und  dritten  Kapitel  wurde  schon  in 
den  bezüglichen  Fällen  hierauf  hingewiesen. 
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Es  ist  nun  klar,  dass  jeder  Privatmann »  der  eine  Schuld  za 
%eo  haty  denjenigen  Tilgungsplan  vor  dem  andern  wählen  wird, 
welcher  von  ihm  im  Laufe  der  Zeit  die  geringeren  Zahlungssnro« 
oeo  fordert.  £ine  sorgfältige  und  sparsame  Finanzverwaltung  wird 
irohl  dasselbe  thun  Es  dflrfte  sieh  daher  der  Mühe  lohnen,  den 
nibern  Nachweis  über  die  vortheilhafteste  Einrichtung  der  Til- 
gongspläne  zu  geben. 


Fortsetzung. 

Zur  Lieferung  dieses  Nachweises  nehmen  wir  die  Elemente 
aus  dem  dritten  Kapitel  und  vergleichen  die  verschiedenen  Til- 
gungsplftne  nach  dem  in  §.  63.  gegebenen  Schema  unter  einander. 

a.    Tilgungspläne    bei   gleichen    Abtragssummen. 

Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung  jährlich  und  soll  die 
Gesammtsumme «  welche  im  Laufe  der  Tilgungszeit  zu  zahlen  ist, 
bestimmt  werden,  so  hat  man  die  In  No.  1)  §.  32.  angegebenen 
Werthe  sosammen  zu  zählen.    Hiernach  erhält  man: 

l)  S,=«/l  +  iiir.O,Op— ?^^j^i4.0,0^ 

=ni4 +  n(i:— (n— 1)  2).0,Qp. 

Geschieht  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung  halbjährlich, 
so  e^bt  sich  die  Gesammtsumme  fär  die  ftlligen  Werthe  aus 
der  Gleichung  No.  8)  $.  32.  und  man  erhält: 

5t= w^+2iijr.o,(]!Pi -25^5izy^.o 

Da  nun  2.0,(^71=^2.0,01= 0,0p  ist,  so  entsteht: 

Nach  No.  1)  und  No.  2)  ist  Si=S^.    Diess  fiBhrt  zu  dem  Satze: 

3)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Abtragssummen 
getilgt,  und  geschieht  die  Tilgung  jährlich,  die  Ver- 
zinsung   aber    jährlich    oder    halbjährlich,    so    ist    die 
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Summe  sämmtlicher  nach  den   beiden  Tllgungsplftnen 
f&Jligen  Zahlungsleistungen  gleich  gross. 

Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und  so, 
dass  die  halbjährliche  Tilgungssumme  die  Hälfte  der  jährlicheo 
Ai  =1^  ist,  so  kommt  die  Gleichung  No.  12)  §.  32.  in  Anwendung 
und  die  Summe  sämmtlicher  nach  dem  Tilgungsplane  fällig  wer- 
denden Zahlungen  ist: 

4)  ÄB  =  2«^,+2iij:.0,0pi  -^^^^^^-A^.Ofipi. 

Nun  ist  2/l|  =  J,  2.0,0pi=0,Qp,  (2n-l).-rli=2(n-4)^i=(«-i)i, 
und  hieraus  durch  Einföhrung: 

Vergleicht  man  nun  Si  oder  iS^  mit  iS^  ^^^  bemerkt,   dass 

(Ä-(ii-l)  ^)O.Qp>  (Jr-(n-i)|)0,0p 
oder 

{K-  ^  +  5)  0,0p  >  {K-f-^  +  ^  0.(V , 

SO  folgt  hieraus: 

6)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Abtragssani' 
men  getilgt  und  geschieht  die  Versinsung  und  Tilgung 
halbjährlich  und  so,  dass  die  halbjährliche  Tilgungs* 
summe  die  Hälfte  der  jährlichen  Tilgungssumme 
(/li=i/l)  beträgt,  so  ist  die  Summe  sämmtlicher  Dach 
dem  Tilgungsplaoe  fälliger  Zahlungsleistungen  klei- 
ner, als  wenn  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung 
jährlich  oder  halbjährlich  in  der  gleichen  Zeit  ge- 
schiebt. 

Derselbe  Satx  gilt,  wenn  die  Abtrags-  oder  Tilgungssummen 
um  gleich  viel  zu-  oder  abnehmen. 

Schon  in  §.  33.  und  $.  36.  u.  s.  w.  wurde  im  besoodern  Fall 
auf  diesen  Satz  hingedeutet.    Hier  findet  er  sieb  bewiesen. 


der  poHänchen  Arithmetik.  197 


b.  Tilgon^spläne,  bei  welchen  die  Abtrags-  oder  Til- 
gaogssrnnmen     in    einer    geometrischen    Progression 

wachsen. 

Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung  jährlich,  so  ergibt  sich 
fär  die  Summe  aller  nach  dem  Tilgungiiplane  erforderlichen  Zah- 
lungsleistungen aus  No.5)§. 39.  durch  folgende  Gleichung: 

=.,..^+..j^.(,-s^)+...:*.- 

wenn  /I.OyOp»  um  die  Reihen  cu  vervollständigen ,  zu-  und  abge- 
zählt wird.  Ist  n  keine  ganze  Zahl ,  so  mnss  noch  die  Restschuld 
S%  zugezählt  werden. 

Geschieht  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung  halbjähr- 
lich, 80  entsteht  aus  No.  16)  $.  39.  Hir  die  Gesammtsumme  aller 
nach  dem  Tilgungsplan  fölliger  Zahlungsleistungen: 

8) 

o      q„jrnn..  i    «  »»0«^-'     ^A.OfiPi   l,Oto"-l     <inA.(ifiPi 

Auch  hier  ist  erforderlichen  Falls  die  Restschuld  8%  zu  bertlck- 
sichtigen.  Aus  No.  7)  und  No.  8)  folgt,  dass  S|  =  iS,  ist.  Der 
in  No.  3)  aufgestellte  Satz  gilt  auch  hier. 

Geschieht  aber  die  Tilgung  und  Verzinsung  halbjährlich,  so 
kommt  No.  21)  §.  39.  in  Anwendung.  Setzt  man  nun,  um  eine 
Vergleichung  *mit  No.  7)  und  No.  8)  zu  gewinnen,  den  Procent- 
satz, um  welchen  die Theilungssumme  halbjährlich  wächst,  u>i  =^10, 
and  die  halbjährliche  Tilgungssumme,  die  vorerst  in  Frage  steht, 
Ax,  so  ist  die  Gesammtsumme  aller  Zahlungsleistungen: 

&-2«ir00o+^    t'0"H''-l       ,    0.0p.  Ifito^^-l   'inJ,.O.Op, 
«,  _  2nK.0,0p^+A,       QQ^      -  A^  •  ^  ^^  *    0,0«^      '     ÖM     ' 

wenn     nn^^  ^u'  VervolUtKndigong  der  Reihen  zu-  und  abg»- 

«ihh  wird.  Da  nun  2.0,0!^,  =0,0|i,  5^=Q^i«t>  so  geht  diese 
GleichoDg  in  folgende  fiber; 
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wobei  noch  erforderlichen  Falls  iSsn  zugezählt  werden  iiiiiss. 

Vergleicht  man  nun  No.  9)  mit  No.  7)  oder  No.  8),  so  Ist  so 
bemerken,  dass  es  sich  in  beiden  Fällen  um  Tilgung  einer  und 
derselben  Anleihe  K  in  dem  gleichen  Zeitraum  n  handelt,  und 
dass  die  Anleihe  getilgt  sein  wird,  wenn  die  sämmtlichen  Til- 
gungssummen der  Anleihe  gleich  gekommen  sind.  Hiemach  hat 
man  fär  No.  7)  und  No.  8) : 

und  fär  No.  9) : 
und  hieraus: 


^")  ^-     0,0w     -""^^       0,Otri 


Wendet  man  den  Inhalt  dieser  Gleichung  auf  die  Beurtheiluog 
des  Werthes  von  S|  und  S^  in  Beziehung  auf  S^  an^  so  zeigt 
sich  in  No.  7),  No.  8)  und  No.  9)  dass  die  beiden  ersten  Glieder 
einander  gleich  sind  und  dass  daher,  wenn  S^  von  5|  oder  S^ 
verschieden   ist,    der  Grund   des   Unterschiedes  in    dem    dritten 

Gliede  — ^\v*  und  Jl.  '  ^  liegen  müsse.  Dm  diess  zu  be- 
stimmen, dient  die  Gleichung  No.  10).  Aus  ihr  erhält  man,  wenn 
die  rechte  Seite  mit  2  multiplicirt  und  dividirt  wird: 

"^      Oftw     ""       2.0,0wi        ""^^»*      O.Ow      ' 

und  hieraus: 

A        I,Otr,««  —  1 


11) 


2Ai  ""    l,Oti>"— 1 


Da   nun,    wie  früher  gezeigt   wurde,    l,Otri*»  —  1  >  l,Oi€*  —  1, 

wenn  tDiT=\u>,  so  ist  auch  A  >  2Ai  oder  -5  >  ^Ig,   folglich  auch 
11.1.0,0p  0,t)p 

Hieraus  folgt,  dass  auch  in  dem  vorliegenden  Falle  <Si  >  ^ 
ist.  Es  gilt  daher  auch  der  in  No.  6)  aufgestellte  Satz  jedoch 
unter  der  Voraussetzung: 
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12)  dasa  die  Tilgungssumme  des  ersten  Halbjahre« 
kleioer    als    die   Hälfte   von   der   des  ersten  Jahres  in 

No.  7)  oder  No.  8)  ist,   ^^j  <  «• 

Die  frfihere  Voraussetzung,  dass  J|=-^,    ist  nicht  zulässig, 

irie  sich  leicht  zeigt.  Setzt  man  nämlich  Ai:=z\A  in  No.  9),  so 
p^i  diese  Gleichung  nach  den  gehörigen  Veränderungen  in  fol- 
gende uher: 


.3,  .,=.r(..<^+.,y^.(._J^)+:^. 

da  2.0,0ii?,  =0,Otc  ist.  Es  wird  daher,  da  l,0tci*»— 1>  ^Oto"  - 1 
ist,  «$4  >  S^  sein.  Dieses  Resultat  steht  im  Widerspruch  mit 
No.  10),  weil  offenbar 

l,Oto»»— 1      A    l,Otoi^— 1  \fiwi'^^  —  1 

"^^     0,Otc     ^  2  •      0,0fci      ""'^-       0,0w 

ist,  also  nicht,  wie  No.  10)  verlangt,  gleich  gross  sein  kann. 

Wird  dennoch  Ai  =4^  in  No.  21)  §.  39.  oder  in  No.  9)  dieses 
Paragraphen  gesetzt,  so  ist  die  nothwendige  Folge,  dass  2n<n 
sein  muss,  um  der  Gleichung  No.  10)  zu  genfigen,  und  wenn  der 
Tilgungsplan  No.21)§.  39.  in  Kraft  bleiben  soll.  Ist  aber  2n<ii, 
dann  wird  auch  der  Satz  No.  6)  wieder  in  Kraft  treten. 


c    Tilgungspläne,    bei   welchen    die  Zahlungssuromen 
(Zinse  und  Tilgungssummen)  gleich  gross  sind. 

Die  zu  gewinnenden  Resultate  ergeben  sich  in  diesem  Falle 
sehr  leicht,  wenn  man  beachtet,  dass  sofort  nach  No.  14)  §.  39. 
der  Zinsfuss  und  der  Procentsatz,  um  welchen  die  Tilgungssuro- 
men steigen,  einander  gleich  sein  müssen.  Setzt  man  daher  p=w, 
so  hat  man  bei  jährlicher  Tilgung  und  Verzinsung  aus  No.  7) : 

14)  5|  =znE.OyOp  +nA^n(K.O,Op  +  A); 

bei  jährlicher  Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  aus  No.  8) : 

15)  5i=2nJr.0,0pi  +^^^^^^=^n(K.Ofip+A); 

bei  halbjährlicher  Tilgung  und  Verzinsung  aus  No.  9) : 

16)  Sji  =  2nK.  0,0p,  +2nAj^n(K.  0,0p  +  2  J,) , 

und  es  ist  S,  =  iS^;  S^  <  Si=zS^,  dsL  Ai<,^A  ist     Diese  Sätze 
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rechtfertigen  sich  auch  einfach  dadurch,  dass  K.f^S^-\-A  in  den 
beiden  ersten  Gleichungen  die  jährliche  und  JT.O^Opi-f/li  in  No.16) 
die  halbjährliche  Zahlungsleistung  ausdrückt  und  A^  <,\Ai  sein  muss. 

Hieraus  entnimmt  man  folgenden  allgemeinen  Satz: 

17)  Die  halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung  einer 
Anleihe  ist  unter  den  genannten  Bestimmungen  vor- 
theilhafter,  als  die  jährliche  Tilgung  hei  halbjährli- 
cher oder  jährlicher  Verzinsung,  denn  die  aus  ihr  hervo^ 
gehenden  Gesammtzahlungen  belasten  den  Schuldner  in  geringerem 
Maasse,  als  die  jährliche  Tilgung  mit  jährlicher  oder  halbjährlicher 
Verzinsung. 

Der  hier  nachgewiesene  Vortheil  geht,  wie  man  siebte  einzig 
aus  der  Einrichtung  des  Tilgungsplans  hervor  und  empfiehlt  sich 
von  selbst  allen  sorgföltigen  Finanzverwaltungen.  In  den  meisten 
mir  bekannten  Tilgungsplänen  ist  diese  Einrichtung  nicht  zur  Aus- 
föhrung  gebracht,  ob  sie  gleich  im  Interesse  des  Staates  liegt 
und  sich  leicht  in  der  Wirklichkeit  ausfuhren  lässt,  ohne  die  In- 
teressen der  Staatsgläubiger  im  Mindesten  zu  verletzen. 


§.66. 

Anwendung. 

Das  Gesagte  soll  an  besondern  Fällen  nachgewiesen  werden. 
Wir  wählen  hiezu  die  schon  behandelte  badische  und  prenssische 
Anleihe. 

Wird  die  badische  Anleihe  im  Betrage  von  10  Millionen  Gol- 
den bei  4  Procent  in  einem  Zeiträume  von  44  Jahren  durch  gleiche 
Abtragssunimen  getilgt,  so  ergibt  i^ich  die  Gesammtsumme,  weJcbe 
bei  jährlicher  Tilgung  und  jährlicher  oder  halbjährlicher  Verzin- 
sung auf  die  Heimzahlung  verwendet  werden  muss,  nach  No.  I) 
und  No.  2)  §.  04. ,  wenn 

ir=  10000000,   p  =  4,   n  =  44,    A  =  ^^^^^^  =  227272,72 

gesetzt  wird.    Es  entsteht: 

44  43 
S,  =44.22^i72,72  +  44. 10000000.0,04  +  ^—^.227272,72.0,04 

=  10000000  +  17600000  -  4600000 
=23000000, 
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bei  halbjährlicher  Tilgung  und  Verzinsung  nach  No.  4)$.  64.,   da 

,      10000000      ..^^\^       .  , 
i^  = ^-^ =  l]3o3o,oo....  ist: 

•  2) 

88  87 
5,  =  88. 113636,36  +  88.10000000.0,02- ^2"^*^^*'^**'*^ 

=:  10000000  -f  17600000—8700000 
=  18900000. 

Nach  dem  vom  Staate  aaf^estellten  Tilgungsplane  ist  zu   zahlen 
bei  jälirlicher  Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  nach  No  8)  §.64.: 

3) 

+  44.50000.^^  +  544 

=  17600000+50000. 199,7580319.  i + f*2^22  ^  12098,406 

=  17600000 + 3329300,5315  +  1466666,66 . . ..  +  12098.406 
=22408066,604. 

Würde  diese  Anleihe  nnter  den'  nSmlichen  Bedingungen  durch 
halbjSbrliche  Tilgung  und  Verzinsung  zurfickgezahlt,  so  w8re  die 
Tilgangssumine  des  ersten  Halbjahres  fflr  (0|=:3: 

_  10000000. 0.03 _  10000000  _ 
'*•"       1.03W-1       —415,9853932"^"*''"*' 

Ig  10000000    -7,0000000 

Ig415,985393  =  2,6190781 

N.  4,3809219=24039,30. 

Durch  Einfähmng  dieses  Werthes  in  No.  9)  §.  64.  'entsteht : 

4) 

5.  =44.10000000.0,04  +  24039,3.-2^^^3 — .i +88.24039^.} 

=  17600000  +  3333333,33  +  1410306,6 
=  22343638,9. 
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Wfirde  die  Anleihe  durch  gleich  grosse  Summen  tn  44  Jahren 
zurfickgezahlt  werden,  so  hat  man,  um,  die  Gesammtsumme  der 
Zahlungen  bei  jährlicher  Tilgung  und  jährlicher  oder  halbjährlicher 
Verzinsung  zu  erhalten,  zuerst  die  Til^ungssumme  des  ersten 
Jahres  A  bei  4  Procent  zu  bestimmen.    Es  ist: 

,     10000000 . 0,04  _  10000000      ^^,  ^, 

^"-    1,04**— 1     '^u^Aimm"^^^*^'^' 

Ig  10000000  =7,0000000 

Ig  1 15,41287  =  2,0622542 

N.  4,9377458  =  86645,«. 

Durch  Einföhrung  dieses  Werthes  in  No.  14)  oder  No.  15)  $.  64. 
entsteht : 

5)  5i  =  44(100000PO.O,04  -f  86645,46)  =  44.486645,46 

=  21412400,24. 

Geschähe  unter  dieser  Voraussetzung  Tilgung  und  Verzinsung 
halbjährlich,  so  hat  man  die  Tilgungssumme  des  ersten  Halbjah- 
res Ai  zu  bestimmen.    Sie  ist: 

^       10000000.0.02      10000000  _,^,,,^^ 
^1—       JÜ52W-1      -235,6177011""^'^^*'^' 

Ig  10000000  =7,0000000 

Ig  235,61770  =  2,3722080 

N.  4,6277920  =  42441,63. 

Durch  EinfUhrung  dieses  Werthes  in  No.  16)  §.  64.  entsteht: 

6)  S^  =  44(10000000.0,04  +  84883,26)  =  44.484883,26 

=  21334863,44. 

Aus  der  Vergleichung  der  gefundenen  Resultate  ergibt  sieb, 
dass  in  den  verschiedenen  Tifgungsplänen  die  Werthe  der  8% 
(halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung)  einen  Vortheil  gegen  die 
der  Si  (jährliche  Tilgung  und  jährliche  oder  halbjährliche  Ver* 
sinsung)  zeigen.  Bei  der  Heimzahlung  durch  gleichheitliche  Til* 
gungssummen  No.  1)  und  No.  2)  tritt  diess  am  stärksten  herror, 
wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  in  diesem  Falle  die  Gegen* 
wart  und  die  ihr  zunächst  liegende  Zeit  stärker  und  tu  Guostea 
der  spätem  Zeit  belastet  werden  würde. 

Die  in  No.  3) — No.  6)  gefundenen  Werthe  ordnen  sich  in  der 
Reihenfolge,  wie  sie  hier  zusammengestellt  sind.   Der  toid  Staate 


dar  poliUschen  Artthmetfk.  208 

fc«tge8teilte  Tilgungsplan  erfordert  nach  Nu.  3)  im  Ganzen  die 
Samme  von  22408066,69  w'tthrend  eine  einfache  Umänderung  in 
eioen  Tilgungspjan  mit  halbjährlicher  Verzinsung  und  Tilgung  nach 
No.  6)  nur  eine  Summe  von  2I334863»44  erfordert,  also  im  Gan- 
zen die  nicht  unbeträchtliche  Erleichterung  von  1063202,16  gewährt 
baben  wQrde.  Vergleicht  man  nun  mit  diesen  Resultaten  den  in 
{.56.  No.  7)  und  No.  8)  gegebenen  Tilgungsplan ,  so  schliesst  sich 
hieran  der  weitere  Vortheil,  dass  die  Jahresleistungen  nicht  die 
bedeutende  Huhe  erreichen»  wie  diess  dort  der  Fall  ist,  wo  sie 
dich  schliesslich  bis  über  600000  erheben.  Allerdings  stehen  die 
Zablungssnmnien  der  ersten  Jahre  etwas  hoher.  Dieser  Unter- 
schied beträgt  aber  höchstens  etwas  ober  30000,  der  sich  übri- 
geos  durch  die  steigenden  Summen  in  No.  8)  §.  56.  bald  ausgleicht. 

Wendet  man  nun  diese  Sätze  auf  die  preussische  Anleihe 
vom  Jahre  1859  an,  so  ist  die  Summe,  welche  in  36  Jahren  bei 
jährlicher  Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  erfordert  wird, 
nach  No.  15)§.64.,  wenn  ii=36,  p=5,  ^4=300000  gesetzt  wird ; 

7)  Ä|  =  36(30000000. 0,05  +  300000)  +  S^ 

=  64800000  + 1249103,1843  =  60049103,184. 

Geschähe  die  Tilgung  und  Verzinsung  halbjährlich,  so  kommt 
No.  16)  §.  64.  zur  Anwendung  und  man  hat  zuerst  Ai  zu  bestim- 
men.   Es  ist: 

_  30000000 . 0,025      30000000      ,,^^,,, ,, 
^*  ""       J,025^—  1       •"  196,6891225  ""  *^^^'^  • 

ig30000000  =  7,4771213 

lg  196,689122  =  2,29378ft3 

N.  5,1833410  =  152524,9. 

und  durch  Einfilhrang  entsteht: 

8)  ^  =  72(30000000.0.025  +  152524,9) =72. 902624,9 

=  64981792,8. 

0er  Werth  von  ^i  =  152524,9  ist  in  No.8)  grösser  als  ^^4  =  150000. 
Diess  führt  von  dem  Zutritt  der  Restschuld  ^e==  1^^103,18  her. 

WOrde  man  i4,  =1^1=:  150000,  die  Hälfte  der  jährlichen  Til- 
gnngssumme  wählen,  so  würde  sich  der  Tilgangsplan  nach  dem 
10  $.  64.  Gesagten  etwas  modificiren.  Pann  ist  zuerst  die  Til- 
guogszeit  zu  bestimmen.    Sie  ergibt  sich  aus: 

1,025»«- 1      30000000 


0,026      —     150000 


=  200, 
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und  beträgt  nach  den  Tafeln  73  Halbjahre  oder  36,5  Jahre»  während 
der  vom  Staate  angenommene  Tilgongsplan  36,723  Jahre  nach 
No.  6)  §.  58.  urofasAt. 

Berechnet  man  hiernach  die  zur  Heimzahlung  der  Anleihe  er- 
forderliche Gesammtsumme,  so  hat  man  die  Restschuld  fär  das 
368te  Jahr  zu  bestimmen.  ^  Sie  beträgt : 

1.026''*— 1 
St%  =  30000000  -  150000 .      qq^ 

r=z  30000000  -  150000.196,6891225 
=  496631,625.       . 

Die  Gesammtsumme  beträgt  daher  nach  No.  16)  §.  64. : 

9)  A4  =  36  (30000000 . 0,05  +  2 .  150000)  +  «r, 

=  64800000  -f  496631,625  =  65296631,625. 

Aus  der  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  Si  in  No.  7)  er- 
gibt sich  eine  Verminderung  von  nur  752471,559  Thir.,  die  jedoch 
noch  immer  nicht  unbedeutend  ist 

Die  beiden  hier  betrachteten  Anleihen  sind  nicht  von  beträcht- 
licher Grosse.  Es  ist  aber  klar,  dass  bei  Anleihen  von  100  und 
mehreren  Hundert  Millionen  sich  dieser  Vortheil  bedeutend  stei- 
gert. Jeder  Staat  kann  sich  diesen  Vortheil  aneignen,  denn  es 
ist  nur  eine  Umänderung  in  der  Tilgungsweise  und  der  Ebffih- 
rang  halbjährlicher  statt  jährlicher  Tilgung  nothig,  und  diess  kann 
zu  jeder  Zeit  geschehen. 


Grunert:    Allgemeine  Theorie,  der  tCrümmungsUnten,        205 


VI. 

Allgemeine  Theorie    der  Krummungslinien. 


Von 

dem    Heraasgeber. 


§.  1. 

In  der  Abhandlung  Tbl.  XXVllI.  Nr.  VIII.  habe  ich  die  Theo- 
rie der  Krümmung  der  Flächen  8o  weit  entwickelt,  als  dieselbe 
die  Krümmung  der  ebenen  Flächenschnitte  betrifft.  Den  Haupt- 
zweck jener  Abhandlung  habe  ich  mit  den  Worten  bezeichnet: 
»dass  die  betreffenden  Formeln  und  Gleichungen  sämmtlich  in 
einer  solchen  Weise  entwickelt  werden  sollten,  dass  sie  ohne 
irgend  welche  Coordinaten- Transformation  eine  unmittelbare  Ad- 
Wendung  auf  alle  besonderen  Arten  der  Flächen  gestatten 'S  ^o* 
bei  ich  zugleich  die  allgemeinen  Formeln  sämmtlich  so  dargestellt 
habe,  dass  sie  unmittelbar  aus  der  in  der  Form 

/'(ar,y,2)  =  0 

gegebenen  Gleichung  der  Fläche  bloss  durch  partielle  Differeo- 
tiatioD  der  Function 

abgeleitet  werden,  wogegen  man  frflher  meistens  die  Gleichung 
der  Fläche  unter  der  Form 

^^fiP^fV)  oder  z—f(x,y)^0 

za  Grunde  gelegt,  und  die  Formeln  von  den  partiellen  Differen- 
tialqootienten  von  z  nach  x  und  y  abhängig  gemacht  hat.  Dass 
aber  die  Gleichungen  der  Flächen  ursprünglich  unter  der  letzte- 
ren Form  nur  sehr  selten,  sondern  bei  Weitem  am  Häufigsten 
onter  der  ersteren  Form  gegeben  sind,  und  dass  also  hier  eine 
Läeke  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Flächen  auszufällen  war, 
Qoterliegt  wohl  keinem  Zweifel.    In  der  vorliegenden  Abhandlung 
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will  ich  nun  zur  Vervollständigung  der  froheren  die  in  so  vielen 
Beziehungen  wichtige  allgemeine  Theorie  der  KrQmmangslinien 
der  Flächen  nach  ganz  ähnlichen  Gesichtspunkten  behandeln,  was 
ich  in  meiner  ersten  Abhandlung  nur  unterliess,  um  derselben 
eine  nicht  zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben.  Eine  solche  Behand- 
lung der  allgemeinen  Theorie  der  Krummungslinien  scheint  mir 
för  die  höhere  Geometrie  ßedtirfniss,  da  die  Form  der  Gleichung 
der  Fläche: 

die  man  namentlich  bei  dieser  Theorie  immer  nur  zu  Grunde  ge 
legt  hat,  doch  jedenfalls  keineswegs  im  Allgemeinen  die  primi- 
tive Form  ist  und  manche  Unbequemlichkeit  hat,  wenn  man  auch 
bei  der  Anwendung  auf  besondere  Arten  der  Flächen  allerding? 
häufig  wieder  auf  die  letztere  Form  wird  zurückkehren  müssen, 
wo  sich  aber  die  erforderlichen  Formeln  immer  ganz  unmittelbar 
und  mit  der  grössten  Leichtigkeit  aus  den  ganz  allgemeinen  For- 
meln, die  ich  im  Folgenden  entwickeln  werde,  ableiten  lassen 
werden.  Auch  werde  ich  die  immer  lästigen  Coordinaten- Trans- 
formationen, wie  etwa  die  häufig  in  Anwendung  gebrachte  An 
nähme  der  Beruhrungsebene  der  krummen  Fläche  in  einem  ge- 
wissen Punkte  derselben  als  eine  der  Coordinatenebenen  im 
Folgenden  ganz  vermeiden,  um  mich,  was  mein  Hauptzweck  ist« 
immer  ganz  im  Allgemeinen  zu  halten.  Dass  sich  diese  Abhand- 
lung unmittelbar  an  meine  oben  erwähnte  frühere  Abhandlung 
anschliessen  und  die  in  derselben  gewonnenen  Resultate  als  be- 
kannt voraussetzen  wird,  brauche  ich  nach  dem  Bisherigen  wobi 
nicht  erst  besonders  zu  bemerken.  Bevor  ich  jedoch  zur  Theorie 
der  Krömmungslinien  selbst  übergehe,  schicke  ich  einige  Betrach- 
tungen über  einen  anderen,  mit  derselben  unmittelbar  zusammen 
hängenden  Gegenstand,  —  nämlich  über  die  sogenannten  conjn 
girten  BerQhrendeo,  —  voraus,  und  werde  auch  in  dieser  Abhandlung 
Alles  auf  ganz  strenge  Gränzenbetrachtungen  zurückföhren. 

In  letzterer  Beziehung  erlaube  ich  mir,  bevor  ich  zu  meinen 
eigentlichen  Gegenstande  öbergehe,  noch  eine  schon  in  dem  Ein- 
gänge zu  der  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Berührung  und 
Krümmung  der  Curven  in  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.  gemachte  Bemerkung 
hier  zu  wiederholen  und  von  Neuem  auf  dieselbe  hinzuweisen.  Für 
mich  wenigstens  hat  nämlich  bei  allen  diesen  ganz  allgemeinen 
geometrischen  Untersuchungen  über  Curven  und  Flächen  Das  bei 
Weitem  das  meiste  Interesse,  dass,  wie  in  dem  Gebiete  der  Zah- 
len, auch  im  Räume  unter  gewissen  Bedingungen  oder  Vor- 
aussetzungen ihrer  Lage  nach  ganz  bestimmte  räumliche  Objeete 
existiren,    welche  als  die  Gränzen  anderer  ihrer  Lage  nach  ver- 
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iMierlicher  rSamlicher  Objecte  zu  betrachten  und  aufsufassen  Bind, 
denen  diese  letzteren  unter  den  in  Rede  atehenden  Voraaaaetzun- 
gen  oder  Bedingun^^en  sich  ironier  mehr  und  mehr  ond  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  nähern,  mit  denen  dieselben  immer  ge- 
oiuer  and  genauer,  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit 
insamroen fallend  gemacht  werden  können.  Nach  meiner  voll- 
vollkommensten  Ueberzeugung  ist  diese  AnD'assungsweise  aller 
dieser  Dinge  die  allein  richtige  und  wahre,  auf  sie  muss  als  die 
allein  sichere  Grandlage  immer  zaruckgegangeii  werden,  wobei 
man  sich  auch  in  der  schönsten  Uebereinstiniroung  mit  allen  Shn- 
lieben  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  Zahlen  beflndet. 
Auch  gewährt  diese  AufTassungsweise  allein  wirkliche  Ceberzeu- 
gang  und  wahre  —  aber  auch  vollkommene  —  innere  Befriedigung. 
Daher  kann  ich  auch  alle  anderen  Behandlungsarten  dieser  Gegen- 
•tinde,  etwa  durch  das  sogenannte  Unendlichkleine,  wozu  man 
in  neuerer  Zeit  wieder  öfters  gegriffen  hat,  —  mögen  dieselben 
auch  die  Betrachtung  hin  und  wieder  abkürzen,  —  nicht  billigen 
und  denselben  meinen  Beifall  nicht  schenken,  weil  sich  bei  mir 
immer  mehr  und  mehr  die  Ueberzeugung  befestigt,  dass  auch  bei 
allen  diesen  Betrachtungen  im  Gebiete  des  Raumes,  eben  so  wie 
im  Gebiete  der  Zahl,  die  Gränze  das  wesentliche  und  eigentliche 
Element  ist,  auf  welches  es  allein  ankommt. 


§.  2. 

Die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  werde  ich  auch 
io  dieser  Abhandlung,  wie  in  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.,  wieder  stets  mit 
kleinen  deutschen  Buchstaben  bezeichnen.    Sind  nun 

die  allgemeinen  Gleichungen  zweier  Ebenen  und 

X     "^     Y    ^     Z 

die  Gleichungen  Ihrer  Dorchschnittslinie,  so  müssen,  da  (fgK) 
einen  beliebigen  Punkt  dieser  Durcbschnittslinie,  welche  in  beiden 
Kegebenen  Ebenen  zugleich  liegt,  repräsentirt,  dessen  Coordina- 
len  den  beiden  Gleichungen 

A(f-a)  +  B(g^b)  +  C(Ä-c)  =  0, 
^'Cr-a')  +  B'(g^b')  +  C'(Ä-c')  =  0 

14* 
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genügen;  alle  diese  beiden  Gleichungen  erfiillenden  Werthe  von 
f^g^h  k5nnen  aber  auch  för  die  in  Rede  stehenden  Coordina- 
ten  gesetzt  werden.    Setzen  wir  nun  ferner: 

t—f    v—g    }—h 

so  ist: 

t^f^rGX,    p  =  g+G¥,    }  =  k+GZ; 
also : 

A'(f--a'  +  GX)+  Ä'(^-6'  +  GF)  +  C'(A-c'  +  GZ)=0; 
folglich»   weil 

Aif-^a)  +  B(g-b)  +  C(Ä-c)  =  0, 
A'{f-a')  +  B'(g^b')  +  C'(Ä-c')  =  0 


ist: 


AX^Br+CZ  =  0, 


A'X+  Ä'F+C'Z==0. 
Bezeichnet  nun  0  einen  gewissen  Factor,  so  ist: 

jr  =  0(ÄC'-CÄ'). 

F  =  0(C/l'-ilCO, 
Z^iSiAR  —  BA'); 

und  nach  dem  Obigen  sind  also  die  Gleichungen  der  Durch* 
Schnittslinie  unserer  beiden  Ebenen: 

t-f P:z9 f— * 

BC'-'CB'  —  CA'  -  AC  "  AB'^BA'  * 

wo  f,  g,  h  natOrlich  immer  den  beiden  obigen  Gleichungen  genü- 
gen müssen.  Da  diese  Form  der  Gleichungen  der  Durchschnitts- 
linie  zweier  Ebenen,  von  der  ich  im  Folgenden  Anwendung  machen 
werde,  nicht  ganz  gewöhnlich  ist,  so  habe  ich,  grösserer  Deut- 
lichkeit wegen,  dieselbe  hier  besonders  entwickelt. 

§.3. 
Wir  denken  uns  nun  eine  beliebige,  durch  die  Gleichung 

1) r(r,n,  f)=o 
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t^rabterisirte  Fläche,  und  bezeichnen  einen  beliebigen,  aber  be- 
stmimten  Punkt  auf  derselben,  durch  (xyx)^  wo  also 

2) f(j:»y,t)^0 

ist  Nun  denke  man  sich  auf  der  Fläche  eine  beliebige  Curve 
g«zogen,  welche  durch  die  Gleichungen 

3)    .    .    .    .      f(x,p,})  =  0,     F(jr,t|,f)  =  ü 

charakterisirt  sein  mag;  nimmt  man  dann  noch  an,  dass  diese 
Cnrre  durch  den  Punkt  (x^)  gelegt  sein  soll,  so  muss  auch 

4) F(x,y,z)=0 

sein.  Wenn  wir  die  Functionen  /*(^,^,  x)  und  F(x,y,z),  jede 
fSr  sich,  überhaupt  als  Functionen  dreier  von  einander  unabhän- 
giger veränderlicher  Grössen  x,  y^  t  betrachten  und  als  solche 
behandeln,  so  soll 

5)  .    .    .    .     u=f{x,y,z),     V^F{x,y,z) 

gesetzt  werden. 

Die  Gleichung  der  ßeruhrungsebene  der  Fläche  in  dem  Punkte 
(xyi)  ist  bekanntlich: 

6)  .    .    .  g(r-^)+|(v-»)+^(|-x)=0*). 

Ein  zweiter  Punkt  der  Fläche  sei  (^iyi2|),  so  dass  also 

^) A^i>yi»'i)=o 

■st,  Qod,  insofern  f(xi,yi,Zi)  als  eine  Function  dreier  von  ein- 
ander unabhängiger  veränderlicher  Grossen  Xi,  yi,  Z|  betrachtet 
und  behandelt  werden  soll,  in  ähnlicher  Weise  wie  oben 

ö) Ui=f(xi,yi,zi) 

gesetzt  werden  soll.  Dann  ist  die  Gleichung  der  Berührungsebene 
der  Fläche  in  dem  Punkte  (xiyiZi)  wie  oben: 

Soll  aber,  wie  wir  jetzt  annehmen  wollen,  der  Punkt  (^i^iZ|) 
zugleich  in  der  auf  der  Fläche  gezogenen  Curve  liegen ,  so  muss  auch 

W) F(x^,y,,z,)=:0 


•)  M.  1.  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.  Sf.  425.  Nr.  61). 
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sein,  wo  uir,  wenn  F(;C| ,  .V|,  zj)  als  eine  Functioo  dreier  von 
einander  unabhängiger  veränderlicher  Grusseo  Xiy  yi,  h  betrach- 
tet und  behandelt  wird,  setzen: 

H) üi  =  ^(^i.yi,«i). 

ßekanntlicb  ist  nach  dem  Taylor* sehen  Lehrsatze: 

du  du,  .du 

Vi  -  ü=|f  (^.-^)+|^(*i  -y)+  ^(^1  -') +»; 

wo  die  Reste  r  und  B  in  Bezug  auf  die  OrSssen  Xi — x,  jri—y» 
Zi  — z  von  der  zweiten  Ordnung  sind.  Insofern  nun  nach  dem  Obigea 

ti=0,  ti,=0;     ü=0,   ü,=0; 
also  auch 

tii— 11  =  0,     üi  — C7=0 

gesetzt  werden  muss,  ist: 

3C7     8t7   yi-.y      8t7    z,~x  B     _ 

3ar  "*"  ^  *  Xi  —  a:      3i  '  a?i  — x     Xi  — x        * 

also,  indem  man  den  Punkt  (a:|^|Z|)  sich  auf  der,  auf  unserer 
Fläche  gezogenen  Curve  dem  Punkte  (xyz)  immer  mehr  und  mehr 
nähern  lässt,  da,  weit  die  Reste  r  und  X  in  Bezug  auf  Xi  —s 
von  der  zweiten  Ordnung  sind» 

Lim =0,     Lira =sO 

*Fj  "^  X  a?!  ""—  X 


ist: 


dx      Sy         Xi  — X      dz  Xi  —  X        • 

ox       dy         X|  —  X       dz         Xi  —  x 


woraus 
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9u  dVJdu   du 

Xi—x~~du   du     du   317* 
hy'  dt       dz'  dy 

du    dJD^du    du 

I  •     ^1  —  ^  _  8  j?    %      8y    8  j? 
a:i — X     du  dÜ     du   dÜ 
dy'  dz       dz'  dy 

Mgt 

Wenn  die  Crruasen   X,  T»  Z  so  bestimmt  werden,  dass  sie 
den  befden  Gleichungen 

|(X-„  +  |(T-,)  +  |(Z-.)=0, 

genügen»    so    sind   nach    dem    vorhergehenden  Paragraphen   die 
Gleichnngen  der  Durchschnittslinie  der  beiden  Beröhrungsebeneo : 

du  8iii      du  8«!      du  dui      du  dui      du   dui      9»  dui ' 
dy' dzi      dz' dyi      dz  ' 8a:i      dx' dzi       dx ' dyi      dy' 8ar| 

Nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze  ist: 
dut      du      8%!  8Hi  8*11 

8tti       Sil       dhi  Sht  8^ 

dtfi       du       dhi  dhi  8*ti 

wo  die   Reste   R»,  Ry,  R»   in  Bezog  auf  die  Grössen   j?,  ^x, 
yi — y*  h — ^  ^^^  4^'  zweiCeo  Ordnung  sind.    Also  ist: 

du  dui      du  8tt|  _      /du    8*«      8ti     dhi  \ 
^'5;;""8z*^-     V%'8t8^""5^'5i^/^'^*^'^^ 


.  /du    dhi      du  8hi\^ 
.  /8«  8%i       8ti    3*tt\, 


■*■  8y^*       8z^ 
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du 


3mj^_^8«    a«,_     /du  8hl       du    i(hi\ 

aar,      dx'dt^—     \.dx'dx^'~'Si"dä'x)^^^~''^ 

(du  dht    du  a»tt\, 

■•"Vs»  'dxdy~di'd^)^y^-y^ 

.  /?«  ^      du    S*«\, 
"*■  \dt  'didx  ~8i"  giSy  f*>  ~'> 


+  81    '""äJ'''' 


duduidu  dui_     /du    dht        du  8«u\ 

dx  ■  a_y,    ay  *  dxi  —   \dx '  8x8^  ~  ^  •  gi«y  (*»  -  *) 


,j 


.  /3m   j8«t<      Sil    82|#\ 

"*■  V8^ '83(32 ""^'foSiy^'i-^) 

uod  weil  nun,  wovon  der  Grund  unmittelbar  aus  dem  oben  Be- 
merkten erhellet,  wenn  man  den  Punkt  {x^y^i^^  sieb  auf  der  auf 
unserer  Fläche  gezogenen  Curve  dem  Punkte  {xy%)  immer  mehr 
und  mehr  nähern  lässt: 

ist,   so  ist: 

3ti  dii|       3ti    3ti| 
frlm^^^*  ""3^'3jy;^ 

_      du    a^      du    B^u 
""      By '  dzdx'^ dz  '  dxdy 

./'SuShi      du  3*ii\_.     «i-« 

+  V3y  ö^i-gr  äp/  ^'""iT^x 

.  /au  3«a     dti    a%\,.     2,-z  ! 

"*"  Wdz^  -&  •3^y^''"^7^ii 

3tt  dui^       du  3m, 

Lim  ?l1?sJZ_?£1^ 
^1  — ^ 

■"    3x*3««"~a?'a^ 


/du    d^u      du    3«ti\_.     «,—« 

^  \dz  •8i^""3ipiy^'™i;^rs 

,/dudhi     3ii   8*ii\_.    2,-1 

+  V32 '3lai-aia?y^''"^zi' 
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hu   h%i^      hu   hu\ 

/8ii   8*tf_8ii    ^*'\Liro^^— y 
\8.r '  3|y*     8^ '  dxdyj        Xx  — x 

/8m    8*tt      ou   dhi  \  -  .     2|—x, 
\8j:'8y82     8|y '  dihxj        Xx—x^ 

folglich,  wenn  man  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Ausdrucke  von 


Lim^^^ — *^  und  Lim  — 


2i — t 


Xx  *■""  X  Xx  ^■"  * 


einfuhrt : 


8t«  8tt|     8ti  dux 


/du   dU^du  8^\,.    8y '  Bix      dz ' dyx 
\dy    dl       dz'  dy J  Xx—x 

\8y'  8«      8z  '  8y  /  v8y*828x     dz  'dxdyj 

/du   dVJdu    dV\/du    d^_du   d^u\ 
\8x  '  dx       dx'  dz  J  \dy '  8^82      di  *  ^*/ 

(du    dJJ       du  dU\/du  dht      du    dhi\ 
^{dx'dy  '^  dy'dx J\dy' dz*"  dz' dydzj' 

du  dux  du  dux 
/^  dO  _du  ?t7\  8z'SS;"'8^'^ 
\dy  *  'Sz        dz'  dy  J  Xx  —  x 

—  /8«f  8t/  _  8«  dJO\  /du  8^  _  8m    8^  \ 
""     \dy  'dz        dz'  dy  )  \dz'  8j?*       8a; '  828a:/ 

/du  dV  _du    8ü\/8t«   _8^m__8w    dht\ 
\dz  '  dx       dx'  dz /  \dz  ' dxdy     dx ' dydzj 

,/dudJl     du  dJJ\  /du    dhi       du   dhii\ , 
^\dx    dy  ^83^*  dx)  \dz  'dzdx  ^dx'dz^J 

du    dui       du  dux 

(du  dV      du  dV\  ,  ,    dx ' dyx       dy ' dxx 
8f/  *  ~^       dz'  dy  )  Xi  — a: 

—  /8m  8C7  _  8ti  8r7\  /du     8*ti       du  dht\ 
\dy  'dz         dz'  dyj  \dx '  dx^      dy '  dx*J 

,/du  du       du    dü\  /du    dht      du    dhi\ 
■'■V82'8a:        dx"Sr)  \dx' dy^" dy' dxdy) 

/du   djü      du  dV\  /du    dhi^       du    8««  \ 
^\dx'  dy'^dy'  dx)  V8ar*8y82  ""  dy' dzdx) 
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Ffir  Xj  Y,  Z  können  nach  dem  Obigen  alle  Wertfie  gesetzt 
werden,  welche  den  beiden  Gleichangen 

g(X-.,+|(Y-,)+^(Z-,)=0. 

genfigen.    Für 

X  =  x,    Y=y,     Z  =  i 

werden  diese  beiden  Gleichungen,  insofern  sie,  was  noch  fng- 
lich  bleibt,  für  die  Werthe  x,  y,  z  von  X,  Y,  Z  wirklieb  er- 
fililt  sind: 

g^ (^-^)  +  3^ (.V-y)  +  g;  (I  -  z)  =  0. 

und  die  erste  iat  also  uroäcl»!  offenbar  erWIt  Was  die  zweite 
betrifft,  so  ist  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsätze: 

d^-hi^^''  %;""^+^'   a^--Si+^' 

wo  die  Reste  R%  ,  Ry  t  R%'  in  Bezog  auf  die  Grossen  Xi'-x, 
ffi—y*  2|~z  yon  der  ersten  Ordnung  sind;    also  ist: 

But  dut  dut 

dii  dtf  Bu 

-  si  (*>-*> + öy  (y.  -y) + äT  <»»  -  *> 

+  R.'ixi—x)  +  Ry'(y,  -y)  +  Ä,'(x,  -z), 
und  die  GtOsse 

nähert  sich  folglich  der  Null  als  Gränze,  wenn  der  Punkt  (Xi^iZi) 
dem  Punkte  (syz)  sich  nähert,  fiteraus  sieht  man*  dass  mao, 
bei  dem  Uebergange  zur  Gränze,    in  der  Thal 

X=x,    Y  =  y,     Z  =  r 
setzen  kann. 

Weil  man  nun  dre  obigen  Gleichungen  der  Darchschnittslinie 
der  beiden  oben  betrachteten  Berährungsebenen  offenbar  auch 
unter  der  folgenden  Form  darstellen  kann : 
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du  dui  du  dtft 
/du  dU_^du  dü\  By'dz^'^dxd^i 
\ßif'  Bz       dz'  dif  J  '  Xi — X 

t>^^ 

du  dui  du  dtC| 
/du  dJJ^du  dV\  8i'c5[""äx'g^ 
\dy  *  dz       8i '  d-ifl/  '         Xi  — x 

j-Z 


(1 


9^  dux      du  dui  ' 

fiy' dz       di'dyj'  Xi — x 

so  erhält  man  nach  allem  Bisherigen  als  Gränzgleichungen  dieser 
Gleichungen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  hi  der  auf  der  ge- 
gebenen Fläche  durch  den  Punkt  (xyt)  gezogenen  Curve  der  Punkt 
(X]jf|2|)  sich  dem  Punkte  (xy£)  inBker  mehr  und  mehr  nähert^ 
offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

12) 

(^  ^JIJ^  ^Jl\(^  ^_^  ^^\ 

\dx '  dy      dy' dx  /  \dy ' dz*      dz  ' dydzj 

/du  dü^du  dü\/du    Bhi     du    dht\\ 

V3y ' "Sz       dz'  dy J \dy * dzdx     dz ' üdy/i 

/du  du     du   dü\/du    3hi      du  dhi\\ 
'*'\Jz'  dx^dx'  dz  JKdy'^z      dzdyV  ' 

t>— y 


8ii   d_V_d_u  dV\/du    dhi  Jdu  a«u\ 
dy      dy'  dxj\dz  ' dzdx     dx'dz^J 

'du  dü_du  dü\/du  8hi ^du    d*u\ 
*^ '  **        dz'  dy  /\dz'  S^     dx  *  3x8a:/ 


/du 

\di' 

./du  du 
^\S^    dz 

,/du  du     ^  Sü\/du3^     dudht\ 
'^\dz    8x""aar'  dzJ\dz'dxdy'^dxS^zJ 


j  — z 


/du   du     du  dü\/du    dhi      du  dfhrC^' 
\dx '  dy      dy'  dx)  \JSx '  dydz     dy'dzdxjj 

,/dudÜ     du  dJD\/du    dhi^     du  dhi\\ 
^\dy    dz  ""81  •  dyJ\dx'dxdy^dy'dx*J{ 

/du  du     du   dÜ\/du   dhi     du    8%^\ 
+  V8*'8a:~"8ar'  dz)\dx' dy^'^dy' dxdy) 
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Betrachtet  niao  x,  y,  i  sämmtlich  als  von  einer  einzigen  ver- 
änderlichen Grosse,  die  wir,  wie  schon  in  ThI.  XXX.  Nr.  XL., 
auch  jetzt  wieder  etwa  durch  tp  bezeichnen  wollen,  abbfiiigig, 
was  wegen  der  beiden  Gleichungen 

f{x,y,i)  =  0,     F{x,y,i)  =  iy 

verstattet  ist,  so  ist  bekanntlich : 

8ti   dx^     du  dy      du   8£_|| 

dx'  dq>      dy'  dg>      dz  '  d<p'~'    ' 

dV  Bx     du  dj^     du  8i_j.. 
dx  '  dq>      dy  '  dq>       dz  '  d<p         ' 

und  folglich,  wenn  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

dip  ~       \dy  'dz       dz'  dy  J* 
dq>  \dz  '  dx      dx'  dz  J' 

dtp ""       \dx '  dy      dy'  dxj* 

also  können  die  Gleichungen  12)  auch  unter  der  folgenden  ein- 
facheren Form  dargestellt  werden ,  wo  man  sich  fSr  tp  immer  aacb 
eine  der  drei  Grössen  x,  y,  z  selbst  gesetzt  denken  kann: 


13) 


r  — ^ 


/du    dhi^  _  du    Shi\dx 

\dy '  dzdx       dz  '  dxdyj  89 

/du    8^_8«<  dlhi\d^ 

\By  %82       82  *  dy^J  dq> 

/du  dht^du    dhi\dz 

'  \dy '  82*        8i  *  dydz)  dg> 

«y-y 

/8i<    8%  _  8u      dhi\dx  j 

\  dz  '  dx^       dx  '  dzdxj  dtp  j 

/du    8*11  _8u    dhA\dy     [ 

\Wz '  dxSy     dx '  dydzj  dg>     i 

/du    dhi^du   3^\dz       ] 
\  82  *  828a:     dx '  82  V  89 


?  — * 

^ 


(du     d^u        dudhi  \  dx 
dx '  dxdy       dy '  dx^J  89 

/du   dhi       du    dhi\  dy 
\dx '  dy*       dy '  dxdyJ  dg> 

M^—    ^^        ^**    dhi\  dz 
\dx '  dydz  ""  ^ '  8280;/  d(p 
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oder  auch  kSrzer,  mit  Weglassung  des  Symbols  q>,  wenn  man 
skfa  nor  stets  erinnert,  dass  in  den  Differentialen  dx,  dy,  dz  die 
Grössen  x,  y,  2  sämnitlicb  als  Functionen  einer  gewissen  verän- 
derlicben  Grosse,  die  aucb  eine  dieser  GrOssen  selbst  dein  kann, 
bdracbtet  werden  müssen,  unter  der  Form: 

14) 


(du    3^u      du    Shi  \^ 
dy'dzdx     dz  '  dxdyj 

]    .(du    8*M       du  3*ti\ 

.(du  ^u     'du    3*«\n 
^Kdyd^"  dz'd^zr^ 


du  8*1«       Sm    dhi  \p 


/du 

V  dz '  dx*       dx  '  dzdxj 

\  82 '  dxdy      dx '  dydz)  ^ 
(du    d*u      du  dhi\^ 


J— 2 


fdu     dhi    _  du  3ht\^ 
\dx '  dxdy       dy '  dx^J 

(du   dhi     du    d^u  \  ^ 
'^'Kdx'dy^'^dy'dxdyJ'^^ 

(du    dhi du    ^\fs 
dx '  dydz     dy '  dzdx) 

Die  darch  die  Gleichungen  12)  oder  13)  oder  14)  cbarakteri- 
sirte  Gerade  nennt  man  die  der  durch  die  Gleichungen 

/Or,t^,|)  =  0,    F(r,i?,|)  =  0 

charakterisirten     Curve     conjugirte      Berfibrende     der 
Fläche   in    dem    Punkte    {xy%). 


§.  4. 
Wir  wollen  jetzt  der  Kürze  wegen : 


B  = 


(: 
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iö) 

"~      ydy*  dzdx      di'^dyjdtp 

\By  '  dydz      dz  '  biß)  dg> 
/du  dhi  ^  du     3%  \  dz 

+  Kdy'dz*  ""  Fz'  d^ijd^' 

(dju  Bhi^du     Shi\da: 
dz  '  dx^     dx '  dzdx)  dtp 

du    S^^du    8«tf\8y 
dz  *  dxdy     dx '  dydz)  dtp 

/8ti  ^  _du    yhi\  dz^ 

\dz'dzjdx       dx'  dz^Jdtp* 

p /du    dhi_      du  d'^u  \  dx 

\dx '  dxdy     dy '  8.r  v  dtp 

/du   dhi     du    dhi  \  dy 
\dx  *  dy^     dy '  dxdyj  dtp 

,   fSu    dhi^^du    dhi\dz 

\dx  *  dydz  "~  dy '  dzdxj  dq> 

setzen,   6o  dass  also  die  Gleichungen  der  conjogirten  Berfihren- 
den  die  folgenden  sind : 

Dann  überzeugt  man  sich  zuvorderst  mittelst  der  Gleicban* 
gen  15)  auf  der  Stelle  von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichung 
oder  Relation : 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  15)  leicht  der  Ausdruck  : 

dx        8y      r  ^*  —  ^^"   ^      9ti    8%  \  /^^V 

'      ''3^         dtp        dtp      \dy '  dzdx      dz '  dxdyJ  \dtp/ 

/du    8hl       du     dhi\/dyy    /du    dhi      du    9*u\/dzy 
^\'Si'd^''dx  S^zjKdtpJ  '^Kdx'd^z'^dy'didxAdipJ 

du    dht  _du    dht  _/Sht,_dhi\djti)dx  dy 
dx'lS^     dy'^z      \dx*     dyy  dzSdtp'dtp 

dy ' dxdy      dz ' dzdx      \dy*     dz^J dx\  dtp' dtp 

du   dht      du    8*tt^      /Shi     d*u\dul  dz   dx 
5z ' dydr     dx ' dxdy      \dz^ '^ dx^J dy\  dtp'^' 
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Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

so  erbllt  man  nach  einigen,  keiner  Schwierigkeit  unterliegenden 
Redoctionen  aus  15)  die  Formeln: 

20) 

du 

^8i-'^Fr-®^®'5^"8y*89>'' 

nod  hieraus  also : 
21)  ..   (Ag^-Bg^)«  +  (By,-Cg^)«  +  (Cg^-Ag^) 

^  +(*'8,)      8y*89>^    ' 

38« 

3y,     8«  3© 

+  ^®5^""8i*8V 

oder  nach  gebSriger  Entwickelani;  der  Quadrate  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichbeitsceichens : 

«)      (*|-B&«+(Bt-c|)H(cg-A|,. 

![^W\       I   ^§«   1       I   ^§2    I       /8ö\' ? 
Nach  einem  am  Schluss  dieses  Paragraphen  in  der  Anmer- 
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kung  bewiesenen  allgemeinen  arithmetischen  Satze  ist  nun  wegen 
der  Gleichungen  17)  und  22): 


AHB«+C« 


23) 

-IC|)'*(|)'X|)'-Q- 

Die  Gleichungen  der  Berührenden  unserer  auf  der  Fläche  ge- 
zogenen Curve  in  dem  Punkte  (peyx)  sind  bekanntlich  *): 

24)                       .      ^^=^  -  ^=^  =  ^^^. 
' 3a:   '        by  hi 

0(p  0(p  Ofp 

Bezeichnen  wir  nun  die  von  dieser  Beriihrenden  unserer  Car?e 
in  dem  Punkte  (xyz)  mit  der  conjugirten  Berührenden  eingescbios- 
senen  Winkel  im  Allgemeinen  durch  co;  so  ist,  wenn  G"  undC 
gewisse  Factoren  bezeichnen,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichuogen 
16)  und  24),   nach  bekannten  Formeln: 


cos 0)=:  G'^i^.  C^A  +  G"^.  6""B  + G"'|^. C?'^C , 


also: 


Nun  ist  aber  bekanntlich: 
also : 

und  folglich : 

26) 

wo  man  filr   ^ 


•)  M.  •.  Tbl.  X\X,  ^^.  XL.  S.  367.   \r.  3). 
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die  Aasdrficke  IS)  und  23)  zu  setzen  hat. 

Nach  einer  hekanaten  allgemeinen  Formel  findet  man  aus  der 
(ileichung  25)  ferner  sogleich  den  Ausdruck: 

26) 


äinci) 


SA 


uo,  wie  man  naich  einigen  Transformationen  und  Reductionen  findet: 

27) 

by      o  8x 8m    _dz  du  /dx^      he  dy    ^y  Si       dx\ 

*  3<)p         dg>       dq>'  dg>  dz  \dq>    d(p  ^'  dq>  dtp' "S^J * 

du  ^8ti  ^du  du 

-^82       p  8y 8i«      dx  du  fdx     dx  dy      dy      82       8s\ 

89         89      (9g?    89  8;r  \89 '  8<p  89  *  89      89  *  89  / ' 

8^~  8^-  8—  8  — 

r  —       A  — —     ^^      ^''  ^??      dx      dy^      dy      dz       82\ 

'  8(p         89       8g> '  ^      8^y  \8g)  *  89       8g>  *  89      8g>    89  / 

iKt.    Also  ist: 

g„    \/^a|Y    /-a^Y    /a|?Y 

fl^  fl§?f  n?!f 

d<p ' dq>  \8<p '    Bg»       dtp'  B<p      Bip'  Btp / 
a?ü  n^if  fl??f 

V89  *  8^)       d(p'  dg>       d(p'  d<p  J 

Anmerkung. 

Wenn  Ax-^-By-i-Cx  eine  beliebige  lineare  Function  der  drei  ver- 
änderlichen Grossen  o:,  ^,  z  ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

ITieil  XXXVU.  16 
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—  {BH*  —  tBCyt  +  CV^ 

—  (C«ar«  -  'iCAix  +  ^«i»), 
also: 

{Ax  +  »y  +  C*)« 
=  (i<«+Ä»+  C«)  (a«+.vH**)-(-4»-Ä«)*-(A-Cy)«-  (Caf-/<:)* 
Findet  nun  aber  zwischen  den  drei  GruHsen  x,  y,  i  die  Gleichonf; 

/<a:+ jBy+Cz=ü 
Statt,  80  ist  immer: 

(/««+Ä«+C>)(a:«  +  y«  +  »«) 
=  (Ay-Bx)*  +  (Bt-  Cy)*  +  (C'ir-  ^x)», 
also: 

^»  +  Ä»  +  C«  =  (^y  -  -g^)'  +  (B*-Cy)*  +  (Cx-  At)^ 

und 

,.  ,  ,.  ,    ._(^y-ga:)«+(g«^Cy)«-KCa:-A)« 


$.  5. 
Aaf  der  durch  die  Gleichuog 

29) A^>y.  ^)=o 

charakterisirten  Fläche,  wo  natürlich  /(^r^jf,  z)  eine  gegebene 
Function  von  x^y^i  ist,  die  wir,  wenn  wir  nie  als  eine  Function 
der  drei  Ton  einander  unabhängigen  Teränderlichen  Grossen  x»  jf, : 
betrachten  und  als  eine  solche  behandeln«  wie  früher  durch  u 
beieichnen,  also  unter  dieser  Voraussetiung 

30) u=fix,tf,z) 

setsen,  wollen  wir  uns  eine  Curre  gesogen  denken,  und  uns  nun 
die  Frage  Torieg«n,  wie  eine  solche  Curre  beschaffen  sein  muss, 
wenn  die  durch  jede  swei  einander  benachbarte,  d.  h.  unendlich 
nahe  liegende  Punkte  derselben  gesogenen  Normalen  der  Fläche 
sich  schneiden  sollen,  wobei  wir  es  übrigens  vorläuig  noch  gans 
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onentBcbieden  lasseo,  ob  eto  solches  continuirlicbes  Schneiden 
der  Normalen  einer  Fläche,  die  durch  eine  stetige  Folge  von 
Punkten  der  Fläche  gelegt  sind,  im  ganz  strengen  geometrischen 
SiBoe  Oberhaupt  möglich  ist  oder  nicht. 

Bezeichnen  wir  zwei  Punkte  unserer  Cnrre  in  Allgemeinen 
dorch  {xyz)  und  (xiyiti)^  so  8ind,  wenn  wir  auf  ähnliche  Weise 
mt  oben 

31) ^i=f{^i>y\»H) 

setzen,  die  Gleichungen  der  beiden  Normalen  der  Fläche  in  die- 
sen Punkten  bekanntlich*): 

hu  du  ~8u 

Bx  dy  ^ 

32)    .  ^ 

dui^  dui  dui 

doTi  d^i  dii 

Sollen  nun  diese  Normalen  sich  schneiden,  so  muss  es  einen  bei- 
den gemeinschaftlichen  Punkt  (XYZ)  geben,  für  welchen  man 
also  die  Gleichungen 

~"5^-^"85~""    du   -^' 

¥x  dy  dz 

8»!  dui  Stti  ^* 

oxx  dyi  dz| 


bat.    Also  Ist: 


folglich : 


z  =  x  +  G|^=,,  +  G.g; 


^8«      -,  8tt| 


*)  M.  8.  Tbl.  X\\.  Nr.  XL.  S.  426.  Nr.  63). 


15» 
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Muitipliciren  yi\x  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit 

du  buy      du  dui       du  Bui      du   dug       du    dui      du  dui 

dy  dzi       dz    dyi '     dz  '  dxi      dx '  dzi  '     dx   dyi      dy   dxx 

und  addiren  sie  dann  zu  einander,  so  erhalten  wir  die  Gleichong: 

/du   dui      du   dui\  \ 

/du  dui       du   8mi\.  .    [ 

'du    dui      du  dui 


(du    dui      du   dui\ 


welche  die  ßedingungsgleichung   ist,   die  erfüllt  ^ein  miiss,  wenn 
die  beiden  Normalen   sich  schneiden  sollen. 

Weil  der  Punkt  (xyz)  als  einer  bestimmten  Cnrve  auf  der 
Fläche  angehurend  betrachtet  wird,  so  ist  es  verstattet,  sich 
X,  yy  z  als  Functionen  einer  und  derselben  beliebigen  Veränder 
liehen  (p  zu  denken,  und  anzunehmen,  dass,  wenn  g>  die  Verän- 
derung Jq)  erleidet  oder  in  9  ^  Jtp  übergeht.  Hie  Coordinaten 
X,  y,  z  in  Xi,  yi,  Xi  übergehen;  dann  werden  wir  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  obige  ßedingungssrieichung  des  Schneiden» 
der  beiden  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten  (xyz)  und  (j^i^i^) 
derselben  auch  unter  der  Form : 

du  dui      du  dui 

dy '  dzi       dz' dyi    Xi  — x 

du  dui       du    dui 

dz  '  8a:i       dx    dzi    yi  —  y    ^  =  0 

du   dui      du  dui 

dx '  dyi      dy  8^1    Z|  —  z 
Ag>  d<p 

darstellen,    und  uns  die  Frage  vorlegen  künnen,    ob  es  für  diese 

\  Gleichung  eine  Gränzgleichung  giebt,  welcher  dieselbe  sich  nähert, 
wenn  man  Jtp  sich  der  Null,  d.  h.  wenn  man  sich  den  Punkt 
{xiyiZi)  in  der  auf  der  Fläche  gedachten  Curve  immer  mehr  und 
mehr  dem  Punkte  (xyz)  nähern  lässt.  Diese  Frage  wollen  wir 
jetzt  zu  beantworten  suchen. 

Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  ist  bekanntlich: 
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O  0k  ^ 

wo  die  Reste  Sx»  H^/,  Hi  in  Bezug  auf  ^q>  von  der  zweiten  Ord- 
Bons  sind;   also  ist: 

nnd  folglich,   weil,   \v\e  gesagt,    die  Reste  l&xy  Hv»  Hs  i"  Bezug 
auf  ^fp  von  der  zweiten  Ordnung  sind ,  also 


Lim~=0,    Lim^=ü,    Lim^^O 
afp  Afp  Afp 


ist: 


Liim — ^ —  =:  K-  f    ijim — -;— ^=  0-  »    ijini — -z —  =  5-- 
Afp  Cfp  Afp         Ofp  Afp         Ofp 

Ferner  ist  bekanntlich  nach  dem  Tavlor*schen  Lehrsatze: 

8wi      OH      3*1«  3*t«  8*tt  _- 

9iii      St«      3*1«  3*1« .  3*M  __ 

9t«i      3i«      3*1«  V  ,     3*t«  3*t« 

WO  die  Reste  R%y  Ry,  R%  in  Bezug  auf  oT] — ac,  ^i—y,  ii — 1, 
also  auch  in  Bezug  auf  Afp,  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  und 
man  nur  za  beachten  hat,  dass  Xiyfi,zi  aus  x,  y,  t  hervorgehen, 
wenn  man  sich  diese  Grössen  respec^ve  um  Xi  — x^  yi  — y^  z^  — z 
Terändern  lässt.    Folglich  ist: 

3«  3t«|      dt«  3««| /8i«    3*1«        3m  ^^'X. 

3^3^""%  •3^—     \dx'  dxdy'~  dy'  dxV^^^''  "^^ 

/du   3hl     du    dhi\ 
+  V3:r  *  3y* "■  3^  •  dxdyj  ^y'  ""'^^ 

/hu    3*M      3i«    3*1«  \ 
^Kdx'dydz'^Wy'  BzBxJ  ^** "  '^ 
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hu   dui      du  8m|  ^      /du    Shi  du     dht  \ 

.^Suff^u  du  8hi\ 

^du  dht  du    8*tt 


also: 


/ÖM   dhi       du    cl*u\ 


8ii  3ti 

8m   8iii      81«    8mi /du  3ht      du    8%\ 

82*8J,'"äi'8ir""     V&*8^""8i*SIäi/^'*'"""'^^ 

(du    8*tt       dtf    S^m'X, 
+  V8x  •8i8^"'8ar'%8iy^2fi-y) 

/8u    8*tt      8tt   8*t/\, 
+  V8i'828j:"'8a;8?y^'»"'^ 

8ti  -j       8u    -j 
+  &^'""8S^'' 


8tt   dtii      dtf  dt<|^ 

dx '  dy\      dy'  dx^  _      /du 


/du 
\dx 


(du    dhi       du  3hi\   Xy—  x 
dx  *  dxdy     5iy  *  dxi^J '    dqf 

/du   dhi     du    8*11  \  yi  — y 
+  V8S'8y«""%*8^8y/      ^^ 

du    Sht      du    8^M  \   Z|  — « 
dx  *  dy8z     8y  dzdxj     -^g> 

du    Ry      du    Rx 

dx '  Jq>      dy '  /1<p  * 

du  dui      du  dui 

%  ^^i       8r  *  8yi  _     /8tt    8*tt      8u    8*ti  \  Xi  —  x 

J(p  "■     \dy '  dzdx      dz  *  dxdyj '    Jtp 

/8ti    8%      du  dlhi\  yi—y 

/8i<  8*ti     dtf   8*tt\  i| — % 

^\dy'^'"dz'dydz)'~J^ 

8tt   Ä»      8tf  _^ 

8y  *  ^9> '    dz  '  d(p  * 
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du  dui      bu   8tt| 

dl  '  dxi  "^  dx '  dzi /hu  dhA     3«    8*tt\   a?i  — 3? 

/8ii    8*K  ^  3t«    ytf\  .Vi  —  y 
V3*   SxSy     8x  *  %32/     ^^<jp 
/3tt    8%      8ti   8*tt\   ?!  —  2 
■^  V82    SSäp     8a: '  S?/  *    ^<p 

8tt    Rx     vu   R% 

dz  '  dip     dx '  J(p' 

Weil    nun,    da   Rg,  Ry,  R%   in  Bezug  auf  Jq>  von  der  zweiten 
Ordnung  sind, 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen : 

8tt   8ti|       du  dux 
^^^dx'dyi'^  dy'dxx_      (du     8hi  _8tt    ^\8^ 
Jq>  \dx '  dxdy      8y  '  8a: v  8g) 

/8m  8*tt     8ii    8*tt  \  dy 
'  vSJ'Sy*     8|y '  dxdyj  d(p 

/8u    8^_8t«    8^i\  8z 
\8a:  *  8y8z     8y  *  dzdxj  dtp ' 

du  8tf|       du    dui 
Lim  ^  ^  ""  8z  '  8yg  _      /du    dhi      du     d^u  \  dx 

^q>  \8^ '  8z8ar     8z  '  dxdyJ  ^ 

/du    8hi      du  8%«\  8y 
\8y'8y8z     di'dj^Jdip 

/du  dhi^du    8«tt\8z 
\dy  '82*      8z  '  8y8z/  dtp ' 

du  dux       du  dui 
^.^8z'g^""8ä:'^  /du  ^_8m     8>M\8a: 

^9  ^       \dz  '  dx^     dx'dzdxj^ 


/du    8*tf  8«    dht\ dy 

\dt '  dxdy  dx '  dydxj  dtp 

j_  (^    8%  8tt   8^\  dz 

\8z  '  8z8j:  8a:  *  dz^J  dtp' 


Nimmt  man  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass, 
wenn  /Itp  sich  der  Null  nähert,  d.  h.  wenn  in  der  auf  der  Fläche 
gedachten  Curve  der  Punkt  (a?iy|Zi)  dem  Punkte  {xyz)  immer 
näher  und  näher  rflckt,  die  GrSsse: 
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du   Bui      du  dui  du   dui      du    dui 

dy    8;t       9z '  dyi   Xi — x      8z  '  8a:,      dx'  dzi    yi—y 
^(p  Aq>  dfp  dq> 

*   du    du|       du  dui 

dx '  dyi       dy '  8art    Z|  —  z 


sich  der  Grösse 


du    dhi      du    d^u  \  dx 
dy '  didx      di '  dxdyj  dg> 


du  8^     8m    SHi  \  dz 
dy '  8z*      8z  '  SySzJ  dg> 


(: 

/du    dht  ^    du  Shi\  8y     !  dx 
\dy  8^8z     8z  *  8y  V  d(p    [  d(p 

+  V8i 

/du  8^_8m     d^u  \  dx 
\dz    dx^      dx "  dzdxj  dg> 

/du    Shi^  _du    Sht\dy\djf 
\  dz  *  dxdy     dx '  dydzj  dtp  (  dtp 

,/dudhi^      8m   82m\  8z 
"'^V8z'8z8ar""8a:'8z2^89> 

(8m    dhi.      du    8*m\8j? 
d'x '  dxdy     dy  '  dx^J  8^ 

/8m    8^_8m    ^\^^\^L 
\dx' dy^     dy ' dxdy) dq>  (  dq> 

/du    8«m_8m    8^m \  8z 
\dx  *  dydz     dy  *  dzdxJ  dtp 

oder  der  Grosse 

\dy  *  8z8x     dz  '  dxdyJ  \dq>) 

/8m^^_8m    8*m\/^Y 
V8z  '  dxdy     dx '  5^8z/  \d<p/ 

/du.     Shi^_du    Shi\/dzy 
Vdx'  dydz      dy'  dzdxJ  \d(pj 

c  du     8*M 8m    8*m        /dlhi        8*m\  du  ^  dx  dy 

~~  ?8^"8z8a:      dy'dydz  '^  \dx^  "  d^J  dz  ^  8^89 

_^8m    8%_8m    8«m        /8«m      3^\^i^   ^ 
^  dy '  dxdy       dz '  dzdx       \dy^  ""  8z*/  8:r  ^  8g> ' dq> 

_rdu     3^_8m     dhi        /d^udhi\du.  dz    dx 
?  8z  '  8y8z      dx '  dxdy       \dz^      dxV  dy^  dg>'  d(p 

als  ihrer  Gränze  nähert. 
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Setzt   man  nun : 

rhu    3%_3ii    S^tt.^/'^V 

\by '  dzdx      Bz  '  dxdi//  \dq>/ 

/'du    Shi  _^    8«ii\ /8y/y 
yjdz  '  dxdy     dx  *  8^82/  \8^/ 

/du    8«M  _ 8m    dhi\  /dzy 
\dx '  dydz      dy '  dzdx/  \d(pj 


^  du    dhi      dti   8*14      /dhi     8^\  81«  .  3^  8^ 
~  ^8i*8i^""8v'8^82""v8J*'"8y*/8i  ^  d<p' 


>-=0, 


dy '  dydz      \dx^     dy^J  dz  ^  dtp  d<p 

_.du    dht__^du  ^__p^_Shi\du^,d^    dz 
^  dy '  dxdy     dz  *  8z8x      \8y*     82*  /  dx^  dtp'  dtp 

^811    dhi      du     d^u       /8*u      8*11X811^  dz_  dx 
'  dz' dydz      dx' dxdy      \82*       dx^Jdy^  dcp' dq) 

jio  wird  diese  Gleichung:,  in  Verbindung  mit  der  Gleichuoi^ 

34) A«.y.O=0 

oder  mit  der  daraus  abgeleiteten  Gleichung 

'    '    '    *  dx' dq>     dy' dtp      dz  ' dtp"^    ' 

eine  utetige  Folge  auf  der  durch  die  Gleichung 

im  Allgemeinen  charakterisirten  FIfiche  liegender  Punkte  (xyz) 
bestimmen,  welche  so  beschaffen  sind^  dass  die,  je  zwei  soc- 
se8«iye  auf  einander  folgenden  Punkten  entsprechenden  Normalen 
der  Fläche  mit  der  möglichst  grussten  Genauigkeit  sich 
schneiden,  und  es  wird  also  durch  die  beiden  Gleichungen  33)^ 
34)  oder  33) ,  39|  eine  auf  der  in  Rede  stehenden  Fläche  liegende 
Carve  bestimmt,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  in  je  swei 
saccessive  auf  einander  folgenden  Punkten  dieser  Curve  errichte- 
ten Normalen  der  Fläche  mit  der  .möglichst  grussten  Ge- 
nauigkeit sich  schneiden.  Man  sieht  hieraus  zugleich,  dass« 
von  einem  Schneiden  der  stetig  oder  continuirlich  auf  einander 
folgenden  Normalen  der  Fläche  im  strengen  geometrischen  Sinne 
nicht  die  Rede  sein  kann,  wie  dies  schon  IVfoigno  sehr  richtig 
gegen  Monge  bemerkt  hat*). 


*)  .\1.  «.  Le^on«   de    rali^iil   diff^rcntiel    vt  de   chIciiI   inte- 
gral par  Moignn      Tome  1.     pag    .384.    IV  o.  199..  wo   \lnignn  sehr 
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Curven  von  der  in  Rede  stehenden  Beschaffenheit,  die  also 
im  Allgemeinen  immer  durch  die  Gleichungen  33),  34)  oder  33). 
35)  charakterisirt  werden,   vro 

/•(y,i,,j)  =  0 

die  Gleichung  der  FIfiche  ist,  auf  welcher  diese  Curven  liegen, 
hat  man  Krüramungslinien  genannt,  aus  einem  Grunde,  wel- 
cher sogleich  näher  erläutert  werden  wird. 

§.6. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  33) ,  35)  kann  man  eine  der  drei 
Grössen 


richtig  tagt:    «,Eo  partaot  de  cette  double  propriöt^,  on  serait  Umtik  de 
döfinir   avec  Monge   le«   lignet  de  courbore  des   lignet  qui  renfemieot 
la  «uite  des  poiot«  d'une    surface  pour   lesqiieU   les  normale«   infinimeaC 
▼oitine«  te  rencontrent  succectivement ;    maiA   cette   döfinition  eit 
reellem  ent    d^fectueuse,    parce   qiie  de  fait  deiix   normalet  ne  §e 
rencontrent   pat,    qiielque  Toitines   qu'on   le«  «uppose.    Ce  qni  est  rrai, 
c'ett  que  le  rapprocberaent  de«  normales  correspondantes  k  deox  poiatt 
tr^s  Yoisins  pris  sur  nne  ligne  de  curbnre ,  \est  plus  intime  que  dans  toote 
aotre  direction;    comparöe  au    petit  arc  qni   s^pare  ces  deux  normales 
sur  la  surface,  et  que  nous  suppos^ront  ^tre  on  infiniment  petit  du  pre- 
mier  ordre,  leur  plus  courte  distance  serait  un  infiniment  petit  du  second 
ordre ,  tandis  qu'elle  est  en  g^n^ral  du  premier  ordre  ou  de  mdme  ordre 
que  Tarc.*'     Uebrigens  bemerken  wir ,  dass  Moigno  Seide  Entwickeloag 
der  Theorie  der  Krämmungslinien  gar  nicht  auf  diese  eigentliche  oder 
primitive  Definition  derselben  gründet,  sondern  auf  eine  Eigenschaft  die- 
ser CurTen,  welche  wir  weiter  unten  in  $.8.  beweisen  werden,    und  die 
er  pag.  380.  No.  198«  seines  Werkes  auf  folgende  Art  ausspricht:    „Oo 
appelle  ligne   de  courbure   d^une  surface  courbe  tonte  ligne  qui,   ^tanl 
trac^e  sur  cette  surface,  est  tangente  en  ce  point  k  une  section  normale 
de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure.'*     Auf   die   in   Rede   stehende 
primitiTe  Definition  ist,  wie  wir  glauben,  von  uns  zumt  in  völlig  stren- 
ger und  überzeugender  Weise  in  der  vorliegenden  Abhandlung  die  Theo- 
rie   der  Krümmungslinien   gegründet    und    In    neuer,    ganz   allgemeiner 
Weise  entwickelt  worden.     Die  anderen  Schriftsteller,  welche  Ton  dieser 
^Definition   ausgehen,    bedürfen   ans  dem  angegebenen  Grunde,    so  weit 
unsere  Kenntniss  reicht»  sämmtlich  mehrfacher  Berichtigungen,  nament- 
lich Brandes    in  seii\em    Lehrbnche    der   höheren   Geometrie. 
Thl.  11.  S.  210.  und  S.  211.,  der  übrigens,  wie  ziemlich  überall ,  so  auch 
hier,    seinem   Vorbilde  Monge   blindlings   folgt.     Solche   Fehler  haben 
ihren  Ursprung  hauptsächlich  in  dem  Gebrauche  des  sogenannten  Unend- 
lich-Kleinen  und  alles  desNen,   was  damit  zusammenhängt,    vorzüglich 
in  dem  Unterlassen  ganz   strenger  Gränzenbetrachtungen,    die  allein  in 
völliger  Ueberzeugung  bei  dergleichen  Dingen  zu  führen  geeignet  sind. 


r^ 
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dx      dy       dl 

otp      d(p      v(p 

efiainireo.     Wfthlen  wir  dazu  die  dritte,^80  liefert  uns  zuvorderst 
die  Gleichung  35)  die  folgenden  Ausdröcke : 

\dzj   '\Sq>J  t  dx'  dq>       By'  d(p\ 

Su  dy    dz \du   dx  ?^,8tt/3yV) 

3z * S9 ' 89  Idx    dtp' dq>    dif  \dq>J   ]  ' 

du   Bz    8x idu  /dx\*     du  dx  dy) 

Ji'dq>'dq>  '"'^{dxKd^)  ^djf'dq>'d^\''' 

welche,  10  die  Gleichung  33),   nachdem  man  dieselbe  mit  (]r) 
multiplicirt  hat,  eingeführt,  zu  der  folgenden  Gleichung  führen: 

fduy/du    dhi  _du    dlht\ /dxy 

\S/    \dy ' dzBx      dz' dxdyj  \d(pj 

/duy/du    dhi  _du     dhi\/dyy 
V  Säf/    \S  *  dxdy      dx '  3^82/  \dg>J 

/Sil    ähi      du   SHi  \/du  dx     du  SyX* 

\dx '  SySz     dy  *  dzdxj  \dx  'd(p      dy'  d(pj 

/duyidu     dhi  ^du   dhi^       f?^^?^\^l^   ^ 

\dij    (dx'iS^       dy'dydz      \dx*     dyy  dz\  d(p' dq> 

.duidu  _3^_3»    dhi       /8ht     Slhi\dul 
*Fz)d^'dxdy'^  dz'dzdx      \d^'^^Jdi\ 

Idu   dx  dy      du  fdy^  i 
dx' d<p' dfp     (Sy  \dg>J  \ 

duidu   dH$      du    d^      /dhs     dhi\dul 
ISiidz  '^'^ dx' dxdy'^Kdz^'^ dxy dyi 

jati/a^y    811  dx  d^t 

^hx\dq>J   '^^'d(p'dq>^ 

=  0. 

Ordnet  man  diese  Gleichung  gehGrig  nach  den  Potenzen  und  Pro- 

dx  du 

dncten  von   tt-  und  tt-  *   so  findet  man  als  Factoren  von 

cq>  afp 

C4)'  •"'  (I)" 

die  Grossen: 

./8ttV     /duy./du    8hi      du    3?M\.?«>/??V_/8«Vi  3^ 
«V8i/  '•'vW  ^V85'5^"'82*8arV   8y^V82/       \^J  ^dtBx 


X 

du 


/dht     dhi\du   du  du 
'^\di*''^Jdx'dy'  dz 
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und 

^l\iy)     \8iy  ^8^8280;      8r8jr8y/    8^?V8i/  "V8^/  ^P^ 

/8^     8*m\8m    8w  8m 
^  V8?'"87V8i   8^  8i' 
Oller  die  Grossen : 

^(^-^\  A.  (^\  X  /'^"^'  i  fdu    i^      du    B*u  \ 
^\da:J    +V8f/y    ^V82/    He^ '  8^82  ~  82  •  8:r8^y 

_8u   8ii/8M   i^    ,  8/«   8^       8t£  8«ti\ 
ar  •  8^  V8:r  •  8280:  '^  dy'dydz  "**  82  '82«/ 

du  8m  /8m   8%      8m    8*m      du    8*m  \ 

8i/  'dz\dx'  dx^      dy  *  8a:8y  ^  dz  '  dzdxj 


un( 


>f^^\' ±.(^-a\  j.(^X  i(^^  ^    ??  Ü?L^ 

""^V8ary    '*^V8^y    ''^V82/    ^\Wy'dzdx''dz'dxdy) 

du   du  /du    dhi       du    dhi  du   8*m\ 

dx '  dy  \dx '  dzdx      dy '  dydz  dz '  dz^  ) 

du    du  /du     d^u       du  dht  du    d^u  \ 

dx'  82  V8:r '  dx  dy      dy '  dy^  dz  '  dydzj 

Setzen  wir  aber  wie  früher  in  19): 


80  ist: 


^86 8m   3%      8m    dhi       du    dhi 

dx      dx' dx^  ^  dy ' dxdy      dz ' dtdx * 

8e_8M    8^     du  Shi     du   8*u 
dy      dx'  dxdy      dy '  dy*      cS '  8^82 ' 

86  _  8m    8^m       8m    dhi       du  Hhi , 

Sz'^'dx'  dzdx      dy  *  8^82       82  *  82* ' 

und  die  beiden  Factoren  von  l^j    und  f  ^J     sind  also: 

/8m    8«m      8m    8aM^\      8m /8m   86     du  de\ 
^^^\dx'SJfiz'^dz'dxdyJ'~dy\hlt'dz'^dz'dir 
und 

Ä»«/^??   ^     ^?    ^^\      8m /8m  86     du  de\ 
''^^^Kdy'dzdx      dz'dxdyj"  d.c\d)}'  dz^dz'dy)'' 

,       -,  dx    du 

Ferner  ist   der  Factor  von    0— •  q    »    ^'^^  "»an   leicht   findet: 

0(p    0(p 
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oder,   wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

-  ?  Vary  +  V  V     V W  ^  va/^* '  8:  ~"  ay  *  a^aV 

'  .  >/^«^*    AA-    /a^x- .  /'a«!«  ?iu    a«  a«w\ 

^^Vaary  +w  Hai/  ^  wä^^aialäS,/ 

+  ^  \dxj     \87/J  ^  Ur  •  dz8.r  ^  %  a//ai  +  a:  azv 
aw  atf/a«  a^//    Su  Shi    du  a%\ 

a.r '  dz  \dx '  dx^      dy  '  dxdy      dz '  dzdx) 
hl  du  fdu     Shi       du  d^u     du    d^u\ 

+%Fivai'ä58y  +  ay  v^az'ayaiA 


also 


/e«w   8«       du    a«M\  /8^   du       du     dht\ 

"       KWdz'^  dy'd^zj  +^  W    dz  "  dx    dzdjr) 

^du  fdu   dB      cu  8@\       r.du /du  8©       du  dS\ 
'^^di\dx"d^'^~d~i'dxj^^di/\dy'  dz  "  dz'dyj 

dx  du 

Folglich  haben  w ir   zwischen    ^—  und    >r-    Hie  Gleichung : 

36) 

./du    8^       du    d^u  \         du  /du    dS^^du.  dB\./dx>.' 
^  \dx  '  dydz^  SI    dxdyj  ^      8^  Vao: '  82       dz  '  dx)  ^  \dtp) 

_^/du  ^_du  a^tfX      aw/a«  ae^a«  ss\    /dyy 

^  \d^y   dzdx      dz  '  dxdyj  aj:\8^  *  dz       dz   dy  /  ^  \d(pj 

Kdu    a«ii       du  Shi\         du/du  86      du  dSyi) 
dx'd^''dz'dx^J^'^dy\d}' dz       dz'dyjjldx   dy 

r/du  shi     du  8*tt\     ^/^^  aö    au  ae\-||a^  8^ 

'^LVdy'd^z''  dz'dyy^^dx\dx    dz"^  dz'dxjjl 

=  0. 

Man    kann    diese   Gleichung    auf  verschiedene  andere    Arten 
ausdrücken,  worüber  wir  jedoch  nur  Folgendes  bemerken  wollen. 

Es  ist: 


e 
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/du    3hl  _du    3ht^\/da:Y    /du    Sht^     du    8^  V^Y 
\da:  SySi      dz'  dxdy)\Fq>)      \dy '  dzdx  "  di '  d:^J\d(p  )  ( 

p/8%  du  _du    8%\       /Shi  du      du   8%\T  3f  ^l 
^L  W*  dz       dk'dzdxj  "  \dy*'  dz  ^S^'dydzjj  dq>'dip^ 

(du  d£_du   dy\r/du   dj9^dude\dx    /dude^dude\dfi. 
dy'dfp     Si'dtpJ  ^\dar'  ^z       dz'^/^    \dydz       dz'dyjdqr 

=  0 

oder : 

/du    3ht^_du    dhi  \f3ü^y      (3n  dhi      du  Shi\/dyV 
\dx'dydz      dz'  dxdyj\dfp/        \dydzda;      dzdxdyj\d(p/ 

r/a%   du       du     dl^u\      fdhi   du      8«    dhi\-^dx  3^ 

^Wdx'^'dz'^  dx'dzdx)       \dy^'dz       dy'dydzjjd(p'dq> 

1^—    &J  ,  8w  dy       du    dz\dS 
Kfx'd^'^d^'d^^d'z'd^Jdr 
_  /de    dx     de    dy      de^dz\du 
\dx    d<p      dy    5q}      dz  'd(p/  dz 

also,  weil 

3u   dx     du  dy      du   dz  ^^  8?  .  ?^  ^  ,  36   dz  _dB 

dx '  dq>      Sy '  dg)      dz  '  S^ '^    '     dx'dtp      dy'  d(p    dz'  d(p     8^ 


ist: 


37) 

/du    S^_du    8hl  Y8^\ '      fSu  dhi      du  ShiX/dyV 
\dx  *  dydz      dz  '  dxdy/\dq>)        \dy'didx      dz'dxdy)  \dq>J  i 

I    /a%   8u      du     S*u\/Shidu      du    dhi:\^dx  dy 
+  LW    dz'^dx'S^J      \dy*'  dz^dy'^zj  Jd(p'd<p 

/du  dx^       du   dy\du  de^^ 
\dy ' d(p       dx' dtpj  82 '  8^ "~   \ 


Nun  ist  aber: 


8a    dhi       du    Bhi 


A  ^?!?  •  ??^  —  8g '  8^8jy      dx '  dydz 
8^V8^*87/"~  /duy 

\dzj 


du   8hi       du    Shi 

S^ '  8z8ar 


8^/8t«  ,du\  _  dz ' dxdy     \ 
dxydy'dzj""        /duy 


und 
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du  d*tt        du    ^u 


a  fdu  8tt\    92  8x«     aj 
a5VäS'a«y-        /Swy 

a«  a%«  __  8«  a»« 
8 /a«   a«\    ai'äj*     ayä^. 

also  nach  dem  Obigen: 

a/a«  a«\  /a^y    A/'8«'.??\/'§?V  i 

[a  /a«  aM\      a  /s^.^ifM  ??  ^  i 


38) 


3m  ^ 


d^ '  d<;p 


oder: 


39) 


oder: 


/du  ar      du   S^yö 

Ca  /ati    8i«\   dx       d  (dudu\   dy-idx 

Cd  /du    du\   dy       ^  f^  .^^\   S^T^y 
di\d^''dzj'd<p'^dif\dy'dzj'd(pjdq> 

^/du  Sf^^ü.^^^^^O 
\dy ' dq>      dx' dq>/  dq> 


40) 


I  d  fdu    du\  dx      S^/Su.Su\   dy-ldx 

8^  _  (  "LWty  '  Fx/  '  8y      8yV8y '  dzj '  d<pjdf)  du 
■§■""  dtt  8^      8ii    ^  ^'' 

dy'  d(p     dx    vg> 

Efi  ist  aber:  ^^ 

8/. 6«     8/.e«  S:«!^  J_  of^^^Ä 

"g^^re«*  8<p  -e«-^''89'"^' 


also: 


«)^=^ 


[_8/8tt.8i«\  85_i/?w.??\  ^1??\ 
fty V8x '  dxj  *  8<p     8i V8ar '  dz/ '  d<p  Jd(p  ( 

[d/du,du\  8y      1/3?.M  ?£l?^  i 
dx\dy '  dz) '  dq>      dy\dy'  dzJ '  d(pJdtp  [ 


du  dx 
Sy'  d<p 


du   dy 

ddr'89) 


du 

•'81 
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(»der : 


\ 


[8  /8a  ,  8m\   8a:     ^/^.  ^\  8y  180: 
ä^Vä^ '  82^  •  8^""  8AS^'  W '  ei^Jä^' 


42)  8/.e«:=2 8ti  8:r      8»   8^ '8^^' 


also: 


8^ '  89      hx '  d(p 


-s 


\     L8iy \8a:  *  8z  / ' 8(p      8a:\8:i: '  8z/  8<p  J8<p/ 

I     1    8/8tt,8iei\8^    ^/8m,8m\  8^T8jyl 

l_8jr\8jy  '  dzj'dq)     Stf\Sj^ '  BiJ  ScpJidg)' 


du. 


dy   dq>      ex   d<p 

Setzt  man  .r  für  <jp,   so  ist: 

'  ^  8  /du  ^  dn\       d^  /du  ^  du\    dy  \ 

\         dy  \dx  '  dz  /      dx  \dx  '  dzj  *  dx         1 

I..  /  «2  c>  ■ '   Ls^ ^^^ ' ^'^>'  dxby%rd^dx  1  ö«c. 

44)  /.02.-2 1         ^      8w"3j^~  %  -ä;^-^- 

8y      8a:     dx 

§.7. 

Wenn  die  Gleichung  der  Flache  unter  der  Form 
4ö)     .     .     .     2  =  f(x,y)    oder   z — fix,  y)  =  0^ 
?epeben  ist,  ^«0  ist  w  —  2  —  /(.r,  iy)  äu  setzen^  und  es  ist  folglich: 

^"  —    ^A^^  y)  __     _^     ??f — _  ^f(^>y)  _    ^     s^ ^ 

8ar  8a:       "*       dx  *     dy""  dy  dy^     82  ' 

d^u  _       ff^z        d^u_       8^        ?!?  — n 
8a:«  """S^'     8^2""      8y*'      82«—"' 

d^u   __^h_       ÜÜ^ -0      ^"-0 
8a: 8^  dxdy*     dydi^    '    8z8a:~~ 

Weil   nun  hiernach  und   nach  19): 

8e_8ii    8^  ,  8j<    ?!?*.  +  ??    a^«  _ 8^    9*1      ?f    8*2 
8a:      8a: '  dx'^      dy '  dxdy      dz  '  dzdx      Sx  dx^     dy '  dxdy  * 

ö?^— -      ^4.^^  ?!!^  .^^   ^— 9z    ^    ,   85   8^ 
dy      dx  '  dxdy     dy  '  dy^       dz '  dydz      8ar  *  dxdy       dy '  ^*  ' 

80 du     dhi      du    d^u      du   d^u  _  ^ 

^&-&r  8l8i+%'8y8z  +  8z  "  8?  ^  " 


d<p*dg> 
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ist,  so  erbfilt  man  ans  der  Gleichung  36) »  nachdem  man  dieselbe 
mit  B  moltiplicirt  bat,  die  folgende  Gleichung: 

■"  Idxdy^''  dxXjdxdxdy^  dy'  dyy\\iq>) 

[a^  81/82      dH       81    8«z\T  i 

8ar«^  +  83(V8a:'8a:8y  +  3y'V/J  (  8f   ^_^ 
r8««  82/82    8«2^82     8*2  \-l  '  ^-•^-~'"* 

also,  weil  nach  dem  Obigen  und  nach  19) 

«■=■+(£)' +(!)• 

ist: 

,„  .  /a*\%  8*2       85   &   3^,/8»\ 
~'^       VV  ■'S^~8a;'8i^"8^»'V8g)/ 

~'t*  + W  ^8^*-f*  +  (8j  Iv'ä^V 

«od,   wenn  man  o:  för  9>  setzt: 

j^        ,r,  .  /82\%   8«2        82   82    8«2./8yY 

^L*  +  V8a:y  J8^8y       8ar    8^*80:«^ 
Ferner  ist: 

8^/8ii.8tf\     _  dH_       8  /8k,8m\  8% 

8y  V8^  *  82/  8x8jy '     8ar  V8;/  *  Si/  ~      8a:  8y  * 

8xV8j:"82y"""8a:«'      SvUv'  dzj^^dy*' 
also  nach  40),   indem  man  x  für  gp  setzt: 


=  0, 


*}  Diese  Gleichnn|^  stimmt  ganz  mit  Aer  von  Rrnndcs  a.  a.  O.  S.  211. 
^e^benen  Gleirhiing  überein ;  die  oben  ge^en  denselben  gemachte  Be- 
merkoog  betrifft  seine  Methode,   nicht  das  Resultat. 

Tbeil  XXXVII.  16 
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8^     dx'Bx 
oder: 

ä^a»-aiö* 

Ea  ist  aber: 

.a*    3Hj,.8H„     .a*     an.  .  ö«»». 

also: 

•^  oy  ox  ^ 

und  folglich: 

85-.8j? — 8q-  .8^ 

51)  ...  .  8/.y=2  7      r — . 

oder: 

gj^a*-g^aj, 

NuD  Ut,   wie  man  leicht  findet: 

und  folglich: 
also  nach  51): 

8/.e«=2-^* 8x27        SiT^ 
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53) ... .  s/«»=8/ii+(^y+(|yi 


oder: 


^      8x'  Bx 


/&  _  a*   ay  \»     ~  dx  _dx    d 


54)    .    .   8/.      ,^''*^..  ":y/    =a.  "--ir-^ax. 


oder  aQch : 


§.  8. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  AoflSsuog  der  Gleichung  36) 
beschSftigeD ^  und  setzen  zq  dem  Ende: 

«> i=<- 

^0  Baturlich  nur  von  einer  Bestimmung  der  Grosse  Gy  Hie  Rede 
^n  kann.    Der  Kürze  wegen  wollen  wir  noch 

57) 

/8»    8^u       du  3ht\        du/du  B»      du  de\ 
^^^Kda^'dxdx^Fz'dxy^^dyydy'dz"  dz' dy J      ^ 

Kdu    dhi_     du  8^\ß  .  ?M/8tt   8*     3«  Se\( 
dif'dydz''dz'^J^'^dx\dx'd2^h'SiJ\  ' 

r^/du    3Hi      du    dhi\         du/du   80     du  dS\ 
^''\Si'd^z^di'^J^^Si\dx'^'^dz'^J 
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setzen,  wodurch  die  Gleichung  36)  folgende  Gestalt  erhSlt,  indem 
man  zugleich  die  Gleichung  56)  benutzt: 

Lu9t  man  diese  Gleichung  auf,  so  erhält  man: 


58) Gy  = 


2A 


«r  .1  u  1        ..,  n^  Su    Bx   .  du  dy    .  du   dz       ^ 

Weil  nun  bekanntlich  gj  •  g^  +  g^-g^  +  y^  -g^  =  0  ist,  so 

ist,   wenn  wir 

aeteen : 

60)  61) 

Die  beiden  Werthe,  welche  Gy  und  G%  haben  kann,  wollen  wir 
jetzt  von  einander  unterscheiden,   und  demzufolge 

-g  +  Vg«+4^C  Ä      Vä^+4^ 

62)  {  

^'  ~  2A  —~2A~        1A 

so  wie  entsprechend : 

setzen;  dann  erhalten  wir  leicht  die  Formeln: 

64)    .    .    .     <?s,'  +  6y  =  -|,    Gs'Gy'^-^ 

und 

(8:)'«-'«."=C5)'+e|<«.'+«."'+©"<'.'«.-^ 

also  nach  64): 

g^(G.  +«'.  )--25^  +  ,4-g^. 
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Ans  diesen  Formelih  erhält  man  leicht  die  Relation : 

66)    ....    (|y(I  +  G,'G/  +  G.'G.*) 


oder: 


67)    ...    .     (^y(l  +  ey'G/+CrVG.'0 

oder: 

^      ./8«\*     «3«  Ott  .  ^/3m\» 

= --J  ; 

welche  wir  nun,  den  Zähler  des  Bruchs  in  67)  auf  der  rechten 
Seite  in's  Ange  fassend ,  zuvörderst  etwas  näher  betrachten  wollen. 

Wir  unterscheiden  in  diesem  Zähler  den  6  als  Factor  ent- 
haltenden Theil  von  dem  6  nicht  als  Factor  enthaltenden  Theile. 
Der  Factor  von  S  in  dem  ersten  dieser  beiden  Theile  ist,  wie 
man  leicht  findet: 

/du  dhi    du  3^M/3wV  . /?!fV. /»«VI 
du  dhi  \/duy_^/duyidu  3hi  i/duy    /Buyi 

du  Bu/Bu  8%     8ii  ü".  .ÖM    3hi\ 
'*^  dt  '^\da:'  dx^'^  S^'  dxdtf^  dz  '  dzdoij 

du  du /du     B^Ji,^±  ^r^    ^^\ 
''^' di\dx' dxdif^  dy' dy*^  dz' S^zJ 

(duy /du    SHi      du    dhi\ 
\dzj  \dy'^^^dx'^zj' 

also  offenbar: 

du^/du   36     du  de\ 

-"S^^Kdi'd^^d^'dxJ' 

Der  e  nicht  als  Factor  enthaltende  Theil  unsers  Zählers  ist,  wie 
man  sogleich  übersieht: 
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du/du  dB   du  d&\  j/a?V  . /^V  . /^Yi 

^dxKjbff  bi^dx'dyj  ^\dx)   ^\jdy)   ^Kji)   ^ 
du /du  dB    du  dB\.  /duy  ,  /duy  ,  ^duy . 

^dyKdx'dz'^dz'dxJlydiJ  +Väy/  ^V&y  ^' 

also   offenbar : 

du      /du    de     du  d»\ 
S       \dx '  dy      3y '  dx/ 

Folglich  ist  der  ganze  Zähler: 

du^/du    de     du  de\      du      /du   de     du  de\ 

d.  h.  der  Zähler  verschwindet,  und  wir  haben  daher  die  folgen- 
den Gleichungen: 

oder: 

™,..(.-c,(|)'=-.(|)'.i>|.|.c(|)-. 

oder: 

,i,..(.-oe.=^^)-+«g4;-c©-. 

Zugleich  haben   wir  nach  66),  67),  68)  die  merkwürdige  und 
wichtige  Gleichung: 

72) 1+ C?y'6V  + G.'6'.''=0. 

Nach  69)  ist : 


<i=-<sr+(i)''-«^'©^©''. 


also: 


-"«-•>S)*+(I)*"(I)'+(I)*'+"^)"©' 

und  folglich: 


der  /CnhnmungsUnien.  243 

oder,  wie  sogleich  erhellet: 

^ <»'+*^«(i)'©' 

=K^+C)e.-X|)'-c(g)V-4^™.(|)-. 

Aach  i8t  nach  71)  offenbar: 

Nach  diesen  beiden  letzteren  Gleichungen  ist  also: 

=,M4Ce.-.(|)'-c©-,.©-^)' 

und  dnrch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  erhftlt  man  dre 
Gleichung: 

".  <«-+'-'c,^j-©-i(|)-(|)%KI)'i 

+  ,M-C,,.-.(|)Vc@)V«.(|)-, 

woraus  sich  unmittelbar  das  wichtige  Resultat  ergiebt,  dass  die 
GtGsse  B^  +  AAC  stets  positiv  ist,  folglich  die  obigen 
Werthe    von    Gy   und    G%   stets    reell    sind. 

Da  es  nach  dem  Bisherigen  ffir  jeden  Punkt  (:ryz)  unserer 
Flllche  zwei  reelle  Werthe  von  Gy  und  zwei  entsprechende  reelle 
Werthe  von  G%  giebt,  so  werden  jedem  Punkte  {xyi)  un- 
serer Fläche  offenbar  zwei  Krfimmnngslinien  ent- 
sprechen. 
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Weil  die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Krümmungslioie 
im  Punkte  (xyi)  im  Allgemeinen  bekanntlich*) 

&c  *"    ^  ""    8i    ' 

8^         8g>         9^ 

folglich  fdr  die  beiden  in  Rede  stehenden  Krdromungslinien  in 
nach  dem  Obigen  leicht  von  selbst  verständlicher  Bezeichnung 

\S(pJ      \S9J      \Sq>J        \Bg>J       \S(pJ       \Bq>J 
sind,  wo  man  sich  nach  dem  Obigen 

gesetzt  zu  denken  hat,  und  weil  also  wegen  der  Gleichung  72) 
offenbar 

{4)  (4)  ■'"(4)  K)  ■'"(4)  (4)  ""^ 

ist;  so  ergiebt  sich  nach  bekannten  Sätzen  und  Gleichangen  der 
analytischen  Geometrie  das  wichtige  Resultat,  dass  die  bei- 
den in  Rede  stehenden  Krunimungslinien  in  dem  Punkte 
(xyx)  jederzeit  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Wenn  wir  die  Winkel,  welche  die  Berührenden  der  dem  Punkte 
(xyx)  entsprechenden  Krfimmungslinien  mit  den  positiven  Theilen 
der  Coordinatenaxen  einschliessen ,  durch  0,coyC5  bezeichnen;  so 
haben  wir,  weil  deren  Cosinus  sich  bekanntlich  wie  die  Differen- 

tialqootienten  g- >   ^»    k~  zu  einander  verhalten,  zur  Bestimmung 

der  Cosinus  dieser  Winkel  nach  36)  und  SS)  augenscheinlich  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

du   '    ^     du  Sh       _     ^ 

5— cos  ö+rT  cos»  +  -o-cosQ=:09 
I7.T  cy  02 


•)  M.  t.  Tbl.  \XX.  Nr.  XL.  S.  867.  Nr.  3). 
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\ßi'8xdif     dx^'dySj        ^ 
,  /du    3Hi      du    Sht\        «. 

cdu   3*M      Stt    8*11       /8*M     dht\du .              _t 
^du   3ht      du    d^u       /3*ti     3ht\dux      - ^/. 

ond  ausserdem  die  bekannte  GHeichang:  co6d*-|-co8o>*-|-cosc5*=I. 

Diese  Gleichungen  stimmen  aber,  wie  man  sogleich  übersieht, 
vollkommen  überein  mit  den  Gleichungeo,  welche  wir  in  unserer 
„Allgemeinen  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen  fOr 
jedes  beliebige  rechtwinklige  Coordinatensystem''  in 
Tbl.  XX VIII.  S.  184.  zur  Bestimnuiig  der  Lage  der  Normalschnitte 
der  grSssten  und  kleinsten  Krümmung  der  Fläche  in  dem  Punkte 
(xyz)  gefunden  haben,  woraus  sich  also  die  merkwürdige  Eigen- 
schaft der  Krünnmingslfnien  ergiebt,  dass  in  je^em  Punkte 
der  Fläche  die  RichtuBgen  de?  beides  diesem  Punkte 
entsprechenden,  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Krümmungslinien  mit  den  bekanntlich  gleichfalls  auf 
einander  senkiecht  stebendeir  NormalschnitteB  der 
grossften  und  kleinsten  Krümmung  in  diesem  Punk-tf 
lusamiaen fallen«  Dieser  Bierkwdrdigen  Eigenschaft  wege» 
haben  die  KrümmnngsUnien  Ihien  Namen  erbalten. 

Für  irgend  eine«  Cun^e  sind  oacb  16>  die  Gleichungen  der  co»» 

jugirten  Berührenden  in  dem  Punkte  (Ä35n)r   •>  ä    =?"i.»==r^^, 

and  nach  18)  ist  allgemeib: 

•         3^        %         31  _  /Su    S^  ^3u  ^«_\/3fY 
dq>         §5         3<p        V3y  *  SiSj:      Si '  dxdyj  \d<pj 
/du    Shi       du    8^\/d,yy  ./du    dhi      du    dhi\/dzy 
*\d»  da8y^d:f'^J\5^J   *\^' ^z^df' d%fa^)\^J 
c  du     dhi      du    dHi       /3*ti       3*ii\  8ir  ^  Sr  ^ 

cdu     dhi^      dti    Ißm        /9w     3^\3m^8«    dx 
""<S  '  dydi'^  W daßy  ^  \dt^ '^ dxy dy^  dq>^ dtp' 
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Ist  nun  die  in  Rede  stehende  Curve  eine  KrQmmangsIinie ,  00 
verschwindet  nach  33)  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens stehende  Grösse,  und  in  diesem  Falle  ist  also 

woraus  sich  unmittelbar  die  neue  merkwürdige  allgemeine  Eigen- 
schaft der  Krdmmungslinien  ergiebt,  dass  in  jedem  ihrer 
Punkte  die  entsprechende  conjugirte  Beröhrende  der 
Fläche  auf  ihnen  senkrecht  steht. 

Auf  diese  Weise  haben  wir  jetzt  die  wichtigsten  altgemeineo 
Eigenschaften  der  Krümm migslinien  sämmtlich  streng  bewiesen, 
und  die  allgemeine  Theorie  dieser  merkwürdigen  Curven  für  jedes 
beliebige  rechtwinklige  Coordinatensystem  entwickelt. 


VII. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n* 


Zwei  Sätze  von  höheren  arithmetigcben  Reiben. 

Von  Herrn  Beallehrer  Dr.  J.  6.  Molitor  in  Ettenheim  im  Grosshers.  Baden. 


Ist  eine  arithmetische  Reibe  der  mten  Ordnung  gegeben  mit 
der  Constanten  Differenz  ^| ,  eine  zweite  von  'der  fiten  Ordnung 
mit  CDn  =  ^2»  ®>n®  weitere  von  der  rten  Ordnung  mit  CDr  =  6% 
u.  s.  f.,  und  diese  werden  gliedweise  multiplicativ  verbunden «  so 
ist  die  so  erhaltene  Reihe  von  der  (m-{-n-\rr  -{■  ..,.)ien  Ordnung 
mit  der  constanten  Differenz: 

r»n  1.2.3....(m  +  w  +  r  + ....)     •     .     . 

C//(m+»+r+....)  =  |  2....,„.1.2....fi.l.2....r..,.-^»'^«-^»-  •• 

II.    ^ 

Ist  Ol,  a«,  Ob»*«*«  eine  Reihe  der  mten  Ordnung  mit  der  con- 
stanten Differenz  dy  so  ist: 

Ol"*    ^>    fl»",.... 
eine  Reihe  der  (nf}t)ten  Ordnung  mit  der  constanten  Differenz: 

1 . 2  •  3  • . .  •  intt 


(1.2. 3. ...m)» 


i». 


/i  (%m — IW«  04/; 


Ueber  das  bestimmte  Integral 

log  2 

o 

Von 

Herrn  Professor  Dr:  J,  P,  fV  dl  fers 

in  Berlin» 


Die  Veranlassung  zur  Bestimmung  dieses  Integrales  fand  ich 
bei'm  Studium  von  L.  Euler's  Integral -Rechnung»  ThI.  IV.  Sup- 
plement V.  pag.  261.  u.  f.  Ich  schicke  hier  einige  kurze  Paragra- 
phen dieses  Werkes»  unter  Hinzufägung  weniger  Bemerkungen, 
voran,  theils  weil  dieselben  an  und  filr  sich  interessante  Betracht, 
ungeo  enthalten,  theils  um  zu  zeigen,  wie  ich  zu  meinem  Ver- 
fahren gekommen  bin.    Am  a.  O. 

§.  2.  wird  das  einfachere  Integral 

1  {t'-r^dz 


f 


log  2 


betrachtet  und  gezeigt,  dass  dasselbe  einen  bestimmten  Werth 
habe.    Setzt  man  nSmIich 

so  stellt  unser  Integral  fydz  den  Flächeninhalt  einer  Gurre  dar, 
deren  Abscisse  z  und  Ordinate  ==^  ist,  und  es  wird  diese  FiSche, 
von   z  =  0  bis  2  =  1  ausgedehnt,  wenig  grosser  als  \  sein.     Es 
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^^     W  Ol  fers:    üeber  das  bestimmte  Integral  /*'  ^—, — ?^. 

wird  för  z  =  05  auch  die   Ordinate  ^=0;  für  z  =  l  aber  nimmt 
die  Ordinate  y  =  -j zunächst  die  Form   ^  an.    Wenn  man  nun 

nach  bekannter  Weise  statt  des  Zählers  und  Nenners  ihre  Dilfe- 
rentialquotienten  setzt,  erhält  man  sogleich  fSr  z=l 

Um  von  der  Gestalt  der  Curve  eine  Vorstellung  zu  bekommen, 
bilden  wir  noch 

dAf zlogg — z-\r  1 

dx""      2(logz)« 

Für  z  =  0  wird  dieser  Ausdruck 

5^_  J_ 1      ,    >  1 

dz  ~  logO     (Iog0)2  ^  0(logO)2 * 

Die  beiden  ^ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  verschwinden 
offenbar ;  um  uns  von  dem  Werthe  des  dritten  eine  deutliche  Vor- 
stellung zu  machen,  setzen  wir 

logz  =  —  f,    wonach    r  =  -^> 
mithin  für  z  =  0,  {;=x>  wird.    Wir  haben  nun  allgemein 

1  cC      '+f  +  2l+3!  +  *  •• 


i(logz)«-'J«-  £• 

offenbar  =oo,  wenn  z=0  oder  i;=:aD   ist     Wir  haben  daher  im 
Anfangspunkt  der  Abscissen 

Q>Z 

und  es  steigt  die  Curve  daselbst  senkrecht  über  die  Abscissen- 
axe  empor. 

dy  0 

Für  z=:i  nimmt  ^  die  Form  ^  an,  nach  vollzogener  Diffe- 
rentiation des  Zählers  und  Nenners  erhält  man 
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iToraos  sich  die  Neigunf^  der  Curve  im  obern  Endpunkte  gegen 
die  Abscissen  -  und  Ordinatenaxe  ergiebt. 

Ffir  die  mittleren  Abscissen  wird,  für  t  =  c-C, 

wenn  also  z  sehr  klein  und  J;  sehr  gross  ist,  wird  sehr  nahe 

] 

Dieser  Werth  ist  demnach  weit  grösser,  als  die  Abscisse  z,  und 
wenn  man  die  entsprechende  Curve  verzeichnet,  deren  Anfangs- 
punkt durch  A,  Abscisse  2  =  1  durch  Aß,  Ordinate  ^=1  durch 
BC  bezeichnet  werde;  so  wird  man  sehen,  dass  der  Flächenin- 
halt AMCB  ^wischen  der  Curve  AMC,  Abscisse  AB  und  Ordi- 
nate ßC  wenig  grosser  als  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC^=l 
sein  wird. 

§.  3.  Neuerdings  aber,  als  ich  mit  andern  Untersuchungen 
beschäftigt  war,  habe  ich  wider  Erwarten  gefunden,  dass  dieser 
Flächeninhalt  gleich  dem  hyperbolischen  Logarithmen  von  2,  also 

=  0,0931471805.... 

sei.    Dieses  Resultat  hat  sich  auf  folgende  Weise  ergeben. 

Da  in  Wirklichkeit 

logi  =  -o- 

Ist,  weil  durch  Differentiation  auf  beiden  Seiten 

dt Oz-^dz dz 

entsteht  und  beide  Ausdrücke  fOr  2  =  1  verschwinden ;  so  schreibe 
ich  statt  0  den  Bruch  t>  wo  t  eine  uoendlfch  grosse  Zahl  be- 
zeichnet.   Es  wird  alsdann 

1 

I0g2  =  t'(2^  — 1), 


also  die  Ordinate 


2-1  1—2 

y  =  — i = r  ♦ 

t(2^-l)        i(l  — *0 

17  ♦ 


4 

^*®     Wo l fers:    üeber  das  öestimmte  Integral  /*'(»^— 0^ 
so  wie  die  Integral  -  Formel 


0 

1 
Setzt  maD  jetzt  2**=a;,  so  wird 


2  =  0;*, 


wobei  man  bemerke,  dass  für  beide  Grenzen  der  Integration  z=0 
und  z  =  l  zugleich  auch  :r=0  und  ;];=:1  wird.  Da  ferner 
dz^ix*—^dx  ist,  wird  die  Integral -Formel 


0 

§.  4.    Da  nun  aber 


so  erhält  man 

Pai^-^ dx(l — a:0  _ a:<  .  a:^^     a:'+«  ar««-» 

J  i^a:         "■  t  +1+1  +  1  +  2+   ••  +  2m' 

Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  verschwindet  für  a::=0,  und  es 
wird  daher  der  gesuchte  Werth: 

rHt-i)dt_i  ,1.1,       ,    I 

J         logi     ~i  ^t-H"''»+2  ■•■••••"•■  2e-l' 

0 

wo  t  unendlich  gross,  und  daher  die  Anzahl  der  Glieder  in  Wirk- 
lichkeit unendlich  ist.  Nichts  desto  weniger  wird,  weil  die  ein- 
zelnen Glieder  unendlich  klein  sind,  diese  Reihe  eine  endliche 
Summe  haben,  welche  man  folgendermaassen  auf  eine  gewöhnliche 
Reihe  zurückliihren  kann. 

§.  5.    Die  gefundene  Reihe   kann  betrachtet  werden  als  die 
Differenz  der  folgenden  zwei  harmonischen  Progressionen: 


Ä  =  l+i  +  *+    ..+j 


2t— 1* 
1 


t-r 


/]  (%m —  UdZ 
i__^ rl__ 
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»     ■■■.■■       • 

ff 


iodem  A'^  B  die  gefundene  Reihe  darstellt.  Weil  aber  die  An- 
2afil  der  Glieder  in  der  Reihe  A=^i — 1  und  in  der  Reihe 
B=zi — 1^  also  jene  doppelt  so  gross  als  diese  ist;  so  kann  man, 
um  eine  regelmässige  Reihe  zu  erhalten»  die  einzelnen  Glieder 
der  Reibe  B  sprungweise  von  dem  zweiten »  vierten»  sechsten, 
achten  o.  s.  w.  Gliede  der  Reihe  A  subtrahiren»  auf  welche  Weise 
man  gleichzeitig  zum  Ende  beider  Reihen  gelangen  wird.  Genau 
genommen»  ist  diess  nicht  streng  richtig»  indem  4  i>ur  dann  doppelt 
50  viele  Glieder  als  B  haben  würde»  wenn  das  letzte  Glied  in 
ersterer 

1 

2i— 2 

wäre.  Üa  indessen  i=x  ist»  so  wird  in  jedem  Falle  das  übrig- 
bleibende Glied  ö^T  als  yerschwindend  klein  anzusehen  sein.  — 
Man  erhält  auf  diese  Weise 

il  — Ä  =  l  — i  +  i  — i+i  — i+....  in  inf., 
und  da  aas 

(^  «0=2 

log2  =  l— 4  +  J-l  +  .... 
folgt,'  80  wird  offenbar 


Z*^-'-^- 


§•  6.    Eine  ähnliche  Schlussfolge   kann  der  allgemeinen  Inte- 
gral-Formel 


/' 


log« 
angepasst  werden,  und  man  wird  endlich 


/ 


-|^^7-=log(«  +  l) 

finden. 

So  weit  habe  ich  den  Inhalt  der  angeführten  Paragraphen, 
dem  Wesen»  wenn  auch  nicht  dem  Worte  nach  hier  mitgetheilt, 
muss  aber  bemerken»  dass  eine  ganz  ähnliche  Schlussfolge»  wie 


2^^     Wo  l fers:    üeber  das  bestimmte  Integral  f    v^^L?. 

in  §§.  3. — 5.,  mich  nicht  zu  der  in  §.  6.  aufgestellten  allgeroeinen 
Formel  hat  gelangen  lassen. 

Setzt  man  z.  B.  m  =  2 ,  so  folgt  zwar  aus 


/ 


logi 


1 
indem  man  wie  vorhin  in  §.3.  log 2  =  1(2*" — 1)  und  z^=a*  setzt, 


/ 


\ogz      — t +t+l^""^3.— 1* 

weiche  Reihe  man  ebenfalls  als  den  Unterschied  der  harmonischen 
Progressionen 


t— I 

betrachten  kann.    Es  wird  daher  auch  in  diesem  Falle 


/ 

0 


I0g2 


=  A'-B\ 


allein  ich  habe  nicht  ermitteln  können,   wie  man  den  Werth  fod 
A — B  auf  die  Form 

log3=l-i.2+i.2«  — i.2»  +  .... 

bringen   soll.     Dagegen  ist  es  mir  gelungen»  die  Richtigkeit  der 
in  §.  6.  aufgestellten  allgemeinen  Gleichung 

o 

darzuthun,  und  zwar  auf  eine  ähnliche,  jedoch  theil weise  vod  der 
obigen  abweichende  Weise.    Diesen  Beweis  will  ich  hier  fabren- 

Aus  dem  vorausgesetzten  Integrale 

(2«— l)rf2 


/' 


l0g2 

eliminiren  wir  vermittelst  der  obigen  Gleichung 

i 
log  2  =  1X2«"—  1) 


wo i fers:    üeher  das  bestimmte  Integral  f"^  ^^l^T^'     ^^^ 

Dicht  wie  in  §.2.  iogz»  sondern  umgekehrt  z;  wir  haben  zu  die- 
sem Ende 

s  =  (l +  Tloga;)«     and    «"»zsCl -h-rlogi)""*» 
und  es  geht  der  Ausdruck  (1)  über  in 


/l(l+7lo 
i 


-rlog2)«*-l|c^2 
(2) 


iogz 

Hierbei  muss  daran  erinnert  werden»  dass  i  eine  unendlich  grosse 
Zahl  bedeutet.  Der  Zähler  in  (2)  wird  daher,  wenn  wir  die  Bi- 
DomiaU  Coefficienten  nach  der  vielfach  angewandten  Weise  be- 
zeichnen : 

(1  +  vlogz)"»'- 1  =  mi .  Tlog2+(iiii)a  •  J20<>g*)^+M)3  .,^(logx)» 

-{-••••  in  iuf., 
oder  weil  z.  B. 

.      1  _mi(iii»-l)(mi-2)    1      m(m-T)(m-j)     ^3 
(rnija.^.,-  ^,^3  .^.3-  j  2.3  -31' 

wegen  t  =  cx>,  statt  (2)  jetzt 

m  m  m 

(3)        /rf«tm+2rlog»+3J-(logz)»  +  ^(l«>gJ)»+....|- 

Dorcb  partielle  Integration  wird  aber: 

(4) 
Idt  =1, 

/dzlogz    =zlogz  —  2, 
/&(log2)a=i(!ogz)«— 2/^2  log!  =  x(log2)«— 22  logx  +  2«, 

/cfa(l0g2)8=2(Iog2)»-3/rf2(Iog2)2=2(log2)3-32(log2)H3.2.2logr-3.2z, 

M(log2)*=:2(log  2)*— 4/d2(log  2)8  =  2(l0g  2)*-42(l0g  2)8  +  4 .  32(log  2)« 

—  4!2log2  +  4!2, 
u.  s.  w. 

Für  die  obere  Grenze  2  =  1  gehen  diese  Werthe  offenbar  über  in: 


(8) 
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/  fdz  =1, 

fdziogz     =— I, 
/iiz(log2)a=  +  2, 

/rf2(l0g2)»  =— 3!, 

u.  s.  w. 

Für  die  untere  Grenze  z  =0  kommt  es  darauf  an»  zu  untersocheo, 
welchen  Werth  ein  Product  von  der  Form 

2  (log  2)» 

in  diesem  Falle  annimmt.    Allein  gerade  wie  oben  in  §.  2.  gezeigt 
worden  ist,  dass  für  z:=0 

1 

=  00 


z(logz)« 
seiy  folgt  sogleich 

z(logz)"  =  0. 

Für  die  untere  Grenze  z=0  werden  demnach  alle  Werthe  io 
(4)  gleich  Null,  und  indem  wir  die  Werthe  (5)  in  (3)  substituireo, 
erhalten  wir 

/^  (z" -  l)rfz  _         m«     '^     3!m^     4!m» 
logz      ""^^  2  +   3!  ""   4!    +    5! 

o 

=  m— im*+im'— iin*  +  im* — .... 
oder 

/*»  (»»- l)dz     .     ,    ^,. 

Hiermit  dürfte  der  Wunsch  erfallt  sein,  welcher  a.  a.  O.  {.  7. 
ausgesprochen  war,  nämlich  nach  einer  andern  leichten  und  ge- 
wöhnlichen Methode,  das  vorstehende  Integral  auf  dieselbe  Summe 
zurückzufuhren,  welche  Untersuchung  dort  als  eine  höchst  schwie- 
rige erschien. 

Dass  wenige  Seiten  und  Paragraphen  später  in  jenem  Werke 
dieses  bestimmte  Integral  nach  einer  ganz  andern  Methode  aaf 
denselben  Logarithmen  reducirt  wird,  möge  hier  am  Schlüsse  be- 
merkt werden. 
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IX. 

Ein  geometrischer  Lehrsatz. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Boklen 

za  Sulz  a.  N»  im  Königreich  Würteroberg. 


Lehnaii.  Gegeben  sind  zwei  feste  Punkte  Im  Räume, 
durch  welche  zwei  bewegliche  Gerade  gehen,  die  ei- 
nen konstanten  Winkel  mit  einander  bilden  und  deren 
körzeste  Entfernang  ebenfalls  konstant  ist,  so  hat 
die  Kngel,  welche  darch  die  beiden  festen  Punkte 
unddurch  diejenigen  zwei  Punkte  auf  den  Geraden  geht, 
die  die  kürzeste  Entfernung  derselben  angeben,  einen 
konstanten  Durchmesser. 

A  und  B  seien  die  festen  Punkte,  durch  welche  zwei  beweg- 
liche Geraden  gehen,  die  von  einer  dritten,  auf  beiden  zugleich 
senkrecht  stehenden  Geraden  in  C  und  D  geschnitten  werden,  so 
i«t  der  Durchmesser  der  Kugel,  welche  durch  die  vier  Punkte 
ABCD  geht,  gleich 

V^3fi*co8ec*  a  —  CD'^  cotg*« ; 

a  ist  der  Winkel  zwischeh  den  Geraden  AC  und  BD.  Man  ziehe 
dorch  B  die  Linien  BE  parallel  and  gleich  CD,  ziehe  AE  und 
AB,  so  ist  Winkel  AEB  =  90^;  also 

AE  =  ^AB^-^BE^  =  V^AB^-^CD^. 

Ferner  ziehe  man  CE,  so  ist  nach  dem  Obigen  ACE=:z€t;  der 
Halbmesser  des  um  ACE  beschriebenen  Krebes  ist 
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AE 

r  =  coseca.  -3-« 

Da  nun  CD  senkrecht  auf  der  Ebene  ACE  steht,  so  folgt  sogleich, 
dass  der  Halbmesser  der  durch  die  Punkte'^,  E,  C,  D  bestimm- 
ten Kugely  welche  auch  durch  B  geht,  gleich  ist 


V 


.'+<'"' 


4 
Also  ist  der  Durchmesser  dieser  Kugel 

V  {AB^—  C/>*)cosec«a  +  CD^  —  V  ^Ä«cosec«a—  Cö*cotg*o. 

Der  obige  Satz  kann  auch  auf  zwei  andere  Arten  ausgesprochen 
werden: 

Gegeben  sind  zwei  Punkte  auf  einer  Kugel,  durch  welche  zwei 
bewegliche  Sehnen  gehen,  so  dass  die  Verbindungslinie  ihrer 
andern  Endpunkte  senkrecht  auf  beiden  steht  (ihre  kürzeste  Ent- 
fernung angibt);  so  ist  der  Winkel  zwischen  beiden  Sehnen  kon- 
stant. 

Gegeben  sind  zwei  feste  Gerade  im  Räume  und  eine  dritte 
Gerade  von  konstanter  Länge,  welche  sich  mit  ihren  Endpunkten 
auf  den  beiden  ersten  Linien  bewegt ;  dann  bat  die  Kugel,  welche 
durch  die  Punkte  der  kürzesten  Entfernung  aqf  den  festen  Gera- 
den und  die  Endpunkte  der  beweglichen  Geraden  geht,  einen  kon- 
stanten Durchmesser. 

Um  den  momentanen  Drehtingspunkt  der  Geraden  AB  von 
unveränderlicher  Länge,  deren  Endpunkte  sich  auf  zwei  festen 
Geraden  AC  und  BD  bewegen,  zu  bestimmen,  nehmen  wir  wie 
vorher  an,  dass  CD  senkrecht  auf  AC  und  BD  zugleich  stehe; 
oder  dass  die  Punkte  C  und  D  die  kürzeste  Entfernung  der 
Geraden  AC  und  BD  angeben.  Ferner  ziehen  wir,  wie  oben, 
BE  parallel  und  gleich  CZ),  AE  und  CE\  so  ist  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck  AEB: 

AE  =  V^ZB« -££;«=  const 

Während  der  Bewegung  der  Geraden  AB  dreht  sich  auch  die 
Linie  AE,  oder  die  Projektion  von  AB  auf  der  Ebene  AEC;  da 
nun  die  Linie  AE  konstant  ist  und  ihre  Endpunkte  sich  auf  den 
Schenkeln  des  festen  Winkels  ACE  bewegen,  so  ist  ihr  roomeo- 
taner  Drehungspunkt  X  von  A  ebenso  weit  entfernt,  als  der  Fuss- 
punkt  des  von   C  auf  AE  geföllten  Perpendikels  von  E*),    Bei 


*)  Siehe  den    Anfiiatz  den  Verfasser«  im  Archiv:     .,Dio  Hjpocj' 
cloide  mit  vier  Aesten*'.     (Nr.  II.  10  diesem  Theilc  S.  105.) 
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der  ßef^egaog  vod  AB  bleibt  die  Ebene  AEB  stets  parallel  der 
Geraden  CD,  also  ist  ihre  momentane  Drehungsaxe  parallel  CD\ 
da  nun  X  ein  Punkt  dieser  Axe  ist»  so  findet  man  diese  selbst, 
wenn  man  durch  Ä  eine  Linie  parallel  CD  zieht;  diese  schnei- 
det AB  in  F,  somit  ist  F  der  momentane  Drehungspunkt  von 
AB.    Wir  haben  somit  folgende  Aufgabe  gelost  : 

Gegeben  sind  zwei  feste  Gerade  im  Räume,  auf 
welchen  sich  eine  dritte  Gerade  von  unveränderlicher 
Länge  mit  ihren  Endpunkten  bewegt.  Mao  soll  den 
momentanen  Drehungspunkt  der  letzteren  Geraden 
bestimmen. 


X. 

lieber  den  durch  drei  Punkte  einer  Ellipse  gehenden 
Kreis,  und  über  den  Rrümmungskreis  der  Ellipse* 

Von 

dem    Herausgeber. 


Dieser  Aufsatz ,  welcher  zu  verschiedenen  neuen  eleganten 
analytischen  Ausdrucken  fuhren  wird,  hat  den  Zweck,  eine  weitere 
fruchtbare  Anwendung  der  Anomalien*)  in  der  Lehre  von  der 
Ellipse  zu  zeigen,  und  zugleich  die  Theorie  des  KrOmmungskrei- 
ses  dieser  Curve  aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  darzustellen, 
welcher  sich  sehr  zu  einer  elementaren  Behandlung  dieses  Ge- 
genstandes eignet;  auf  die  Abhandlung  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXIX. 
wird  des  Folgenden  wegen  hier  ein  für  alle  Mal  verwiesen. 


♦)  M. ».  ThI.  XXIV.  S.  372. 
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Die  Anomalien  zweier  Punkte  einer  Ellipse  seien  Uq  und  u^, 
60  sind  bekanntlich 

acostio»  66iDiio     und    acostti»  6siDUi 

die  Coordinaten  dieser  Punkte;    die    Gleichung  der  durch  diese 
beiden  Punkte  gehenden  Sehne  der  £llipse  ist: 

1)  . .  6a:cosi(uo-f  U|)-|-<'^sini(uo-f  U|)  =  a6cosi(uo~«i)t 

and  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieser  Sehne  sind: 

ia(cos  tiQ  4- cos  tii )  =  a  cos  Kuo -|- tt|)  cos  j(uo — tf| ) , 
i6(sinuo-f  sinui)  =6sini(uo-f  Ui)cos^Uo — «i). 

Durch  diesen  Punkt  lege  man  eine  auf  der  Sehne  senkrecht 
stehende  Gerade,  deren  Gleichung 

2) i4a:+%  +  l=0 

sein  mag;  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  A^  B  die  beiden 
Gleichungen: 

2I6COS  \{uq  +  tt,)  +  Ba  sin  \{uq  +  u{)  =  0, 

{Aacos\{u^-\-Ui)-{-Bbe\n\{uQ-{-Ui)\co%\{u^^Ui):=z  —  \\ 

aus  denen  sich  leicht: 

'■  A  =  - 


(a^ — 6*)  COS  i(uo  +  «t )  COS  i{ao — Ml ) ' 
3)  .   .    ■ 

'2?  =  +  ^ ^ 

"'"  (a«— 6*)sini(tio  +tti)cosi(ao— tti) 

ergiebt     Also   ist  die  Gleichung  der  auf  der  Sehne  1)  in  ihrem 
Mittelpunkte  senkrecht  stehenden  Geraden: 

ax by 

(a«~^  cos  4(«o+tti)  cos  J(uo-  Uy ) ""  (a*— 6*)  sin  Kuo-f  tii  )cos  4(mo-Mi) 

=  1, 

oder: 

5)     57 — r — ^  — .   1/   —, — r  =  («* — 6*)  cos  Uuq  —  Ml )  • 

'     cosi(tio-f  tci)      smKtio  +  M,)      '^  /       wv  o        1/ 

Ist  nun   u^  die. Anomalie  eines  dritten   Punktes  der  Ellipse, 
und  sind  Jf,  F  die  Coordinaten  des   Mittelpunktes  des  durch  die 
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drei,  durch  die  Anomalien  Uq,  Mi  »  tc«  bestimmten  Punkte  der 
Ellipse  gehenden  Kreises;  so  bat  man  nach  der  vorstehenden 
Gleichung  fiir  diese  Coordinaten  offenbar  die  folgenden  Gleichungen : 

6) 

17 — ; — ; — ~^~r7 i — ;  =  (a*— 6*)cosi(U| — tct)» 

cos  i(ti,  +  tia)      sin  4(ti,  +  Ma)  ^      ^^ 

TT — 2 — \ ^~T7 li — \  =  («* — 6*)cos4(fi- — «o)« 

Bestimmt  man  aus  zweien  dieser  Gleichungen,  etwa  aus  den 
beiden  ersten,  die  Coordinaten  X,  F*;  so  erhält  man,  weil,  wie 
man  leicht  findet, 

sin  i(tto  +  Ui )  cos  i(Mo  —  «i )  —  sin  ^(ui  +  ««)  cos  i(tt,  —  iij) 
=  —  sin  J(fi, — tio)  cos  i(ti2  +  Uo) . 

cos  i(«o  +  Mi)cosi(ii,>  —  «,)  — cos4(tti  +u^coal(ui  — t^) 

= sin  i(fi,  -  Mo)  sin  ütt^  +  tio) 

ist,  ßr  JITy  F  die  folgenden  merk wfird igen,  ganz  symmetrisch  ge- 
bildeten Ansdrficke: 

7) 

^=      — ^cosi(iio  +  tt,)co8i(iii+tia)cosi(tt»+uo), 

a^  —  b* 
F  = g —  sin  J(tio  +  ti,)  sin  i(iii  +  u^  sin  i(fi,  +  Uo). 

Wenn  a,  ß,  y  drei  beliebige  Winkel  sind»  so  ist  jederzeit: 

4  cos  i(a -f /?)  cos  i(/3 -|- y)  cos  i(y -f  a) 
=  cosa  -f  cos^  +  cosy  +  cos  («  +  /?  +  y), 

4sini(«  +  /J)sini(/5  +  y)sin4(y  +  a) 
=  sin  o  -f  sin  /?  +  sin  y  —  sin  (a  +  ^  +  y) ; 

also  nach  7) : 
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9) 

^=  '~-j^{CO«(Uo  +  th+«2)  +  (cOBllo+COSIIi  -|-cost%)|» 

a*  — 6* 
Yz=i—^ — \s\n{uQ+Ui-\^U2^  —  {B\nu^^s\nui  -fsiDtis))* 

Bezeichoen  wir  den  Halbmesser  des  durch  die  drei  Punkte, 
deren  Anomalien  u^^  ti|,  «2  sind,  beschriebenen  Kreises  durch  ß; 
so  ist: 

/2*=  (acostio— -X)«  +  (6sintio— F)*, 

Ä«=  (acostii  — ;t)«  +  (ftsintti  —  F)«, 

Ä«  =  (acosfi, - X)^  +  (ftsintia -  F)«; 

also  nach  7):  ' 

10) 

o^ — 6> 
I2*=     (acostio cos  J(uo  +  t<i)cosi(iii  ■{■u^cob\(u^'\-Uq)^ 

.    + 1  Asin  tto  4-  — g — sin  «(«o  +  Ui)sin  4(ui  +  u^  ««»(t«»  +  «o)!*» 

oder: 

11) 

a*  — 6« 
/2*=     {acostii cosKuQ-f  th)<^osi(tf|-|-tti)co8i(tit+*o)( 

* 

-f  t&sintf|-f — g — sini(uo  +  tii)sini{Mi+tit)sini(t<a+tio)l*. 

oder: 

12) 

Ä*=      tacostta z-7-cosi{tio+Ui)cosi(tti+tt»)co8i(t«j+tio)l* 

+  (68intia+— y— sioKtto +t«i)«iiii(¥i +Wa)8*D4(tt«  +  tto)l*- 

Aus  der  Gleichung 

Ä«  =  (acosiio  — J0«  +  (6s!ntio— F)«   ' 
erhält  man: 
Ä«=o«cosuo*+6*fiintio*-2(a-¥costio  +  6Fsintio)+-X*+  F*. 
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Nach  9)  ist  aber: 

üXcobuq  4-  6  Fsintio 

at  — ^  4         COSlloC08(llo+tti+M2)+COSl/o(cOSt£o+COSWi+C08tli)  1 

^       \  +8intio8iD(tio+iii+ti2)— 8>ntio(8intio+8inMi+8iDtij0  5 

also: 

a^costio  +  A  Fsiduq 

i,s_^a  C      cos  (tii  +  tia)  +  costio(cost«o  +  costi,  -f  cosifi)  ^ 
^       C  -~8intio(sintio +810 fix -f  Sintis)  3 

uod  folglich ,  wie  man  sogleich  übersieht : 

a*  cos  «0^ + 6* sin  tio* — 'l{aX  cos  tiu  -f  6  Fsin  tio) 


a« 


=  —  Y'^®®^'*^  ■*■  •**)  +  co8(u,  +  «a)  +  cos(t«ft  +  «o)  —  1 1 

+  YtC08(tlo  +  f<i)  +  COS(t£i  +«2)+C08(tl2  +  tlo)+  II 

Folglich  ist*^: 

13) 

!pcos(tio+tti-f  tia)-f  (cosup-f-cos  Ui  +  costia)"!* 
L                 «  J 

p8in(t«o+«i'ftt2)'~(8int«o-f  sintii  -f8in«a)n|*{ 
+L 6 J 

a«— -6*  a*  +  6« 
2 — <cö8(tio+tii)+co8(ii, +tia)  +  cos(aa+tio))+ — g — * 

oder  nach  dem  Obigen: 

14) 
rcoa  i(tto  +  ti| )  cos  i(U|  +  ii,)coa  ^u,  -f  «o)n* 

fi«s=(a«-*")«^ 

+L r- J 

cfl Ifl  a*-f6^ 
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Ein  anderer  Aasdruck  fflr  B^  ergiebt  sich  auf  folgende  Art 
Man  setze  der  Kürze  wegen: 

IC7  =  cos  iCiio  +  Ui )  cos  i(t«,  +  tia)  cos  i(t£2 + «o) , 
F=:8in^(tio-f  tc,)sini(tii  +  Us)sini(tCs4-Uo). 
Dann  ist  nach  dem  Obigen: 

a«-6* a«— 6« 


ß» 


=:(flcostio ^— ü)*  +  (6sintio  +  — ^— F)*, 


Ä»=(acostti~=--^t7)«  +  (6sintii  +  =-y^F)« 


f 


Ä«  =  (acosuj ä     ^)^  +  (68intta-t-"   ^      F)*; 

also^  wenn  man  die  Quadrate  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens entwickelt,  dann  die  Gleichangen  nach  der  Reihe  mit 

sinCtii^tia),    sin(tia— tio),    sin(tio— tii) 
multiplicirt,  and  hierauf  zu  einander  addirt,  weil 

cos  t«osin  (ti|  — u^  -f  cos  tC|  sm  (% — t«o)  -f  cos  tc^sin  (tio — tti)  =  0, 
sinuosin(ti| — u^  -f- Sintis  sin  (ti^ — Uo)  +  sintCssiD(tt,i — Ut)=0       j 

und 

sin  (tio — Ui)  +  sin  (tii  —  ti^)  +  sin  (u^— tio) 

=: — 4  8in!i(tio — «i)  sin  i(ui — u^)  sin  üu^  — ico) 

ist,  wenn  man  der  Kflrze  wegen  noch 

16) 

Vi  =  cosao*»in(«*i  — «»)+costii*sin(ua — Uo)  +  cost^*sin(ao— «i)» 
Fl  =8intio*sin(tii— t«a)  +  sintii*sin(i^  — «o)  +  sintij*sin(tio— «i) 
setzt: 

,,)....  «.=(=!=»!)-„.+(=!^> 

4  sId  4(uo— t(i)  sin  i(ai  — «^  sin  i(«a  —  Uq)  ' 
oder,  weil 

üi+  Fi=— 4sioi{tio— tii)8ini(tii  — ti2)sini{%— «o) 
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ist: 


18)        Ä.=a.+(ot^6«).j(^y+(]:y( 

(a^~6«)F, 

^48iii4(iio  — tt,)8ini(ti,  ~«^)««ni(«^— »A))' 

oder: 

19) —  ß.=*.+(«._6.).j(^y+Q"{ 

(a»-6«)t;, 

4  sin  i(tto  —  «1 )  sin  i(«i  —  ti^  sin  i{t£2— tio) 

Durch    Addition   der  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man: 

20)  .   .  2/2«=aM  ^*  +  2(a*-6«)^|(~y+(^y| 

(a*— 6*)  {  cos2mo  sin(u|  — %)  •l-co82tft8in(t<2--«o)-Fco82M^in(t£o— tC|)  > 
4sin  Ktio  —  ti|)  sin  i(tii  —  tis)  sin  i(t£2— tio) 

Wenn  luan  im  Vorhergehenden  u  für  tio  «»cbreibt,  und  an* 
nimmt,  dass,  indem  die  Anomalie  u  einem  bestimmten  unveränder- 
lichen Punkte  der  Ellipse  entspricht,  die  Anomalien  tix  und  u^  sich 
der  Anomalie  u  nähern,  und  dann  zu  den  Gränzen  übergeht, 
welchen  uoter  dieser  Voraussetzung  die  Coordinaten  X,  Y  und 
der  Halbmesser  R  sich  nähern;  so  erhält  man  offenbar  die  Coor- 
diaaten  de«  Mittelpunkts  und  den  Halbmesser  des  Krfimmungs- 
kreises  der  Ellipse  in  dem  durch  die  Anomalie  u  bestimmten 
Punkte.  Bezeichnet  man  aber  diese  Gränzen  der  Kürze  wegen 
jetzt  durch  Xy  Y  und  R  selbst,  so  erhält  man  aus  den  Gleichun- 
gen 7)  und  14)  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
and  des  Halbmessers  des  Krümmungskreises  in  dem  durch  die 
Anomalie  u  bestimmten  Punkte  der  Ellipse  unmittelbar  die  folgen* 
den  Formeln: 

21)  .    .    .   Xzn costc',      F=:— — T — sin«* 

Qnd: 

Ä»  =  (a«-6«)«j(^— — J  +(^^    j   }-  -  2     -cos2ti+— 2-' 

also: 

Theil  XXXVIL  18 


262  Grüner t:    (Jeder  den  durch  drei  Punkte  einer  Ellipse  gehenden 

8\«  1 


ft.=  («.-*«)«j(-^)V(5!^') 


s 


— s (costt* — siD  u»)  +  — s —  (cos  tt*  +  «in  m*), 

welche  Formel  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

If»  =  TS  8in  1«®  +  -iCOSM* 

—  a*|cost«*(l  — cosH*) — 2sintt*(l  —  sinu*)) 
— ^«  t  sin  ti*(l  —  sin  H*)  —  2  cos  tt«(l  —  cos  w*) } . 

Aber 

cos  t«*(l  —  cos  a*)  —  2  sin  ti*(l  —  sin  tfi) 

=:      cost«*sinM*(l-f  costf*) — 2sinti*cosa*(l  +8inu*) 

:=  —  sin  tt*  cos  tt*  +  cos  u^sin  m*  —  2sin  o*  cos  a* 

= — 8intt*cost«*(l— costi*) — 2sinti*costt*= — 38inti*oosii*, 

sin  t«*(  1  —  sin  a*)  —  2  cos  i«*(l  —  cos  h*) 
=     sin  a*  cos  i«*{  1  +  sin  m*)  —  2  cos  u^sin  «*(!  +  cos  ti*) 
=:  —  cos  t«*  sin  tc*  -f  sio  «**  cos  t«*  —  2  cos  «*  sin  u* 
=5  —  cos  M*8in  t«*(l  —  sin  n*)  —  2  cos  t«*sin  t«*  =  — 3  cos  m*  sin  »*; 

also  nach  dem  Obigen: 

Ä*  =  75®*"  ***  +  3a*8intt*costi*  +  36*8in|tt*cos  ti*  +  -jcos«*  * 

folglich  offenbar: 

^,,                         j,^      (a^sinti«4-6«costty 
22)   .    .    .   ^/.       l^*  = ^^ 

Ganz  Dasselbe  erhält  man  noch  leichter  aus  der  Formel 

Ä«  =  (acostt  — JC)*  +  (6sinu--  F)«, 

nämlich,  wenn  man  fSr  A,   F  ihre  Werthe  aus  21)  setzt,  aus  der 
Formel: 

Ä*  =  (a costi*)*costt*  +  (6+  — T — sitiw*)*sioii*» 

weil  hiernach 
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V^={aB\au^-\ — co«ti*)*co8ti*  +  (6cosii*+-g-8int«*)*8iiiti* 

=  (aafliiitt«  +  6«co8ti»)«  j(-^j  """V";!/  j  ' 

alfo 

g^  _  (a*8in  II*  +  6*  cos  m*)' 

ist,  gimi  flbereiD8tiiiiineDd  mit  dem  vorher  Gefundenen. 
Setzt  man 


cosu=-»    8intt=7» 


10  erbSlt  man  aaa  21)  und  22)  die  bekannten  Formeln : 

a«— 6«  fl«— Ä* 


ond 


18* 
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XI. 

Elementar  -  geometrischer  Beweis  der  Grundeigenschafi 
der  kürzesten  oder  geodätischen  Linie  auf  einer  belie- 
bigen Fläche  und  darauf  gegründete  Entwickelung  der 
allgemeinen  Gleichungen  der  kürzesten  oder  geodäti- 
schen Linie. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Wir  gehen  von  der  folgenden  einfachen  geometrischen  Auf- 
gabe aus: 

Im  Räume  seien  zwei  Punkte  und  eine  Ebene  gege- 
ben; man  soll  in  dieser  Ebene  einen  Punkt  bestimmen, 
welcher  in  derselben  eine  solche  Lage  hat,  dass  er 
von  den  beiden  gegebenen  Punkten  gleich  weit  ent- 
fernt ist,  und  dass  die  Summe  seiner  Entfernungen 
von  den  beiden  gegebenen   Punkten  ein  Minimum  ist. 

Wir  wollen  die  beiden  gegebenen  Punkte  durch  A  und  B, 
die  gegebene  Ebene  durch  E  bezeichnen.  Weil  der  gesuchte 
Punkt,  den  wir  durch  M  bezeichnen  werden,  von  den  beiden 
Punkten  A  und  B  gleich  weit  entfernt  sein  und  in  der  Ebene  E 
liegen  soll,  so  ist  klar,  dass  dieser  Punkt  in  der  Geraden  liegen 
muss,  in  der  die  gegebene  Ebene  E  von  der  in  dem  Mittelpunkte 
C  der  Geraden  AB  auf  dieser  Geraden  senkrecht  stehenden  Ebene 
E*  geschnitten  wird,  welche  Durchschnittslinie  wir  durch  L  be- 
zeichnen wollen.  Legen  wir  nun  durch  die  Gerade  AB  eine  auf 
der  gegebenen  Ebene  E  senkrecht  stehende  Ebene  E'^,  so  ist  der 


4ier  /(ür%eslen  auf  einer  Fläche,  265 

Punkt  Jf,  iD  welchem  von  dieser  Ebene  die  Gerade  L  geschnit- 
ten wird,  der  gesuchte  Punkt. 

Om  dies  zu  beweisen ,  sei  M*  ein  beliebiger  anderer  Punkt 
in  der  Geraden  L,  Man  denke  sich  MA^MB  und  M'Ä=:M'B 
gesogen.  Weil  die  Ebene  E'  auf  der  in  der  Ebene  E"  liegenden 
Geraden  AB  senkrecht  steht,  so  steht  die  Ebene  E*  auf  der  Ebene 
£^  senkrecht;  nach  der  Gonstruction  steht  aber  auch  die  Ebene  E 
auf  der  Ebene  E"  senkrecht;  also  steht  die  Durchschnittslinie 
L  der  Ebenen  E  und  E*  auf  der  Ebene  E"^  folglich  auch  auf  den 
beiden  in  der  Ebene  E"  liegenden,  einander  gleichen  Geraden 
MA  und  MB  senkrecht.  Folglich  sind  die  Dreiecke  AMM'  und 
BMM'  bei  M  rechtwinklige  daher 

MA<,iWA,    MB<,M'B; 

also: 

MA  +  MB<,  M'A  +  üf'Ä, 

j 

also  offenbar  M  der  Punkt  in  der  gegebenen  Ebene  E,  welcher 
?0D  den  gegebenen  Punkten  A  und  B  gleich  weit  entfernt  ist 
und  der  zu  erfüllenden  Bedingung  des  Minimums  genügt. 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  geometrische 
Satz: 

Wenn  A  und  B  zwei  beliebige  Punkte  im  Räume 
j^iod  und  £  eine  belieb  igeEbene  ist,  und  man  Icgtdurch 
den  Mittelpunkt  C  der  Geraden  AB  eine  auf  AB  senk- 
recht stehende  Ebene  E' ,  durch  die  Gerade  AB  aber 
eioe  auf  der  Ebene  E  senkrecht  stehende  Ebene  E" ; 
»0  ist  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  M 
der  drei  Ebenen  Ey  E' ,  E"  derjenige  Punkt  der  Ebene 
£,  welcher  in  dieser, Ebene  eine  solche  Lage  hat,  dass 
er?on  den  beiden  Punkten  A  und  B  gleich  weit  ent- 
fernt, und  dass  die  Summe  MA-{-MB  seiner  Entfer* 
oangeD  von  den  Punkten  A  und  B  ein  Minimum  i»(t. 

Umgekehrt : 

Wenn  ^  und  JB  zwei  beliebige  Punkte  im  Räume 
iiind  und  E  eine  beliebige  Ebene  ist,  und  der  Punkt  M 
hat  in  der  Ebene  E  eine  solche  Lage,  dass  er  von  den 
beiden  Punkten^  und  ß  gleich  weit  entfernt  und  dass 
die  Summe  MA+MB  seiner  Entfernungen  von  den  Punk- 
ten A  und  B  ein  Minimum  ist;  so  ist  der  Punkt  M  der 
gemeinschaftliche   Durchschnittspunkt    der    Ebene  E 
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und  zweier  Ebenen  E'  und  E''^  von  deneo  die  erste  £' 
in  dem  Mittelpunkte  Cder  Geraden  AB  auf  dieaer  Ge- 
raden senkrecht  steht,  die  zweite  E"  durch  die  Ge- 
rade AB  senkrecht  gegen  die  Ebene  E  gelegt  ist. 

Da  nämlich  zuvörderst  der  in  der  Ebene  E  liegende  Puakt 
if#  von  den  Punkten  A  und  B  nach  der  Voraussetzung  gleich 
weit  entfernt  ist,  so  muss  derselbe  offenbar  nothwendig  in  der 
in  dem  Mittelpunkte  C  der  Geraden  AB  auf  dieser  Geraden  senk- 
recht stehenden  Ebene  E*,  also  in  der  Durchschnittslinie  der  Ebe- 
nen E  und  E'  liegen.  Läge  nun  aber  der  Punkt  M  nicht  auch 
In  der  Ebene  E'\  und  wäre  also  nicht  der  gemeinschaftliche  Uurdi- 
schnittspunkt  der  drei  Ebenen  E,  E\  E",  so  sei  M*  dieser  ge- 
meinschaftliche Durchschnittspunkt;  dann  wäre  nach  dem  vor- 
hergehenden Satze 

J^'A  +  M'B<  MA  +  MB , 

also   MA  +  MB  kein   Minimum,  wie   doch    vorausgesetzt   wurde^ 
womit  also  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Wenn  nun  auf  einer  Fläche  zwischen  zwei  Punkten  in  der- 
selben die  Körzeste  gezogen  ist,  so  ist  zuvorderst  nach  einem 
bekannten  Princip  klar,  dass  auch  jeder  Theil  dieser  KUrzesteo 
die  Kürzeste  zwischen  seinen  ,  Endpunkten  sein  muss,  weil  ja, 
wenn  es  zwischen  diesen  Endpunkten  eine  kürzere  Linie  auf  der 
Fläche  als  den  in  Rede  stehenden  Theil  geben  sollte,  es  natür- 
lich auch  zwischen  den  beiden  ersten  Punkten  eine  kürzere  Linie 
auf  der  Fläche  geben  ivürde  als  die,  welche  wir  als  die  kürzeste 
annahmen,  was  ungereimt  ist. 

Ist  jetzt  M  ein  beliebiger  Punkt  in  der  zwischen  zwei  gege- 
benen Punkten  auf  einer  beliebigen  Fläche  gezogenen  KürzesteB, 
so  denke  man  sich,  dass  In  diesem  Punkte  zwei*einander  gleiche 
Elemente  MA  und  MB  dieser  Kürzesten  zusammenstossen:  dann 
muss  nach  dem  obigen  Princip  der  Punkt  M  unter  allen  auf  der 
Fläche  liegenden,  von  A  und  ß  gleich  weit  entfernten  Pookten 
derjenii;e  sein,  für  welchen  MA  \-  MB  ein  Minimum  ist.  Denkt 
man  sich  aber  die  Fläche  in  der  unmittelbarsten  Nähe  des  Punk- 
tes M  durch  ihre  Berührungsebene  ersetzt  oder  repräsentirt,  so 
ist  klar,  dass  auch  in  dieser  ßerührungsebene  der  Punkt  M  eine 
solche  Lage  haben  muss,  dass  MA  -f  MB  ein  Minimum  ist,  woraus 
sich  nach  den  oben  bewiesenen  geometrischen  Sätzen  von  selbst 
ergiebt,  dass  die  Ebene  AMB  auf  der  Berührungsebene  der  FlScbe 
in  dem  Punkte  M  senkrecht  stehen  muss.  Weil  nun  aber  die 
Ebene    AMB  offenbar  die  Osculationsebene   der  Curve    in  deai 
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Pkinite  M  Ut  *)  t  80  ergiebt  sich  hieraus  als  Gruodeigenschaft 
jeder  Kürzesten  aof  einer  Fläche,  dassin  jedem  ihrer  Punkte 
ibredieseni  Punkte  entsprechende  Oscuiations'ebene 
Qid  die  Beröhrungsebene  der  Fl&che  in  demselben 
Pookte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Mittelst  dieser  Grundeigenschaft  der  kürzesten  oder  geodäti* 
sehen  Linie  und  der  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten 
Theorie  der  Beröhrungsebene  einer  Fläche  und  der  Osculations- 
ebeoe  einer  Curve  ist  es  nun  leicht,  die  allgemeiuen  Gleichungen 
der  kürzesten  oder  geodätischen  Linie  aufzustellen. 

Für  r,  t;,  ;  als  veränderliche  oder  laufende  Coordinafen  sei 

die  allgemeine  Gleichung  einer  Fläche,  und  {x,  y,  z)  sei  ein  belie- 
biger Punkt  auf  derselben,  wo  also  auch 

f\x,  y,  x)  =  0 

ist,  ond,  insofern  /*(jr,  ^,  z)  im  Allgemeinen  als  eine  Function  der 
veränderlichen  Grössen  x,  y,  z  betrachtet  wird,  der  Kürze  wegen 

gesetzt  werden  soll.  Die  Gleichung  der  Berührungsebene  der 
Fläche  in  dem  Punkte  {x^y^t)  ist**): 

du  dti  du  ^^ 

ä^0r-a:)  +  ^(l?-y)+g;^(f-i)  =  O. 

Denken  wir  uns  nun  den  Punkt  (j:,  y,  i)  als  einen  beliebigen,  ei- 
ner bestimmten  Curve  auf  der  Fläche  angehurenden  Punkt,  so 
ist  die  Gleichung  der  Osculationsebene  dieser  Curve  in  dem  Punkte 

(8ya*x-aza«y)(r— a?)   ^ 

+  (82a«:r— aa:a»2)(t>— y)  (  =0, 

+  (3^:3^  — 8ya*x)(f— 2)  J 

HO  man  sich  bekanntlich  x,  y^  t  sämmtlich  als  von  einer  ge* 
wissen  veränderlichen  Grosse  abhängig  denken  muss.  Soll  nun 
aber  die  in  Rede  stehende  Curve,*  welcher  der  Punkt  (Xt  y,  z)  als 


*)  M.s.  Tbl.  XXX.  S.38d. 
••)  J/L  ».  a.  a.  O.  S.  425.  Xr.  61). 
•••)  M.  •.  a.a.  0.S.381.  Nr.  25). 
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angehureod  betrachtet  worden  ist,  eiDe  kürzeste  oder  geodätisdie 
Linie  auf  der  Fläche  sein;  so  muss  nach  dem  Obigen  in  jedem 
ihrer  Punkte  ihre  Osculationsebene  auf  der  Berührungsebene  der 
Fläche  in  demselben  Punkte  senkrecht  stehen,  also  nach  dem 
Obigen  in  Folge  der  allgemeinen  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie 

sein.  Daher  sind  die  allgemeinen '  Gleichungen  einer  Kürzesten 
auf  unserer  Fläche: 

tt=:/*(j:,  y,  2:)=0, 

~(8ya«z— azS*y) 

+  g?(8i8«a:-8a:a«2)   )  =0 


oder  auch : 


+  ^(S«8V-8y3»ar) 


+  ^(3i3«j:-8jr8at)   ^  =0. 

8t£ 

+  g^(öj:8^— 8y8*a:) 


Der  weiteren  Ausfährung  dieses  Gegenstandes  wegen  ver- 
weisen wir  auf  die  Abhandlung  Tbl.  XXii.  Nr.  IX.;  hier  kam  es 
uns  zunächst  bloss  auf  die  obige  elementar -geometrische  Ablei- 
tung der  Grundeigenschaft  der  kürzesten  oder  geodätischen  Linie 
an,  auf  welcher  die  ganze  weitere  Theorie  dieser  Linie  beruhet 
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XII. 


Ueber  die  gemeinschaftliche  Form  aller  jener  ganzen 
Zahlen,  deren  jede  so  beschaffen  ist,  dass  der  Kreis, 
durch  rein  geometrische  Construction,  in  eine  ihr  gleich 
grosse  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt  werden  kann. 


Von 

Herrn  Professor  H  es  sei 

in  Marburg. 


E  i  D  I  e  i  t  n  n  g. 

Gauss  hat,  iu  seinen  Disquisit.  arithm.  (Lipsiae  1801*)) 
S.592.  bis  665.^  besonders  S.  662.  bis  665.,  gezeigt,  dass,  wenn 
m  eme  Primzahl  (und  grösser  als  2)  ist,  die  Peripherie  eines 
Kreises  nur  in  dem  Falle  durch  rein  geometrische  Constmction 
io  m  gleiche  Theile  getheilt  werden  kann,  wenn  m  eine* solche 
Primzahl  ist,  welche,  bei  ganzem  nicht  negativem  Wertfae  der 
Zahl  n,  die  Form  in  =  (2«  +  l)  hat**). 

Da  jedoch  das  Aufsuchen  solcher  Primzahlen,  welche  diese 
Eigenschaft  haben,  mühsam  sein  würde,  so  fügt  er  selbst  die 
weitere  Angabe  bei,   dass,  wenn  (2"-f  I)  eine  Primzahl  sein  soll 

(die  grosser  als  2  ist),  sie  die  Form  [(2)^^4-1]  haben  muss. 

Er  zeigt  nämlich,  dass,  wenn  n  durch  irgend  eine  von  I  und 


*)  Vergleiche  auch  IntelligensblaU  der  allgemeinen  Literatnrieitung 
Ton  1796  Nr.  66.  S.  554. 

**)  Auch  2  ist  unter  der  Form  (2*>-fl)  als  (2^  +  1)  enthalten. 
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von  2  Terschiedeoe  Zahl  £  theilbar  wäre  (also  z.H.  =3.1  oder 
=5.2  oder  =5.7  o.  8.  w.  wäre),  die  Zahl  (2^+l)  =  (2C.^+l)  fin 
welcher  £  eine  von  1  und  von  2  verschiedene  ganze  Zahl  and  \ 
eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet)  durch  die  ganze  Zahl  (2^+1) 
theilbar  sein  wQrde^  indem 

-^^  =  2C(^-M-2C(^-«)  +  2C(^3)  + . , . . 

ist,  und  (weil  $  eine  ganze  Zahl  ist)  die  Division  zu  einem  letzten 
Gliede  2C.i  =  2C  im  Quotienten  fOhrt,  also  aufgeht. 

Er  zeigt  also,  dass  in  einem  solchen  Falle  die  Zahl  (2" -hl) 
=  (2C^-|-1)    durch  jede    der    beiden   ganzen   Zahlen   (2^-|-1)  ood 

(2^  +  1),  von  denen  jene  >(2«+l),  d.h.  >5,  diese  ^^(20+1), 
d.  h.  ^2  ist,  theilbar,  also  keine  Primzahl  sein  würde. 

Gauss  hat  offenbar  auf  die  Primzahl  von  der  Form  (2*-f-l) 
deshalb  mehr  Gewicht  gelegt,  als  auf  die  Primzahl  von  der  Form 

[(2)*^-f  1]»  *^eil  jene  auch  die  Primzahl  2  umfasst,  diese  aber 
(wenn  man  nur  Werthe  von  y  vor  Augen  hat,  welche  nicht  ne- 
gative ganze  Zahlen  sind)*)  die  Primzahl  2  ausscbliesst  Aach 
wollte  Gauss  zunächst  nur  für  solche  Zahlen  m  sein  Gesetz 
aussprechen,  welche  Primzahlen  sind. 

Fragt  man  aber  nach  der  gemeinschaftlichen  Form  aller  je- 
ner Zahlen  m,  deren  jede  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Peripherie 
des  Kreises  durch  rein  geometrische  Construction  in  m  gleiche 
Theile  getheilt  werden  kann,  (gleichviel  ob  m  eine  Primzahl  ist, 
oder  nicht),  so  führen  nachstehende  Paragraphen  zu  einer,  auf  die 
Arbeiten  von  Gauss  gegründeten,  nicht  uninteressi^nten  Antwort^. 

§.  1.  Bedeutet  y  eine  beliebige  yanae  nicht  negative 
Zahl,  so  ist  die  Zahl 


*)   Wenn    man    atsn    den    einiigen     negativen    gansea     IVertk 

.y=— OD.  bei  welchem  (2»*^  nliio  «iich    [(2)*''+l]   eine  ganze  Zahl  tfin 
kann,  nicht  mit  herücksichtigt. 

**)  Da  die  Lehre  von  Gaims,  über  dir  xvir  hier  reden,  nicht  allen 
denen  i^enügend  bekannt  ict,  denen  nie  bekannt  N(*in  sollte,  und  da  nif 
nicht  bloss  rein  raatheinatisr.h«*«  IntercsKc  hat,  sondern  auch  für  gewisse 
physiknlisrhe  und  in«be:tondere  für  gewisse  krystallngraphische  Lehren 
ton  Wichtigkeit  isl .  ho  kann  vorliogeiid«  Arbfit  auch  dazo  dieneo,  an 
dieselbe  zu  erinnern. 


det  Krel*e$  in  oMehe  TMle. 
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eiae  gaoxe  Zahl,  die  grösser  als  2  ist.  —  Es  ist  nämlich 


bei 


der  Wertb  von  p^ 


l)y  =  0 

2»=2o     =1 

(2)«*  + 1=21  +1=3 

2)y  =  l 

2>=2>     =2 

(2)«» +  1=2*  +  1  =  8 

3)y  =  2 

2j=2«     =4 

(2)«*+ 1=2«  +  1  =  17 

4)y=3 

2»=2»    =8 

(2)«» +  1=2«  +  1=267 

5)y  =  4 

'2»=2*    =16 

(2)«*+  1=2"+ 1=66537 

6)y  =  5 

2,-2»     -32 

(2)>*-f  1*) = 2»  -1- 1  =  «»e«9«ra»6a 

y=*i 

29'  =  2«'|  =  <»| 

(2)«»  +  l=2<»,+l=(2(*i  +  l) 

§.  2.  Dm  anzudeuten,  dass  irgend  eine  Zahl  p  entweder  auf 
der  erste'n  oder  auf  der  nullten  Potenz  vorhanden  sei,  dient  be- 
kanntlich 

das  Zeichen  piOi^)  oder  das  Zeich«n  pia^-i)""), 

wo,  bei  -f-  im  Exponenten,  oder,  bei  geradem  Werthe  der  gan- 
zen Zahl  V,  der  Ausdruck  den  Werth  p^^=zp  annimmt,  während 
er,  bei  —  im  Exponenten,  oder,  bei  ungeradem  Werthe  von  v 
deo  Werth  p^=:J  annimmt. 

{.  3.     Der  Ausdruck 

Py  =r  [ps,]i{»+(-i)''^)  =  [(2)«^  +  l]ia+(-lA) 

umfasst  daher  nicht  nur  jede  der  Zahlen  3,  5,  17,  257,  65537, .... 
sondern  auch  die  Zahl  1. 

Es  ist  dabei  Py  =  1 ,  wenn  bei  dem  betreffenden  Werth  der 
ganzen  nicht  negativen  Ordnungszahl  y  der  Werth  von  Vy,  der 
ebe  ganze  positive  Zahl  bedeutet  (also  >0)  ist,  einen  ungera- 
den Wertb  hat.  Ist  dagegen,  bei  dem  betreffenden  Werthe  von 
y>  die  Zahl  Vy  eine  gerade,  so  ist 


•)  (2)«*+|=2"+l    \nX    lioin.     Primzuhl,   nie  »i»i    =641.6700417, 
wie  Eulcr  gezeigt  bat. 
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Py  =  py  =  [(2)«» +  !]>!. 

§.  4.    8indy  =  a  uud^=j3  zwei  verschiedene  (gaoxe nicht 
negative)  Werthe  von  y,  so  sind 

/>«  =  [(2)»"  +  lJi(H-(-i)''«)  =.p  jd-H-iA) 
und 

Pß  =r  [(2)«^  +  l]»a+(-ir6  z=ip  ici+c-i)"^) 
nur  dann  einander  gleich,  wenn 

(-if« =(-)'/» =_i, 

also  jede  der  beiden  Zahlen  va  und  vß  eine  ungerade  Zahl  ist 

Ist  dagegen  jede  der  beiden  Zahlen  Va  und  vß  eine  gerade 
Zahl,  oder  ist  nur  eine  derselben  gerade,  so  ist  Pa  verschieden 
von  Pß, 

§.  5.     Es  sei  in  dem  Ausdruck 

1)  m  eine  ganze  positive  Zahl, 

2)  or  eine  ganze  nicht  negative  Zahl, 

3)  (2')  die  hSchste  der  Potenzen  von  2,  die  in  der  Zahl  m 
als  Factor  enthalten  ist, 

4)  bei  jedem  der  Werthe  von  y,  welche  die  ganzen  nicht  ne- 
gativen Zahlen,  von  ^  =  0  bis  ^  =  m  sind ,  stets 

Py  =  [pyJi(*+<-^)'^^)  =  [(2)«"  +  l]ia+(-ir») 

und  es  habe  dabei 

5)  die  ganze  Zahl  Vy  nur  dann  ungerade  Werthe,  wenn  die 
Zahl 

keiner  der  primären  Factoren  von  m  ist,  sei  es  deshalb, 

I.  weil  unter  jenen  Primzahlen,  welche  kleiner  als  die  Zahl 
Pp  sind,  solche  y,  yi vorkommen,  bei  denen 

py  \  kein  eiir^iiillelier  (unächter)  Bnaeli  ist, 
y  r  d.  h.  weil  py  keine  Primzahl  ist; 
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oder  deshalb, 

iein  elyentUcher  unächter  Bruch  ist, 
d.h.  weil  —  keine  Primzahl  und  auch 
kein  Product  aus  Primzahlen  ist, 

oder 

flv   ».       ..    ^  \  ein  eigentlicher  ächter  Bruch  ist,  d.  h. 
II.  2)  weil   —  '      .,     ^^       .  * 
Py  I  weil  py>  m  ist; 

6)  es   habe  daher  auch  p«  einen  solchen  Werth,  der  '^m  ist. 

Diess  vorausgesetzt,  so  ist  es,  nach  Gauss  mDglich,  durch 
geometrische  Construction  die  Peripherie  eines  gegebenen 
Kreises  in  nt  gleiche  Theiie  zu  theilen,  also  falls  iii>2  ist, 
ein  regelmässiges  mseitiges  Polygon  darzustellen. 

Ist  dagegen  M  eine  solche  ganze  Zahl,  welche  unter  der  so  , 
bestimmten   Form   von  m  nicht  enthalten  ist,  so  ist   es  nicht 
muglich^  durch  rein  geometrische  Construction  die  Peri* 
pherie  eines  Kreises  in  M  gleiche  Theiie  zu  theilen, 

§.  7.  1)  Die  Zahl  m,  von  der  hier  die  Rede  ist,  lässt  sich 
also  darstellen  in  Form  eines  Products  von  gewissen  Potenzen 
gewisser  Grundzahlen, 

2)  Jede  der  Grundzahlen  ist  'Tm. 

3)  Jede  der  Grundzahlen  hat  entweder  den  Werth  =2,  oder 
eioen  Werth  py  von  der  Form 

p,  =  [(2)«»  +  l], 

io  welcher  y  eine  ganze  nicht  negative  Zahl  ist. 

4)  Die  zu  diesen  Grundzahlen  gehörenden  Exponenten  der 
Potenzen  derselben  sind  ganze,  nicht  negative  Zahlen. 

5)  Der  Exponent  x  der  Grundzahl  2  ist  entweder  0,  oder 
1,  oder  grosser  als  1,  aber  nie  so  gross,  dass  2'>7ii  wird. 

6)  Der  Exponent,  welcher  zu  einer  der  Grundzahlen  von  der 
Form 

py  =  [(2)«»  +  1] 

gehört,  ist, 
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a)  falls  py  eine  Primzabi  ist^ 

entweder  =0,  oder  =1; 

b)  falls  Py  keine  Primzahl  ist, 

nur  =0. 

7)  Da  2'^1  und  2'Tfii  sein  muss^  so  Ist: 


I)    ar^O 


und 


*ög2'^logiii, 
also 

;riog2^1ogm; 

"^    ^<log2- 

Da  ferner  der  Werth  von  py^  d.  b.  von  (2)*^  -|- 1>  ^  m  sein  mnss, 
so  ist 

2slog2^log(«i-l), 

=  log(m— l). 
<       iog2      ' 
folglich 

S^log2^log(?^Sg=i^)  =  loglog(m-l)-logl^^ 

also 

-        =loglog(m— 1)— loglos2 
^    ^<  log2 

und,  da  y  nicht  negativ  zu  sein  braucht, 

2)    s^^O. 
Anmerkung.     Bezeichnen   wir  einen   Exponenten,  der  nir 
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die  Werthe  0  oder  1  haben  kann,  der  Kürze  wegen,  durch  to,  T|, 
Yi, ....  Ty  oder  T«....,  und  wir  setzen  das  eine  Mal: 

wo  bei  jedem  der  Werthe  der  Zahl  y  von  y=0  bis  ^=tf  stet8 

p/v  =  [(2)«»  +  1]»», 
und  das  andere  Mal: 

wo  bei  jedem  der  Werthe  der  Orduuogszahl  n  von  it=0  bis 
n^io  stets 

j,=  (2«  +  l) 

iaty  so  gelten  fflr  r«  dieselben  Gesetze,  die  eben  fOr  Ty  unter 
Nr*  6.  ausgesprochen  wurden.  Es  ist  aber  die  Anzahl  der  Werthe 
9s  =  (2"-|-l),  welche  keine  Primzahlen  sind,  beträchtlich  grOsser 
als  die  Anzahl  der  Werthe  py,  welche  keine  Primzahlen  sind, 
80  dass  die  Factoren  -  Reihe  }))  meist  eine  sehr  grosse,  die  Fac- 
toren -Reihe  Q)  dagegen  in  jedem  für  die  Praxis  irgend  wie 
Id  Betracht  kommenden  Falle  gar  keine  und,  abgesehen  von  der 
Praxis,  in  Vergleich  mit  der  entsprechenden  Factoren  -  Reihe  D), 
nur  sehr  wenige   fiberflOssige   Factoren  enthält;    denn  die 

sechs  kleinsten  Werthe  von  ((2)<^-f  1)  sind  3,  5,  17,  257,  66537, 
4M4967<M67,  von  denen  nur  der  letzte  keine  Primzahl  ist, 
wfihrend  in  der  Reihe  der  Zahlen  (2"  4-1)  von  (2^1)  bis  (2>S-fl) 
eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Gliedern  vorkommt,  die  keine  Prim- 
zahlen sind. 

Man  reicht  z.  B.  zu  allen  Werthen  von  m,   die  kleiner  als 
42949672907  sind,  aus  mit  der  Formel: 

< 

m  =  (2*) . po'°  •  Pi '^^  •  Vi^^  Pz'*  •  P4'* » 

und  zu  allen  Werthen  von  m,  die  T  65537  sind,  mit 

m  =  (2*) .  Po'"  Pi '*  •  J»»*^*  •  Pt'^y 
Q.  8.  w.  und  es  ist  z.  B. : 
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2=2» 
3  =  20,3* 
4=2*.3o 
5=20.30.5» 
6=2».  31.50 
8=2».3o.5o 
10=2».3o.5» 
12=2«.3».5o 

15=2o.3».5» 
16=2*.3o.6o 
17=20.30.50.17» 
20=2».3o.5».17o 
24=2». 3». 50. 170 
30=2».3».5M7o 
32=2*.3o.5o.l7o 
34=2». 30.50. 17» 

40=2».3o.5».17o 

48  =  2*.?o.6o.i7o 

60=2«.3».5».17o 
64  =  20.30.50.170 
68=2».3o.5o.l7» 
80=2*.3o.5».17o 

U.    8.    W. 
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Ueber  die  Anzahl  eongruenter  Divisoren  einer  Zahl. 

f  on 

Herrn  Dr.  C.  Traub 

in  Lahr  im  Grossherzogthiitn  Baden. 


Die  Anzahl  derjenigen  Theiler  (einer  Zahl),  welche  dieselbe 
lineare  Form  haben,  spielt  bekanntlich  in  vielen  Sätzen  der  hohe* 
ren  Arithmetik  eine  grosse  Rolle.  Man  vergleiche  bieröber  die 
berühmte  Abhandlung  von  Lejeune  Dirichlet:  ^»Reeberches 
sur  diverses  lapplications  de  l'analyse  infinitesiniale 
ä  la  theorie  des  Nombres."  Seconde  partie^  Grelle, 
T.  XXL  Da,  so  viel  mir  bekannt,  allgemeine  Formeln  zur  Be- 
stimmang  der  Anzahl  eongruenter  Theiler  noch  nicht  aufgestellt 
worden  sind,  so  mochte  eine  elementare  Behandlung  dieses  Ge- 
genstandes den  Freunden  der  Zahlentheorie  vielleicht  nicht  un- 
willkomnien  sein. 

Bevor  wir  zu  dem  eigentlichen  Gegenstande  dieser  Abband* 
long  übergehen,  wollen  wir  die  zum  Verständniss  des  Folgenden 
nothwendigen  Sätze  vorausschicken. 


*!■ 


Fundamentalflätse  aus  der  Theorie  der  Potenzreste. 

§.  1. 

Ist  a  eine  Zahl,  die  mit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
hat,  a'  der  Exponent,  zu  welchem  a  nach  dem  Modul  JU  gehört, 
80  bilden  die  Reste  der  Potenzen : 


o^,  II*,  «*,  o»,  «*, a 


wa 


* .  • 


lli«il  XXXVII.  19 
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eine  Periode  von  a*  Gliedern,  und  man  erliilt  dieselben,  wenn 
man  dem  Exponenten  8(  der  Reihe  nach  die  Werthe 

0,  1,  2,  3,  ....(a'-l) 

beilegt  und  die  Reste  der  entsprechenden  Potenzen  nach  dem 
Modul  M  bestimmt.  Geht  man  über  den  Exponenten  SI^o'  — 1 
hinaus,  so  wiederholen  sich  die  bereits  erhaltenen  Reste  in  der- 
selben Ordnung. 

§.2. 

Nimmt  man   allgemeiner   beliebig   viele   unter  einander  ver- 
schiedene Zahlen 

ci,  o,  c,  df ... .  /, 

von  welchen  jede  mit  ilf  keinen  gemeinschaftlichen  Tbeiler  bat, 
und  bestimmt  för  jede  Combination 

ä,  »,  e 8 

die  kleinste  positive  ganze  Zahl,  welche  der  Congrnenz 

genflqt,  so  sagen  wir,  es  bilden  die  auf  diese  Weise  erhalteneD 
Zahlen,  deren  jede  mit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Tbeiler  bat, 
eine  zu^^amuiengesetzte  Gruppe  von  Potenzresten,  und  wir  be- 
zeichnen dieselbe  mit 

[d,  6,  c, ••••/]• 

Sind  n',  b* ,  c%..../'  die  Exponenten,  zu  welchen  die  Zahlen 
a,  b,  €,,,.. l  nach  dem  Modul  M  gehören,  und  betrachtet  mao 
zwei  Cnmhinationen 

H',  ©',  €',....8' 
von  Exponenten,  ffir  welche  die  Congruenzen: 

a'=a(mod.a'). 
lB'=9(mod.60, 
e'=e(mod.cOt 


8'=8(mod./0 


Statt  finden,  und  sind   die  jenen  Combinationen   entsprechenden 
Zahlen  der  Gruppe  X  und  X',  so  erhält  man 
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Um  daher  alle  Zahlen  der  Gruppe  [o,  b^  o....(]  zu  erhalten, 
kann  man  sich  darauf  beschränken»  nur  solche  Combinationen 
8,  fOf  C»....S  zu  betrachten,  welche  den  Ungleichheiten: 


/'>8^0 


Genüge  leisten* 

Wenn  daher  im  Folgenden  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil 
bemerkt  nird,  so  sollen  unter: 

*>  ^»  y»  ••••  ^»* 

t^.ß',  y' i', 

«  »  ß">  7  »  •  •  • .  1"» 


•       •       *       •       • 


a, »,  c 8, 

«',  »'.  €' 8', 

8".  »",«•',....  8" 

immer   solche    Combinationen   von  Exponenten  der  a,  b,  c,,.,.l 
verstanden  werden,  welche  die  obigen  Ungleichheiten  erfQlJen. 

Folgende  Sätze  sind  nun  leicht  zu  beweisen: 

1)  Das  Produkt  beliebig  vieler  Zahlen  einer  Gruppe  [a,  b,  c,.../] 
gehört  in  dieselbe  Gruppe  von  Potenzresten. 

2)  Sind  t,  u,  v,  fr,....  beliebig  viele  Zahlen  aus  der  Gruppe 
[a,  b,  c«  ..../],  so  enthält  die  neue  Gruppe  [t,  u,  v,  fr,  ••..] 
nor  solche  Zahlen,  welche  in  [a,  b,  e, ..../]  vorkommen;  aber 
nicht  alle  Zahlen  der  letzteren  Gruppe  werden  im  Allgemeinen 
aach  Glieder  der  ersten  sein. 

3)  Nimmt  man  iosbesondefe  an,  es  seien  X| ,  x^,  x^,,,.,Sf 

19* 
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die  sämmtlichen  incongruenten  Zahlen  aus  der  Gruppe  [a,  6,  e,....(], 
80  sind  die  zwei  Gruppen  [xi,  x^^  x^^  ....oy]  und  [er,  6,  c, ..../] 
identisch,  d.  h.  jede  Zahl  der  einen  kommt  auch  in  der  andern  vor. 


$.  4. 
Es  seien  wie  vorhin 

X^  f    X^  ,   •*? j  ,   u>^  ,  •  •  •  •  Xf 

die  sämmtlichen  incongruenten  Zahlen  der  Gruppe  [a,  6,  e,....{], 
ferner 

Wi,  wij ,  1113 ,  1114 , m/ 

die  Exponenten,  zu  welchen  jene  Zahlen  nach  dem  Modul  M  ge- 
hören. Ist  dann  m  der  grusste  der  Exponenten,  so  sind  m|,  iHf, 
m^p  .,.,  mf  die  säninitlichen  Theiler  der  Zahl  m.  Der  Beweis 
beruhtauf  folgenden  zwei  bekannten  Sätzen:  Sind  P,  Q,  R,  S,,^ 
belieliig  viele  Zahlen,  von  welchen  jede  mit  M  keinen  gemeinschafl* 
liehen  Theiler  hat,  ferner  p,  q^  r,  ^r,....  die  Exponenten,  zo 
welchen  Py  Q,  R,  5, ....  nach  dem  Modul  M  gehören,  und  sind 

1)  je  zwei  der  Exponenten  relative  Primzahlen,  so  gehört  das 

Produkt    P.Q.R.S...,    zum    Exponenten   p.q.r.s Da  der 

Voraus$>etzung  nach  die  Congruenzen 

Pp  =  1 
'      Rr=l\    (mod.Af) (a) 


Statt  ünden,  so  ergieht  sich  daraus: 

(P.Q,R.S,...yv*'"=\{mo^.M) (b) 

Es  gehöre  nun  P.Q.R.S.,,,  zum  Exponenten  x,  also 

(P.Q.R.S....)'  =  l(mod,M), (c) 

so  folgt  hieraus  durch  Erhebung  zur  Potenz  grs.».»  und  Berück- 
if^ichtigung  der  Congruenzen  (a) 

p».ff.r.#....  =  i(niod.if), 

woraus  hervorgeht,  dass  x,q.r,s..,.  durch  p  theilbar  ist  (Disq. 
arith.  art.  48.).  Da  aber  diese  Zahl  zu  jedem  der  Exponenten 
q,.r,  f,  ....  daher  auch  za  ihrem  Produkte  relative  Primzahl  ist, 
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so  mnsü  X  durch  p  theilbar  «ein.  Ebenso  beweitft  man  die  Theii- 
barkeit  von  x  durch  die  andern  Exponenten  ^,  r,  «»....,  woraus 
dann  hervorgeht,  dass  x  ein  Vielfaches  von  p.^.r.-t....  sein 
mass.  Da  aber  x  die  kleinste  Zahl  ist,  welche  der  Congruenx 
(c)  genügt,  so  ergibt  sich  aus  (b)  x^=ipqrs,,..  als  Exponent» 
zu  welchem' das  Produkt  P,Q.R,S.,..  gehört.     Sind  aber 

^)  P>  9>  ^>  «,....  nicht  je  zwei  relative  Primzahlen,  und  ist 
<  die  kleinste  Zahl,  welche  durch  die  Exponenten  p,  q,  r,  s,  .... 
theilbar  ist,  so  kann  man  eine  Zahl  finden,  weiche  zum  Exponen- 
ten t  gehurt.  Denn  man  setze  t  =  p'g'r*s' .,,.,  wo  je  zwei  der 
Zahlen  p't  g',  r',  i',  ....  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben 
und  p',  q't  r',  «',....  aliquote  Theile  von  p,  9,  r,  «,....  sind. 
Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  diese  Zerlegung  vorzunehmen  ist, 
sehe  man    Disq.  arith.  art.  73.   in    der   Anmerkung.      Die    Zahlen 

/V,  Q^,  Rt\  S*',  ....  geboren  alsdann  zu  den  Exponenten  p',  q\ 
r',  f',  ....,  daher  ist  nach  dem  vorigen  Satze  p\ff' .r* ,t' ,,,,  oder 
t  der  Exponent,  welcher  dem  Produkte 

L      1      L     L 

zukommt.  Ist  daher  m  die  kleinste  Zahl,  welche  durch  die  Ex- 
ponenten nti ,  m^,  1113,....  mf  theilbar  ist,  und  setzt  man 

wo  die  Faktoren  |i| ,  fA2,  fis'-***!^/  .1^  ^^^i  relative  Primzahlen 
und  aliquote  Theile  von  ?ii|,  m%,  th^,  .,.,mf  sind,  so  ist  die  Zahl 

nti       iitj       m^  —i 

A"  =  ar,/'i .  x^/^»  .  X^f^» ....  x/*f 

(siehe  §.3.  1))  in  der  Gruppe  [a,  b,  c, ..../]  enthalten  und  ge* 
hurt  zum  Exponenten  m.  Um  noch  einzusehen,  da88  zu  einem 
beliebigen  Theiler  ^  von  m  auch  Zahlen  der  Gruppe  [a,  6,  c,  ...  l] 


m 


geboren,  bemerke  man,    dass    Ä^   diesen    beiden    Bedingungen 
ßenßgt 

§.5. 

Es  sei  X  eine  bestimmte  Zahl   aus  der  Gruppe  [er,  6,  c, ...,  f\ 
Qod  es  werde 

aa'6«'cC'  ..,.l^'  =  x  (mod.  M) , 

so  solleo  hieraus  alle  Combinationen  der  Exponenten  X,  8,  {, ....  i 
abgeleitet  werden,  fdr  welche  die  Congruenz 
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aH^ffi....fi^af(moi.ai)  . (1) 

Statt  findet.  Zur  Bestimmung  dieser  Exponenten  bat  man  daher 
auch  die  Congruenz: 

a«6»c«,.../»  =  aa'6»'c«'....P'(mod.ilf).    .   .   .   (1) 

Bedeutet  nun  (9)  die  Zahl  8(,  wenn  ^^W,  und  die  Zahl  Xio'. 

wenn  31  <W,  und  haben  ($)»  {(S),  (2)),....(S)  eine  ähnliche  Be* 
deutungy  so  kann  man,  weil  in  Folge  unserer  VorausaetzuBg 
(siebe  §.  2.) : 

a«'=l(rood.Jir), 


P'  =  l(mod.if) 
statt  obiger  Congruenz  jetzt  auch  die  folgende  schreiben : 

fl(9i)6(«)c(«)  ..../(«)  =  a^'Ä^'c«' ..../»'  (mod.  M) , 

10  welcher  die  Exponenten  auf  der  linken  Seite  nicht  kleiner  siod 
als  die  entsprechenden  Exponenten  der  Rechten.    Man  erhält  daher: 

aa'6«'cö'..../»'Ja(a)-3i'.6O)-«'..../(»)-8'-l|  =  0(mod.ilf). 

also  auch 

a<»bßcy....l^  =  l(mod.M), (2) 

wo  wir  der  Kürze  halber 

(C)-€'  =  y,   > (3) 


(8)-8'  =  A 

gesetzt  haben.     Die   Exponenten  a,  ß,  y,....X  sind   alle  positiv 
und  genfigen  den  Ungleichheiten : 


t>X^O. 
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Ana  jeder  AoflOsung  der  Coligraenz  (1')  leitet  man  daher  vennit- 
tekt  der  Gleichungen  (3)  eine  Auflösung  der-Congruenz-  (2)  ab. 
Die  Gleichungen  (3)  können  auch  in  Form  von  Congruenzen  ge- 
schrieben werden»  wie  folgt: 

a  ==  Sl — !l'(mod.  a*) , 

j5  =  S5-»'(mod.60» 

y=«— «'(mod.cO,    > W 


i=8— 8'(rood./0; 
ond  man  ersieht  leicht»  dass  zwei  verschiedene  Combinationen 

9o>  ®o»  ^9  ••••So* 

welche  die  Congruenz  (1)  erfüDen»  auch  zwei  verschiedene  Com- 
binatiooen 

«»  ß»  y»  ....A, 

^0»  ro>  To*  ....A5 

l^ben  mflsseii,  welche  der  Congruenz  (2)  genügen»  so  dass  man 
aas  n  verschiedene  Auflösungen  der  Congruenz  (1)  ebenso  viele 
verschiedene  Auflösungen  von  (2)  erhält.  Denn  w&re  dieses  nicht 
der  Fall»  sondern 

a^«i;Q(niod«<i')» 
/Js/3o(mod.A0, 


A^Ao(mod./0; 

«0  wOrde  man   vermöge  (4)  zu  folgenden  Congruenzen  gelangen: 

SJo— a'  =  a— a'(mod.o'), 
»o— »'s»-»'(mod.60. 


80— «'^S-S'Cmod.f); 

aas  welchen  man  erhSit: 


8o3e(mod.fO* 
Da  aber 
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so  wiflrde  sieb 


»0  =  ©. 


•        •        • 


8o  =  «; 

also  die  ?ollkommene  UebereinstimmaDg  der  zwei  GombioatioBeo 

80,  S5o.  ®o»  ••••80 

ergeben.  Die  allgemeinste  Auflösung  der  Congruenz  (1)  wird  da- 
her in  Funktion  einer  beliebigeo  Auflösung  ausgedrückt  durch 
die  nachstehenden  Coogruenzen: 

a  =  a  +  a'(mod.a'), 

»  =  /J  +  a'(rood.6'), 

C=y  +  e'(mod.c'),    ; (5) 

«  =  X  +  8'(mod.;^;       - 

wo  9,  9,  S,.*..8  so  zu  bestimmen  sind»  dass  sie  den  Ungleich- 
heiten 


t>i^o 
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geoflgeo.     NehmoB  wir  nun  an»  es  gebe  u  Terschiedeiie  Combi- 
oatioDeD  der  Exponenteo  a,  ß^  ff'*l,  nehmllcb: 


«(«),  ßin),  y<»),....i("), 

welche  die  CoDgruenz  (2)  erßlleD,  so  leitet  man  mittelst  (5)  ebenso 
fiele  verschiedene  Auflusangen  der  Congraenz  (1)  ab,  wenn  die* 
felbe  überhaupt  eine  zulässt. 

Denn  wfirden  zwei  verschiedene  Combinationen 

«"•  ß'\  Y\....i" 

dieselbe  Combinatioo  SlyS^S»....?  ergeben^  so  erhielte  man 
▼ermuge  (5)  folgende  Congruenzen: 

o' +  a*  =  a"  +  8' (mod.  oO , 
/5'+»'  =  /S''  +  S'(mod.6'), 


A'  +  8'  =  X^  +  8'(mod./') 

Qod  hieraus: 

«'rrso", 

^  =  ^^ 

was   der  Voraossetznng  wiederspricht     Wir  erhalten  daher  fol- 
genden Satz: 

Bestimmt  man  In   der   Congroenz  (1)   ftir  jede  Combination 
8,  8,  £,....8  der  Exponenten,  welche  den  Ungleichheiten 

genfigcD,  die  Zahl  X  so ,  dass  sie  ein  Glied  der  Reihe  1, 3,  3, .... 
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..«.Jlf—- 1  wird,  60  erhält  mao  eine  jede  der  Zahlen  x^^  x^»  x^,  ....«x 
gleich  oft^  nehmlich  nmal»  wo  somit  n  dnrcb  die  Gleichung 

a'Ä'c'....  <'  =  «/' 
bestimmt  wird. 

§.6. 

Sind  die  Exponenten  a',  b',  &,,.,. l'  je  swet  relatire  Prin- 
zahlen,  so  ist  rt  =  1.    Denn  es  sei 

a«6/'cy.  .../^  =  l(mod.  M), 

so  folgt»  wenn  man  zur  Pontenz  b'c'd',.,A*  erhebt, 

aa.*'cd'.,../'=i(mod.ilf). 

Da  nun  a  zum  Elzponenten  a'  gehurt,  der  zu  b'c'd'.,,,V  relati?e 
Primzahl  ist,  so  folgt  hieraus  (Disq  ari(h.  art.  48.}: 


Ebenso  findet  man: 


a^O(mod.aO. 

/J  =  0(raod.6'), 
y^O(mod.cO, 


A^O(mod./0; 

so  dass  sich  a^/3=/=....  =  il=0  als  einzige  Auflusuog  der 
Coogruenz  (2)  im  vorigen  Paragraphen  ergiebt.  Man  zieht  aus 
dem  vorigen  Paragraphen  auch  noch  leicht  die  nachstehende  Fol- 
gerung: 

Läset  die  CongrueDz(2)  nur  die  einzige  Auflüsung  a=:/3=y=^. 
...s=il  =  0  zu,  so  ist  die  Anzahl  der  incongruenten  Zahlen  der 
Gruppe  [a,  6,  e, 1\  gleich  a'b'c* — /'. 

§.  7. 

Es  sei  0  der  kleinste  Exponent,  die  Null  ausgenommen,  von 
der  Eigenschaft,  dass  a^  einem  Produkte  ?on  Potenzen  aller  fol- 
genden Zahlen  6,  e,  d,....l  congruent  wird,  waa  wir,  ohne  die 
Exponenten  anzudeuten,  auf  folgende  Welse  aueidriickeii  %vollen: 

*i«^(6,  cd, /)(niod.  jlf). 

Damit   aber    hieraus    keine    Verwechselung    entstehen    kann,   so 
sollen  zwei  Ausdricke   (b,c,d,  ,*,,t),  deren  entsprechende  Ex- 
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pooenten  nicht  alle  fiberelnstimmeo^  durch  Acceote  nntorschleden 
werden.  Eine  ähnliche  Bedeatang  wie  a  sollen  (»r,  b»....! 
haben,  so  dass: 

0^^(69  c,  d,....l 

6*  =  (c,  d,....i) 

c^  ^ (di  e,..,,l) 


(mod.M). 


/f  =  (D 


Da  der  letzten  Zahl  /  gleichsam  die  1  folgt,   so  ist  1=/'  der  Bz- 
pooent«  ZQ  welchem  /  gehört. 

§.8. 

Bedeutet  ^z=ifp(jaf)  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen,  welche 
<if  sind  und  mit  dem  Modul  keinen  &;emeinschaftlicben  Theiler 
haben,  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Format  sehen  Satse: 


o''^ 

bt'cfdf . . . 

,> 

Ai»  — 

i^dM... 

.IM 

C  = 

dMef*...l^ 

ifc^  = 

l" 

ll*^ 

1 

(mod.  31), 


woraus    hervorgeht,    dass  die   Exponenten    a,  (,  c, (  in  der 

Reihe  1,  2,  3,  ....f^  enthalten  sind. 

§.  9. 
Dieses  vorausgesetzt,  kann  man  jeden  Ausdruck 

(a,  6,  c,....i)(mod.ilf) 
auf  die  Form  bringen: 

wo  die  Ezpoqenten  9',  S^  C' i'  die  Ungleichheiten 

a>a'^0,    6>»'^0,    c>€'^0. 
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erfüllen.  I«t  nehinlich  in  dem  Ausdrucke  (a,  b,  e,  ....Q  der  Ex- 
ponent von  a  gleich  9  und  2[>a,  so  kann  man  setEen 

wo  jetzt  für  S'  die  erste  der  vorstehenden  Ungleichheiten  Statt 
findet.    Man  erhält  daher 

Da  nun  der  Voraussetzung  nach  a^  congruent  ist  einem  Produkte 
?on  Potenzen  aller  folgenden  Zahlen  b,  c,  d, ,..,  l,  so  erh&lt 
man  auch: 

(a,  b,  c,..,.l)^a^'(b,  c,  d,.,.,l){mod,Ai). 

Ist  nun  der  Exponent  von  6  in  (b,c,  d,,..,t)  gleich  9)»  so  sdgt 
man  auf  dieselbe  Weise,  dass 

(b^  c,d,....l)=z b*^\c,  d,....l) 

gesetzt  werden  kann.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens erhält  man  daher  folgendes  System  von  Congruenzeo  nod 
Ungleichheiten : 

(a,6,c, /)s«*'(&.c, 0  a>a'^0, 

(6,c. /)  =  A®'(c,d, 0 

(c,d,.../)  =  cC'(d,  e, /) 


und  hieraus 

(a,  6,  c, . . . . /)=  a^'b^'c^' ....  fi'imod. M), 

wo  die  Exponenten   der  rechten   Seite  die  gegebenen  Ungleich- 
heiten erfüllen. 

§.  10. 
In  einer  Congruenz  von  der  Form 

(a,  A,  c,  ..../;..?•  ^  (ö,  b,  c, . . . .  /)'(niod.  M) 

kann  man,  wie  in  §.  5.  schon  gezeigt  wurde,  es  immer  so  einrich' 
ten,  dass  die  Exponenten    auf  der  rechten   Seite  nicht   grosser 
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sind  als  die  entsprechenden  der  Linken,  so  dass  ans  obiger  Con- 
graenz  anmittelbar  eine  andere  von  folgender  Form: 

x^ia^  6,  c,..../)"(niod/ilf)' 

abgeleitet  werden  kann. 

§.  11. 

Dieses  vorausgesetzt,  sei   wie  in   §.7.  a  der  kleinste  Expo- 
nent mit  Ausnahme  der  Null,  liir  wefchen 

a^  ^(b,c,df...,  l)  (mod.  iH) 

gesetzt  werden  kann.    Ist  dann  auch  fQr  den  Exponenten  d?>0 

a*  ^(b,Cfd,....  0'  (mod.  M), 

80  ist  a:  ein  Vielfaches  von  a. 

Da  nehiiilich  in  Folge  unserer  Annahme  a:>a  sein  muss,  so 
setze  man 

^0  Jetzt  :r'<a  wird,  so  erhält  man 

oder 

a*  =  a*'(b,  c,  d, ... .  0'  =  fl*'(6.  c,d,..ff.   - 

Da  aber  ancb  vermSge  der  Voraussetzung 

a*^(6,  c,  ^,  —  /)', 

60   folgt 

«•'(6,  c,  d, 1)"^  (6,  c,  <f, ..../)' (mod.  üf) 

und  hieraus  nach  §.  10. 

Nan    ist  ^'<a,  also  diese  letztere   Congruenz   nur  möglich  fttr 
x'=:0.     Es  wird  daher  :r=<a,  d.  h.  ein  Vielfaches  von  a. 

Zusatz.    Da 

a-'s  6»' €•'.... /''(mod.;  AI), 

so  ist  nach  dem   Vorigen  a*  ein   Vielfaches  von  o.     Ebenso  seigt 
man  dass  A',  c',..../'  Vielfache  von  (,  c,  ....I  sind. 
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5.  12. 
Zwei  Aasdrücke  von  der  Form: 

in  welchen  die  Exponenten  folgende  Ungleichheiten 


erfüllen,  sind  nach  dem  Modul  üf  nur  dann  congroent,  wenn  gleicb- 
zeitig 

«  =  «', 

•    •    •    • 

8  =  8', 

d.h.  die  zwei  Combinationen  $1,  S3,  C....8;  SiS  S',  S'» '—^ 
übereinstimmen. 

Man  nehme  an,  es  seien  obige  Ausdrücke  congruent^  so  et- 
hält  man 

o«(6,  c,  d, .. . .  0  =  ö**'(6»  c,  d, . . . .  O'(mod.  iH) 

und  schliesst  daraus  9  =  91'.  Denn  wäre  dieses  nicht  der  Fall, 
so  darf  man,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  a>9'  voraus- 
setzen, and  erhält  nach  §.  10.: 

aa-a'  s  (6,  c,  d, . . . .  ^''(mod.  M) , 

was  der  Voraussetzung  widerspricht,  denn  es  ist 

a>a— 8l'>0, 

da  doch  a  der  kleinste  Exponent  ist,  für  welchen 

n«^(6,  c,  rf, ..../) 

gesetzt  werden  kann.    Da  nun  91= IK'»  so  geht  die  Congrotoi: 
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alft'öe«. . . .  p  =  fl«'6»'cQ' ....  p'(rood.  M) 

in  die  einfachere 

6»c«.  .../«=  Ä»'c«' .  .../8' (mod.  ü) 

aber,  woraus  auf  dieselbe   Weise   IB=IB'  abgeleitet  wird,  und 
ßihrt  man  so  fort,  so  erhält  man  endlich: 


=  «',  »  =  »',  «=(5' 8=8', 

d.h.   die  zwei   Combinationeo   9,  S3,  (S».«..8;  9',  9%  C',  ....8' 
sind  identisch. 


§.  13. 

Aus  §.  9.  und  §.  12.  folgt  nun: 

Die  Anzahl  der  nach  dem  Modul  M  incongmenten  Zahlen 
der  Gruppe  [a,  6,  c, — 1\  ist  gleich  aic....I=/'.  Da  (=/'  so  ist 
/'ein  Vielfaches  des  Exponenten,  zu  welchem  die  Zahl  /  gehurt 

Weil  man  al»er  die  Buchstaben  a,  6,  c /  beliebig  anordnen 

kann,  so  ist  f  theilbar  durch  sämmtliche  Exponenten  a*,  b\  c\..„l\ 
Da  man  ferner  (siehe  §.  3.,  3)),  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden, 
annehmen  darf,  dass  a,  6,  c,..../,  abgesehen  von  der  Ordnung, 
mit  den  Zahlen 

Sbereinstimmen,  so  ist  f  ein  Vielfaches  des  höchsten  Exponenten 
m,  der  zu  der  Gruppe  [a,  6,  c,  —  /]  gehurt  (§.  4.). 

8ind  a,  6,  c,..../  die  sfimmtlichen  Zahlen  <  ^,  welche 
mit  iff  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  ist  f^=q>{M) 
=  ^;  fehlen  aber  noch  die  Zahlen  p,  9,  r,....x,  y,  s,  so  be- 
trachte  man   die   Gruppe    [p,  9,  ....^,  z,  er,  6, ....(].     Haben 

als  dann    )>,  <|#*«-.9»  3»  tt>  (> I  die  frühere  Bedeotung,   so 

erhSit  man: 

)).<|....|^.).a.(..  ..I  =  <p(ilf)=:^. 

Da  ferner 

a.i. €....(  =  /*, 

80  schliesst  man  daraus: 

|).q....y.§./'=f4. 

Die  Anzahl  der  incongmenten  Zahlen  einer  Gruppe  ist  daher  im- 
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mer  ein  Tbeiler  vod  q>iM)  ==  fi.  Der  Beweis  iSsst  sich  aach  auf 
eine  ähnliche  Weise  föhren  wie  Art.  49.  der  Disq.  aritb.;  der  dort 
vorgetragene  8atz  ist  ein  specieller  Fall  dieses  allgemeinereo. 

§•  15.  I 

Legt  man  in  der  Congruenz: 

Jfsa«6»....P(tnod.ilf) 

den  Exponenten  9,  99,  S,  ....S  alle  Combinationen  von  Wertben 
bei,  welche  den  Ungleichheiten 


genSgen,  so  sind  die  entsprechenden  X  alle  iocongruent  (siehe 
§.  12.)  und  stimmen,  abgesehen  von  der  Ordnung,  mit  den  Zableo 
Xu  ^T),  x^i".»Xf  überein,  so  dass  man  die  Congruenz 

oTi . 0:9 .  jTs ....  o:/ ^  nä^it'^c^ ,,.,P (mod. lH) 

erhält.  Um  in  dem  ausgcfiihrfen  Produkte  17  den  Exponenten  von 
a  zu  finden,  bemerke  man,  duss  in  den  f  Faktoren  des  Produkts 
17  der  Exponent  9(  jeden  Werlb  der  Reibe:   0,  1,  2,  3,....a — 1 

so  oft  annimmt,  als  ^  Einheiten  enthält.    Jener  Exponent  ist  daher 

{(1+2+3  +  .. ..  +  4-1)  =  ^./: 

Ebenso  findet  man  die  Exponenten  von  6,  c,  d, /  In  dem  aus- 
geführten Produkte  77  der  Reihe  nach  gleich 

00  dass  die  obige  Congruenz  jetzt  in  die  folgende: 


1 


a-i   ^  b_i   ^         i-i 
.T|  X^^ ....  Xf 


übergeht,  woraus  man  erhält: 
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(a?iar,ars  •  •  •  •  ^/)*  S  t  fl«-"Ä^^ . . .  P-* )/. 

Da  oan  f  durch   die  Exponenten,  a%  6'»  &,..,* P  tbeilbar  ist,  so 
kann  man  dafiSr  einfacher 

(xj  j:^s  ....  :r/)*  s  1  (mod.  M) 
fehreiben.    Ist  ^  theilbar  derch  iaf^  2b',  2c'>....2f ,  so  erhält  man 

d7i  •  :ir.  .T3 . .  • .  or/  ^  1  (mod.  M)m 
Dieaes  wSre  der  verallgemeinerte  Wilson 'sehe  Satz. 

5.  16. 

Sind  a%  (%  c', ....!'  die  kleinsten  Exponenten ,  die  Nall  aus* 
SeDomroen«  fSr  welche  man 

a«'^(6,  c,  d, ..../) 

c^  S(a,  6,  rf,  ....I)  )  (mod.^) 


letien  Ic«mi,  und  schreibt  inan  die  Congmens 

a*bßcY....l^=l(moA.]U) 
Ulf  folgende  Weisen : 


0   ergibt    sich   aus   j.  11.,   dass  o,  /},  y» ....  i    Vielfache  von 
f,  h\  €*,....  l'  sind.    Es  ist  aber  insbesondere  a'  =  a. 


§.  17. 
Bemerkt  man  ferner,  dass  die  Congruenzen  in  {.  7.»  nehmlich 


.^  •    .   •   • 


Qch  aof  folgende  Weise  gesehrieben  werden  kOnnen: 

Theil  XXXVII.  ^ 
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b^Sa%%c,  d, t)  =  (a,  6,  c,  ....i)'. 


00  Bclillesst  man  aas  §.  16.  und  §.  IL»  das«  a,  (»  t, (  Viel- 
fache TOD  aS  (',  c'»....!'  sind. 


§.  18. 

Sollen  die  Exponenten  o,  /^^  y»  ....il  der  Congruenz 

tt^'bfer.  ..  /^  s  1  (mod.  Jlf ) 

genügen»  so  kann  man  dem  Exponenten  a  einen  beliebigen  Wertk 
a*,  der  in  der  Reihe 


0,  a,  2a,  :k,...-(|-l)a 


tlCi 

enthalten  ist,   beilegen.     Es  gibt  alsdann   -7  verschiedene  Con- 

binationen  a,  ß,  y»...»A,  ivorin  o  den  gegebenen  Wertii  «*  fait 
Denn  zur  Bestimmung  von  ß,  y A  erhält  man: 

6/?cy . . . .  /^  =  a«'-«'  (mod.  ilf ). 

Da  nun  a' — o'  durch  a  theilbar  ist  (siehe  §.11.  Zusats)»   so  e^ 
gibt  sich  aus 

die   Möglichkeit   obiger    Gongruenz.      Der    Ansdmck   bPtft f 

kann  nun   (siehe  §.  6.  und  §.  13.)   auf     ^  .  "V~  ^^  "^  ver8chi6 

dene  Weisen  =1  (mod. Jlf),  also  auf  ebenso  viele  Wefsen  scK'^ 
werden. 


n. 


Eigenschaften  gewisser  endlichen  Reihen. 

Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  diejeoigeB 
einfachsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  Poteuzreste  erläutert  habeo, 
welche   zur  Behandlung  der  Aufgabe  noth wendig  eind^  mfisses 
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noch,  bevor  wir  zu  unserem  eigentlichen  Gegenstände  übergehen 
klonen,  gewisse  endliche  Reihen  untersucht  werden,  was  in  den 
folgenden  Paragraphen  geschehen  soll. 


§.  19. 

Es  seien  A^  B,  €^.,,.1  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen,  ferner  m  ein  Vielfaches  sämmtlieher  Exponenten 
ot,  b'y  &y ....  t  der  Gmppe  [o,  6,  c, ..../],  und  es  soll  die  Summe 

^p-p^-^^- F"=rS, 

bestimmt    werden,    in    welcher    P    eine   Wurzel    der  Gleichung 
2" — 1  =  0  ist,  und  wo  die  Summation  über  alle  Combinätionen 

8,  9,  S,  ....S  auszudehnen  ist,  welche  den  Ungleichheiten 

«MM  \ 

I 

/'>8>0 

und  der  Congruenz 

a^tß  ....fi^x  (niod.  M) 

genfigen.     Wir  setzen  voraus,  dass    es  mehrere   Gombinationen 

9,  S3,  S,  ....S  gebe,    welche    diese    Congruenz    erfüllen;  denn 
sonst  wßrde  sich  obige  Summe  auf  ein  einziges  Glied  reduciren. 

1)  Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  darf  angenommen 
werden,  dass  Peine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a^ — 1=0 
ist,  und  dass  die  CoefBcienten  A,  ßy  C, ....  L  den  Ungleichheiten: 

a'>A^Oy 
A'>Ä^O, 


geDfigen.  Denn  es  sei  P*  eine  primitive  Wurzel  obiger  Gleichung, 
so  kann  man  auf  einzige  Weise  P=  P*^  setzen.  Man  bestimme 
nao  mit  Hilfe  der  Gongruenzen 

20» 
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A'  ^  nA  (mod.  af) , 
£'=7ri?(mod.60. 


£'=  ttIi  (mod.  r) 


die  oeaeo  CoefBcienten  A\  R^  C,  /. . .  L'  so»  dass  obige  Ungleich- 
heiten erßillt  sind,  so  verwandelt  sich  unsere  Samme,  wenn  man 
bemerkt,  dass  im  Exponenten  des  allgemeinen  Gliedes  jedes  Viel- 
fache von  m  weggelassen  werden  kann»  in  die  ähnliche  Somme: 

in  welcher  die  verlangten  Bedingungen  erfiillt  sind. 

2)  Ist  jetzt  ferner  m=ztmf^  wo  auch  die  Zahl  mf  durch  o', 
b\  c'y . . . .  /'  theilbar  ist»  so  kann  man  die  letztere  8amme  nock 
in  eine  ganz  ftbniiche  verwandeln,  in  welcher  statt  m  die  Zahl  vt 
steht.  Setzt  man  nehmlich  P*^=zPq\  so  ist  Po'  ^^^^  primitive 
Wurzel  der  Gleichung  a^' — 1=0,  und  obige  Summe  verwandelt 
sich  in  die  folgende: 

Man  darf  daher  insbesondere  m'  als  die  kleinste  Zahl  voraitf- 
setzen,  welche  durch  die  Exponenten  a',  b',  c', ..../'  theilbar  ist 
Vorerst  sollen  aber  die  Voraussetzungen  in  (1)  und  (2)  noch  nickt 
gemacht  werden. 

Es  sei  S',  S3',  S',  ....S'  irgend  eine  der  Combinationen  vob 
9»  S,  S,  ....S,  fOr  welche 

a«6»c«..../8=a:(mod.Ä) 

und  a,  ßt  ft  ....X  die  allgemeinste  Combination,  welche  der  Con- 
gruenz 

a«6?cy..../*=l(mod.;if) 

genügt,  so  kann  man  nach  §.  5.  setzen : 

asa'  +  aCmod.aO, 
»  =  IB'+/J(mod.6'), 


«  =  8'  +  A(mod./0, 
wodurch  unsere  Summe  &  übergeht  in: 
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wo  sieh  die  Sommation  jetst  auf  alle  verschiedenen  Combinatio- 
oeo  TOD  a,  ß,  y, ....  l  bezieht,  welche  den  Ungleicbheiteo 


und  der  Congmeni 

a«6^cy....^  =  l  (mod.ilf) 
Genflge  leiaten.    Man  kann  in  dieser  Somne  den  konstanten  Faktor 

weicher  ein  Glied  der  Summe  Ss  ist,  vor  das  Sumniationszeichen 
setzen,    und  erhält  alsdann: 

Sm=zps'S,,      (1) 

wo  analog  mit  der  froheren  Bezeichnung 

gesetzt  wurde.  Weil  aber  jedes  Glied  pg'  der  Summe  &  zu 
dieser  Umformung  gebraucht  werden  kann,  und  da  Si  von  dem 
besonderen  Werthe  dieses  Gliedes  durchaus  unabhängicr  tat,  so 
erhält  man,  wenn  px' ^  ps",  p;r^> . • . •  px^")  die  einzelnen  Glieder 
der  Summe  &  bedeuten: 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  Si  von 
Null  verschieden  ist  oder  nicht. 

Es  sei  l)  Si  nicht  gleich  Null.  Dieses  findet  z.  B.  Statt, 
wenn  die  CoefBcienten  A,  B,  C, ....  L  sämmtlich  gleich  Null  ge- 
setzt werden.  Dann  ergibt  sich  aus  (2)  sofort:  pj  ^=.ps'^=^ps'^=L.,„ 
^..sspg(»),  d.h.  es  sind  alle  Glieder  der  Summe  Sg  einander 
gleich.  Bezeichnet  daher  ps  irgend  eines  dieser  Glieder,  so  er- 
hält man,  da  die  Anzahl  derselben  gleich  n  ist, 

Sgssn.psf (3) 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  (1)  zieht  man  den  Schluss,  dass 
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Wenn  also  Si  Dicht  gleich  Null  ist,  so  folgt  ans  der  leMn 
Gleichung  Po=l»  ^-  b.  es  sind  alle  Glieder  von  Sg  gleich  1,  nd 
somit  n  der  Werth  dieser  Summe. 


§.  21. 

Um  in  die  Natur  einer  solchen  Summe  Si  noch  näher  eion- 
dringen,  betrachten  wir  den  Exponenten  des  allgemeinen  Gtiedes» 
nehmlich : 

£= — ^^oi — Ti^ß ip)'— ....  — pÜCmod.m) 

etwas  näher. 

Findet  1)  fär  jedes  System  a,  ß^  f,,.^k  in  (1)  dieCongmeni 
£^0  (mod.xit)  Statt,  so  ist  5i=n.  Ut  aber  2)  nicht  flir  jedes 
System  a,  ß,  /,«...  l  in  (1)  £^^0(mod.m)y  so  sei  k'  die  kleinste 
Zahl  in  der  Reihe  1,  2,  3, ....  m — l,  welcher  £  nach  dein  Mo- 
dul nt  congruent  werden  kann^  also: 

% 

Ä'=— J  Ja'- J  Ä|5'— ....— Jl,X'(mod.  m). 
Findet  dann  für  eine  andere  Zahl  obiger  Reihe  die  Congmeoi 

äS >if« — h'^ — ....  —  1?  La  (mod.  m) 

Statt,  so  ist  k  notb wendig  ein  Vielfaches  von  k*.  Denn  es  IM 
offenbar  A;>  k';  setzt  man  daher  kz=ztk'  -{•  k**,  wo  jetzt  k"^li 
wird,  so  leitet  man  aus  den  swei  letzten  Congruenzen  sogleicl 
die  folgende  ab: 

i^'=-j,il(a--te')-jB03--</JO-....--Jl'a--«iO(mod.is). 

Da  nun,  in  Folge  der  Toraussetzung  über  die  Systeme  o,^,/,.^^ 
auch  a — ta\  ß — 0',  y  —  fy',  ....  i — W  einem  solchen  congment 
ist,  so  schliesst  die  letztere  Congruenz  einen  Widerspracb  io 
sich,    wenn  nicht  k"  =  0,  also  k^=tk'  angenommen  wird. 

/  Die  Zahl  kf  ist  nothwendig  ein  Theiler  von  m;  weil  nehmlidi 
m^k*  ist,  so  kann  man  setzen  m^ss^tk—  k"  oder  £''=££' (mod.«), 
wo  k'  ein  Glied  der  Reihe  0,  1,  2,  3,....A'— I  ist.  MoltipliciH 
man  daher  die  Congruenz 

A'  =  «JiJa'-^i?/J'-...— ^LX'Cmod.m) 
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nit  if  so  folgt : 

*''=-^,i<(to')-jÄ(f|50-....-Jl-(aO(iDod.iit); 

da  aber  to',  iß',....  il'  einem  Systeme  a,  /?,  y, ..,..  A  in  (1)  con- 
graeiit  ist,  so  schliesst  man  wie  vorhin  A"=0,  also  m=zW* 
Aus  dem  Vorliergehenden  erstellt  man  nun,  dass  der  Exponent 
£  der  Summe  Sg  jeder  Zahl  der  Reibe 


0,    Ä',    aif,    3A',....(^-i)ä' 


und  nur  solchen  nach  dem  Modul  m  congruent  werden  kann. 
WOsste  man  also,  (üt  wie  viele  Systeme  a,  ß,  y,....k  in  (1)  der 
Exponent  £  einer  jeden  Zahl  obiger  Reihe  congruent  wird,  so 
lie«se  sich  die  Summe  Si  angeben.  Es  werde  also  fiir  folgende 
p  iocongruente  Systeme  In  (1) 

^»    Pa»    ya»  ••••  ^»  f 

«a*    A>    ya»-"  A3,  > (4) 


^9   ßp»  ypf»*^f 

E  =  ik'(nxod.m). 
Da  aber  aus  den  swei  Congruensen 

--i<ai  -  pBßi  — ....— p  iit  =  <*' 
sogleich  die  nachstehende: 
-J.^(«-«i)-pÄ0»-A)-..-F^a-^)=O{mod.m) 

tich  ergibt,    so    sieht  man,    dass   fdr    folgende  p  Incongruente 
Systeme  a,  ^,  y, ....  A  in  (1): 

«i — «1»   A— A>   yi— yi>«"*  ^1— ^» 
«a~«i»  Ai— A>  ya— yi»--^— ^* 

«%—«!>    A— A»    ya  — yi»---^— Ai*    ^  .  .  .  (6) 


£  =  0(mod.m) 
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wird.     Nimmt  man    umgekehrt    an,    das«   filr   die  Systeme  (4) 
£^0(mod.  m)  werde  uod  das« 

80  folgt,  dafis  nachstehende /?  incongraente  Systeme  a,ß,y,,..A: 

a  +  «»,   ß  +  h*  y  +  y%% ....  i  +  V» 

«  +  «a»    ß^rß^^    y +  y8. -.  ^  +  ili>  V.  .  •  .    (6) 


a  +  op,    ß  +  ßp,    y  +  ypf  ""  l  +  lp 

die  Congmenz  £^/^(mod./ii)  erflillen.  Hierans  scliliesst  mao,' 
dass  die  Congraenz  E^W(mod.m)  tttr  eben  so  viele  Systeme 
^f  ß»  y»  ..*•  ^  in  (1)  Statt  findet,  als  die  Congraenz  E^O  (mod.  m), 
und   umgeicebrt:    Der   Exponent   E  wird    daher   für  p  Systeme 

«,  (J,  y, ....  k  in  (I)  jeder  Zahl  der  Reihe  0,  W,  2*', ....  (j,-^y 

congruent,  so  dass  man  die  Gleichung  n^i^.p  erhält.  Die  Summe 
Si  nimmt  nun  folgende  Gestalt  an: 

oder 

woraus  man  ersieht,  dass  5i  im  AHgemeinen  verschwindet;  ist 
aber  /^=  ],  also  jedes  Glied  der  Summe  gleich  I,  so  erhält  man: 

m 

'     §.22. 

Um  zu  sehen,  ob  fiir  eine  bestimmte  Combination  der  A^  B* 
C,....L  die  Wurzel  P  immer  so  gewählt  werden  kann,  dass  die 
Summe  Si  den  Werth  0  hat,  und  auch  so,  dass  iS|=if  wird, 
sei  P*  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  o:»»  — I  =0,  so  sind 
sämmtliche  Wurzeln  derselben  die  Glieiler  der  Reihe: 

Betrachtet  man  daher  die  Doppelsamme 
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2;^P~5^"^^^^— -•"F^^, 


wo  die  eioe  Sammation  den  frfiheren  Umfai^g  hat,  während  die 
andere  ilher  alle  Wurzeln  der  Gleichung  j:'"— 1  =  0  auszudehnen 
ist,  und  .Tollzieht  man  zuerst  die  zweite  Summation  in  Bezug  auf 
ein  bestimmtes  System  a»  ß,,  y,....  X,  so  ist  der  Exponent  E  des 
altgemeinen  Gliedes  der  Summe  als  eine  Constaute  zu  betrach- 
ten;  es  Ist  daher  dieser  Theil  der  Doppelsumme : 

1  +  P'« + p«+ .... + p'(«-i)iy  =v^_i  * 

also  im  Allgemeinen  gleich  Null,  wenn  nicht  etwa  £^0(mod.m) 
ist,  in  welchem  specieilen  Falle  man  m  erhält  Findet  daher  die 
CoDgruenz  £  ^  0  (mod.  m)  wie  im  vorigen  Paragraphen  für  p 
Systeme  a,  ß^  y,.... X  Statt,  so  ist  die  Doppelsumme  gleich  mp, 
Da;iber  för  jede  Wurzel  der  Gleichung  x^ — 1=0  Si  den  Werth 

0  oder  n  hat^  so  gibt  es  —  >  oder  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

k  solche  Wurzeln,  ffir  welche  Si  den  Werth  n  hat  (darunter  be- 
findet sich  P=l).  und  m^k*  andere,  (&r  welche  Si  verschwin* 
det.  Den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo  k'z=zm  und  daher  p=n 
ist,  gibt  es  also  Wurzeln  von  der  einen  tmd  der  andern  Art. 
Dasselbe  ergibt  sich  auch  unmittelbar  aus  d^r  Gleichung 

des  $.  21.  Die  W^urzeln  der  Gleichung  ^r*"  — 1=0,  för  welehe 
S|=fi  wird,  sind  die  k'  Wurzeln  der  Gleichung  /^~1=0,  fär 
alle  andern  ist  S|  =  0. 


§.23. 

Nimmt  man  wie  im  vorigen  Paragraphen  das  System  der 
CoelBcienten  A^  ß,  C, ....  L  a\s  fest  an,  so  ergibt  sich  aus  der 
Gleichung 

P--1 

dass,  wenn  für  P  eioe  primitive  Wurzel  der  Gleichung  :r*"— 1=0 
angenommen  wird ,  die  Summe  Si  unabhängig  ist  von  P,  d.  h. 
fSr  jede  primitive  Wurzel  obiger  Gleichung  den  Werth  0  hat, 
oder  ffir  jede  den  Werth  n.  Denn  ist  ^  zu  m  relative  Primzahl 
und  P  eine  primitive  ü^urzel,  so  ist  irgend  eine  solche  von  der 
Fon^  P^f  also  das  entsprechende  i$|,  welches  wir  durch  Si(t) 
beieichnen  wollen,  gegeben  durch  die  Gleichung: 
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P^—l 

Denn  p  und  k'  sind  von  der  Wabl  der  primitiven  Worsel  doreb- 
aus  Qoabbängig.  Es  ist  daher  iS|(0=Oy  wenn  U'i,  also  Jif  dnreb 
m  nicht  theilbar  ist,  und  im  anderen  Falte  gleich  n.  Diese  Be- 
dingung enthält  aber  nichts,  was  von  der  Wahl  der  primitifei 
Wurzel  abhängig  *wSre.  Dasselbe  lässt  sich  noch  leichter  aif 
folgende  Weise  einsehen. 

Setzt  man  in  Si  statt  P  die  Wurzel  P^,  wo  t  tu  m 
Primzahl  Ist,   so  erhält  man: 

Sind  nun,  wie  in  §.  20., 

a",      ß",     y",  ....  r',  ,  ^j^ 


säromtliche  n  incongruente  Systeme,  von  a«  ß,  y, ....  iL,  Ober  weldie 
die  Summatioo  auszudehnen  ist,  so  sind  auch 

iaf,      iß',      y,....tt',   i 

solchen  Systemen  congruent.  Da  nun  t  zu  m',  also  auch  zi 
a',  b',  &, ....  /'relative  Primzahl  ist,  so  sind  die  n  letzteren  Sy* 
steme  incongruent  und  müssen  daher,  abgesehen  von  der  Ord- 
nung, mit  den  ersteren  fibereinstimmen.  Denn  wären  z.  B.  die 
zwei  Systeme 

ta*»    tß\    //,  ....a', 

te",    tß"f    </',....  a" 

congruent,  d.  b. 

Ut;  =  taf'  (mod.  aO , 

</^  =  </3"(mod.6'), 
Vs«y"(mod.cO» 

tt'  =  a"(mod./'),' 
so  wflrde  hieraus,  da  i  zu  a',  b',  c',....f  relative  Primzahl  ist,  fetgeo' 
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a'  =  «"(mod.aO, 
/3'=/J"(mod.60, 


d.  h.  die  xwei  Systeme  «*,  /J',  /, ....  X'\  c",  /J",  y",....  i''  wäreo 
ebenfalls  ideDtisch,  was  der  Toraussetsung  widerspricht.  Da  dqo 
das  aRgemeine  Glied  der  Summe  Si  unverfindert  bleibt,  wenn 
man  das  darin  vorkommende  System  a>  /3,  l^»....  A  durch  ein  con- 
graentes  ersetzt,  so  schliesst  man  hieraus ,  dass  iS|(Q=S|  ist, 
sobald  t  mit  m  keinen  gemeinscbaftlichen  Theiler  hat 

Denn  diese  zwei  Summen  unterscheiden  sich   nur  durch  die 
ferschi#dene  Anordnung  ihrer  Glieder. 


in. 

EigcDschaften  derjenigen  Combinationen   der  Coeffldeateii 
A^  B^  C^,...L^   für  weiche  8\^n  ist. 

§.24. 
Sind 

A    y  MS    y  ^     f   *••*     Ms    f 

Am  Mif*  f*M  Jtt 

i|(y),   ßiy),    C»),.^.L(3f) 

die  s&mmtlichen  Combinationen  von  A,  B,  C,..,.L,  f&r  weiche 
Si,  bei  Zugrundelegung  einer  bestimmten  Wurzel  Pder  Gleichung 
j:*— 1=0,  den  Wertb  n  hat,  so  ist  das  allgemeinste  System    , 
von  dieser  Eigenschaft  gegeben   durch   die   nachstehenden  Con- 
gmensen: 

A  =  N'A'  +  N"A''  +....  +  N(3f)A(2f)  (mod.  a'), 

B=N'B'  +  iV"B"  +  ....  +  m)  Bv)  (mod.60, 

C=N'C'  +  N'^C  +....  +  N(y)  C(9) (mod. O,  >      (Ö) 


L  =  N'L'  +  N^V-k-..,.  +  rmVsi)  (mod./O, 

worin  iV%  N**y ....  iVTy)  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zah- 
len bedeuten.    Da  nehmlich  fOr  jedes  System  o,  /},  y,....  A,  wet- 
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ches  der  CongraeDZ  a'bßcv  ....  /^^  1  (moi.M).  genfigt,  folgende 
Gleichungen  Statt  finden: 


«o  ergibt  sich  die  Richtigkeit  der  Behauptung ,' weon  man  die 
▼orstehenden  Gleichungen  zu  den  Potenzen  IS\  iV'%..,.ZV^(9)  er- 
hebt und  hierauf  ajle  in  einander  multiplicirt.  Es  wird  nehmlidi 
ffir  jedes  System  a,  j3,  y l,\ 

und  daher  die  Summe  Sx  gleich  fi.     Man  erhSit  insbesondere*,     i 

Ist  <  zu  m  relative  Primzahl,    so  sind   die  y  Systeme  voi 
Coefficienten : 

tA\      tB',      iC\,.,.  iL'; 
tA%     tB",      tC\.,..tL"\, 

iA^) ,    tS^) ,     «et»), ....  tL^) 

alle  Incongruent  uild  genfigen  der  Bedingung  5|  =  n ;  dieselben 
müssen  daher,  abgesehen  von  der  Ordnung,  mit  den  Systeme! 
(8)  fibereinstimmen. 


§.  25. 

Da  die  Systeme  A^  B,  C,..»,L,  fiir  welche  Si=n  ist,  ?m 
der  Art  der  Systeme  a,  ß,  y, ....  l  in  {.  20.  sind,  so  erhält  mao 
folgenden  Satz: 

Sind  ü,  i,  c,....(  beliebige  positive  oder  negative  Zahlen,  so 
ist  die  Summe 


in  welcher  die  Summatioo  sich  auf  alle  incongruenten  Systeme 
A,  B,  Cs  ^..  L  bezieht,  ffir  welche  Sj  den  Werth  n  hat,  estire- 
der  gleich  Null  oder  gleich  der  Anzahl  dieser  Systeme. 
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§.  26. 

Betrachten  wir,   um  etwas  Bestimmtes  vor  Augen  zu  haben, 
?on  jetzt  an  die  Summe  S| ,  bei  Zugrundelegung  der  Relation 

a'6/'ey..../^^  1  (mod.ilf}, 

so  ist  es  nun  leicht,  solche  Combinatlonen  A^  J7»  C,...*L  auL 
zufinden,  för  welche  Si=0,  und  auch  solche,  fSr  welche  Si  den 
Werth  n  hat.  Dabei  soll  ferner  Torausgesetzt  werden,  dass  P 
eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  ar«— 1=0  ist  und  dass 
A,  Ä,  C,.:..L  den  Ungleichheiten 

a'>2l^0, 
6'>Ä-0, 


/'>L^0 

genügen. 

Dehnt  man  die  Sunimation 

Ober  alle  afb'c'  ...,V  Combinationen  «,  /5,  y, ....  A  aus,   die  den 
DogIMehheften 

a'>a^O, 


6'>^^0, 


/'  >  A^O 

Genöge  leisten,  so  erhält  man,  da  für  jede  solche  Combination 
a^Ä/'cy .... /^  einer  der  Zahlen  Xi,  ar»,  x^,..,.Xy  congntent  wlitl, 
einerseits 

Ss^  +  Ss^  +  &,  +  ....  +  Äs^, 

asderäiseits  aber 
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somit  durch  Aasfühmng  der  SommatioDen : 

p—mA .1     p^mB  ^\         p~mL \ 

"■"~^~~~""**^~^^  •  — — ^^-^^— — ^—  •  • « •  *— — ^^— ^— ^^^  y 

und  daher  Null,  den  einzigen  Fall  ausgenommen ,  vro  sämmtlidie 
CoefBcienten  A,  B,  C,„.,L  verschwinden «  in  welchem  specieliei 
Falle  der  Werth  obiger  Summe  gleich  a*b'& ..,A'  gefundeo  wird. 
In  jedem  andern  Falle  hat  man  die  Gleichung: 

S*x  +  'Sn+&.+  -  +«x,  =  0.* a) 

Nach  §.  19.  kann  man  aber  setzen  r 

•       ••••• 

Äjy  =  pay«  Si  9 

so  dass  die  Gleichung  (1)  sich  jetzt  In  folgende  verwandelt: 

Si2:p,  =  0, (2) 

wenn  der  Kürze  halber 

P*i  +  P*%  +  P*9  +  ••••  +  P*f  =  ^P* 

gesetzt  wird.  Da  der  Ausdruck  a^bßcv„.,P'  (mod.  AT)  alle  Wertke 
Xif  x^,  x^^n^.Xf  annimmt y  und  zwar  jeden  nur  einmal»  wenn  man 

^i  1^9  y,  ....  A  alle  Combinationen  beilegt ,  welche  den  Ungleick- 
heiten 

genügen  (siehe  §.  12.) ,  so  ist : 

wo  die  Snmmation  auf  der  rechten  Seite  auszudehnen  ist  fiber 
alle  Combinationen  a,  ß^  y,,,..X,  welche  die  vorigen  Ungleich* 
heiten  erfüllen.    Fährt  man  die  Summation  aus^  so  erhllt  man: 
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£px  i8t  al8o  von  Null  verschieden,   H-enn  gleichzeitig  A  kein 

a'  b' 

Vielfaches  von   --  oder  Null,  B  kein  Vielfaches  von  -7  oder  Null 

a.  8.  w.  ist.  Die  Anzahl  der  Combinationen  Ä^B,  €,..,.£9  welche 
diese  Bedingungen  erfüllen,  ist  aber  (a'-a+l)(6'--B+l)....(r- I+I); 
Hir  jede  derselben  ist  £px  von  Null  verschieden  und  daher  nach 
(2)  iS,  =0.  Ausser  diesen  Combinationen  gibt  es  aber  im  Allgemeinen 
Doch  andere,  welche  ebenfalls  der  Bedingung  S|=:0  genügen. 


§.27. 

Sind,  wie  in  §.  16.,  a',  B',  c', ....('  die  kleinsten  Exponenten 
iQsser  Null,  fQr  welche 

a^'  =  (b,  c, /), 

h^={,a,  c, /), 


so  sind,  wie  am  erwähnten  Orte  gezeigt  wurde,  die  Exponenten 
''f  ß»y9""^  in  der  Congruenz  a^bßcy,...l^^\  (mod.  ilf )  Viel- 
fache von  a',  V,  c*,....  f. 

Legt  man  daher  in  der  Summe  S|   den  Coefficienten  A^  B, 
Cf^^L  solche  Werthe  A' ,  B' ,  C,  ...L'  bei,  welche  den  vorigen 

nach  den  Moduln  -r»  g>»  ••••  ?7  congruent  sind,  also: 

A*  =  i4(mod.  — ,), 

b' 
Ä'  =  Ä(mod.j-,), 


L'^,L(mod.  p): 


so  bleibt  die  Summe  Si  unverändert.  Es  genügt  also  die  letx- 
tere  für  solche  Werthe  der  Coefficienten  A^  B,  C, ....  L  lu  be- 
trachten, welche  den  Ungleichheiten 

Thcil  XXXVU.  91 
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o' 

a' 

>A 

^0- 

6' 
V 

>B 

i«' 

• 

f 

V 

•        ■ 

•       « 

genfigen.    LSs8t  man  z.  B.  £,  C>  D, ....  L  anrerändert  und  le|!;t 
A  der  Reihe  nach  die  Werthe  A^  A\ -,  ^+2 -,.... 24+(a-l)- 

bei»  80  sind  die  entsprechenden  Summen,  an  der  Zahl  a»  ilk 
einander  gleich.     Nimmt  man  insbesondere  ffir   A,  B^  C,,>..L 

a'     b'    &        F 

Vielfache  von   -r»  ^f*  -i» ....  vj ,  so  werden  die  Produkte  Avl^  B% 

u      0      c  i 

Cy9:..LX  theilbar  durch  a' ,  b',  c',..../',  und  es  ist  daher  (Ir 

jedes  Glied  der  Summe  Si   der  Exponent  durch  m  {heilbar,  wA 

somit  Si=:n.    Die  Anzahl  dieser  Corobinationen  ist  aber  a'Vt'^^-t 

welcher  Ausdruck,  da  a'=^a,  ferner  V,  c',  ....I'  aliquote  TheÜe 

▼on  i,  c,  ....I  sind  (siehe  §.  17.),    die  Grosse  a(c....I  =  /'  nicht 

fiberschreiten  kann.    Wir  werden  nun  aber  zeigen,  dass  es  genau 

so  viele   Systeme  der  A,  B,  C,,,,.L  gibt,    för  welche  S|=:s 

wird ,  als  die  Zahl  f  Einheiten  enthält. 


§.28. 

In  dem  speclellen  Falle,  wo  nur  ein  einziges  System  der 
^9  ßf  Yf'—^  existirt,  welches  der  Congruenz  a^bßcv ,„.  t^^l  (mod.M\ 
genügt  (siehe  §.6.),  nehmlich  a  =  /J  =  y=  ....  =  A  =  0,  und  wo  di 
her  it  =  1  ist,  sieht  man  die  Richtigkeit  der  Behauptung  leidig 
ein.  In  diesem  Falle  hat  nehmlich  jede  beliebige  Corobinatioi 
A^  B,  C,....Ly  deren  Anzahl  gleich  a'b'c'..,.l'  oder  f  ist,  die 
verlangte  Eigenschaft  Um  sich  aber  von  der  Richtigkeit  des 
Satzes  im  Allgemeinen  zu  fiberzeugen,  nehme  man  an,  es  werde 
Si  ffir  X  Combioationen  der  A,  B,  C, ....  L  gleich  0  und  ßr| 
Conibinationen  gleich  n,  so  erhält  man: 

wo  die  eine  Summation  den  gewöhnlichen  Umfang  hat,  wlhreo' 
die  andere  sich  auf  die  a'b'c'.,.,F  Combinationen  der  A,  B,  C....X 
bezieht,  welche  den  Ungleichheiten 
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6'  >  Ä  ^  0. 


genfigen.  Nehmen  wir  zuerst  a,  jS,  7^, ....  A  als  konstant  und 
Ä,  B,  C,...,L  als  veränderlich»  so  erhSit  man  fiOr  den  entspre* 
chenden  Tbeil  de^  Summe: 

oder  • 

ftlso  im  Allgemeinen  Null,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo 
'9  ßf  7f  '•"  ^  sämmtlich  verschwinden  und  ohiger  Ausdruck  «Ich 
aof  a'b'c' ....  r  reducirt.  Dieses  Produkt  ist  daher  der  Werth  der 
Ooppelsnmme,  und  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  ^  die  Gleichung 

ny  =  a'b'c' . . . .  f  =  nf, 

woraus  y=/'  folgt.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Systeme  der 
A,  Bf  C9....L9  für  welche  5|  den  Werth  n  hat,  ist  daher  gleich 
der  Anzahl   der  incongruenten  Zahlen  der  Gruppe  [#i,  6,  c,..../]. 

§.  29. 
Da  die  Summe 

in  welcher  die  Summation  sich  auf  alle  Syi«tenie  der  A,  B,  C, ....  L 
bezieht,  ffir  welche  S|  =  n  ist,  nach  $.25.  entweder  verschwin- 
det oder  den  Werth  f  hat,  so  findet  man  auf  ähnliche  Weise  fol- 
gendes  Resultat: 

Es  gibt  n  Oonibinationen  von  Zahlen  a,  t,  C,....I,  Hir  welche 
die  vorige  Summe  den  Werth  /  hat,  und  diese  Combinationen 
stimmen  mit  den  n  Systemen  o,  ß,  y,,,,.l  fiberein,  welche  der 
Congruenz 

a«6^ey..../^5]  (niod.  AT) 
genfigen. 

21  • 
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§.  30. 

Nehmen  wir  die  primitive  Wurzel  P^  ferner  a,  6,  Cy,.„l,Mfn 
als  konstant  an,  so  soll  der  Werth  von  Si,  welcher  einerbe 
stimmten  Combination  der  Coefficienten  A,  B,  C,.».,L  entspricht, 
durch 

Si\Af  Mß t  v/>  ••••  JL) 

bezeichnet  werden.    Unter   Si(A,B,  C)  wollen  wir  alsdaon  die 

Summe  2P  ^*  ^'  ^  verstehen^  wo  die  Summation  sich 
auf  alle  Systeme  a,  j3,  y  bezieht,    welche  der  Congruenz 

a«Wc?y=l  (mod.  ^) 

und  den  Ungleichheiten 

c'>a>0,    6'>j5^0,    c'>y^O 

genügen.  Wir  werden  dieses  in  der  Folge,  wo  es  nothwendit: 
sein  sollte»  auch  kurz  so  andeuten ,  dass  wir  die  den  Umfang  der 
Summe  de6nlrende  Congruenz  in  Klammern  beisetzen. 

Si(Df  E,.,.,L)  bedeutet  daher: 

(d^e^ . . . .  /^  =  1  (mod.  iH )). 


§.  31. 

Theilt  man  nun  in  der  Summe  Si ,  in  welcher  die  Coeficien- 
ten  A,  B,  C,....L  bestimmte  Wertbe  haben,  die  wir  dordi 
A'p  B\  C',..,.L'  bezeichnen  wollen,  die  letzteren  in  zwei  beIi^ 
bige  Gruppen ,  z.  B.  in : 

A\  B',  C    und    Zy,  £',....£', 

so  entsprechen  denselben  die  zwei  Summen 

Si(A',B\C)  und    Si(Z)',  £',....  L'). 

Ist  nun  Si(A',  B\  C,....i')  von  Null  verschieden»  so  ist  das- 
selbe auch  mit  den  ähnlichen  Suromen  der  Fall,  welche  den  i'^t\ 
Gruppen  der  CoelBcienten  entsprechen,  und  hat  eine  dieser  letz- 
tem Summen  den  Werth  Null,  so  muss  nothwendig  auch  die 
erste  Summe  verschwinden. 
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Wir  können  ans  darauf  beschränken,  den  Beweia  fdr  die  eine 
Somine,  etwa  fiir  Si{A' ,  V ,  C)  zn  fuhren.  Bildet  man  zu  die* 
Bern  Zwecke  die  Doppelsamme  HSiiA'^B' fO^ D,  £,,...  L),  wo 
dieneoe  Samniation  sich  anfalle  möglichen  Corobinationen  D,  E,..,.L 
bezieht,  welche  den  Ungleichheiten: 


genügen,  und  vollzieht  man  diese  zweite  Summatioii  in  Bezug 
auf  ein  bestimmtes  System  a,  ß,  y,,,,,X,  so  erhält  man  für  die- 
sen Theil  der  Doppelsumme,  dsL  A' ,  B' ,  O  konstant  sind, 

oder 

p     a'  b'      ^     C      \ . .... , 

P'd'^^l     p     .'«l  p     i'^^l 

also  Null,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo  dse  =  ....  =  il=0, 
nnd  daher  a^bßc^^l  (mod. ilf)  Ist.  In  diesem  speciellen  Falle 
findet  man: 

d'e'....l'p-^'"'-^'"'-'^'''\ 

Bemerkt  man  nun,  dass  die  Congruenz  a^bßcvd*^...J^^\  (mod.  R§) 
gerade  so  viele  incongruente  Auflüsuugen,  för  welche  d  =  6=.... 
....  =  jt  =  0  ist,  zulSsst,  als  die  Congruenz  a'^bßcv^l  (mod.  ilf ) 
verschiedene  Auflösungen  gestattet,  so  sieht  man,  dains  die  Dop- 
pelsumme jetzt  übergeht  in : 

d'e'  ....rSi(A'yB\  C). 

Ist  daher  die  Anzahl  incongruenter  Auflösungen  der  Congruenz 
a^bßcy^\  (mod.  iXf )  gleich  n',   so  wird  die  Doppelsumme  gleich 

a  b  c 

Bemerkt  man  nun,  dass  jede  der  Partialsummen ,  aus  welchen 
«lie  Doppelsumme  zusammengesetzt  ist,  den  Werth  0  oder  n  hat, 
80  ersieht  man : 
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1)  dass  68  lu  der  Gruppe  von  Coefficienteo  A'  9  B> ,  C  so 
viele  Combinafionen  D,  E,  ..,,  L  gibt,  welche  der  Bediognig 
Si(A',  B\  O,  D,  E,.,.,  L)^n  Geofige  leisten,  als  der  Aiudrack 

/.,   ,,n'  Einheiten  enthält,   und  dass 
a  0  c 

2)  sobald  die  Doppelsamme  Null  ist,  auch  jede  TheiUomne 
verschwinden  muss.  Ist  daher  Si(A',  B',  C)=0,  so  findet  das- 
selbe auch  bei  Si(A* ,  B',  C»  D,  E, ....  L)  Statt,  wie  auch  die 
CoefBcienten  D,  E, ....  L  gewählt  werden  mögen,  kt  aber 
Si(A',  B',  C,  ly,  E,....L*)  gleich  n,  so  kann  die  Doppelsnmme 

ZSiiA'.B',  C,D,E,....L) 

nicht  verschwinden,  da  obiges  Glied  derselben  gleich  n  uod  kei* 
nes  der  übrigen  negativ  ist,  es  muss  daher  auch  Si(A',  B',C) 
von  Null  verschieden,  also  gleich  der  Aozahl  incongnienter  Aof- 
lösungen  der  Congruenz   a'^bßcv^l  (mod.  üf )  sein. 


§.  32. 
Bemerkt  man,    dass 

Si(A')=^£P    •'    "(a«=l(mod.ilf)) 

gleich  1  ibt,  so  erhält  man  folgenden  speciellen  Sats: 
Sind  wie  in  §.  24. : 

A      f  MM      ,  Cr       ,..««X>, 


die  sämmtlichen  f  Systeme  der  CoeiBcienten  A,  B,  C L,  ^ 

f 
welche  Sx  den  Werth  n  hat,  so  kommen  darunter  ^    und   nickt 

mehr  Systeme  vor,  in  welcheo  A  einen  beliebigen  Werth  der  Reibe 
U,  1,2,  3,  ....  a'  —  1  besitzt,   und  es  gibt  ebenso  rj  Systeme,  io 

welchen  B  einen  beliebigen  Werth  der  Reihe  0, 1,2,  3,. ...6'  —  ! 
hat,  u.  s.  u- 

Für  die  zweite  Gruppe  von  Coefficienten  Z)*,  E' ^....V  laotet 
der  Satz  §.  31.  «vie  folgt: 

Lassen  sich  zu  Z>',  £',....  £'  nolcbe  Coefticienten-Combinati« 
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nen  A,  B,  C  finden,  so  dass  A,  B»  C,  D* ,  E', ....  L'  die  Be- 
diogoog  Si==si  erfüllen,  so  gibt  es  oic  solche  Combinationen»  und 

noch  specteller:    Wenn  die  Summe  Si(B\  C,  ly,,,..  L')  nicht 

na 
verschwindet,  abo  den  Werth  -7  hat,  so  gibt  es  zu  der  Combi- 

nation  ß*,  C,  />', ....  L'  a  Werthe  von  A,  so  dass  A,  B',  C,.,..  V 
ein  solches  System  von  Coefficienten  ist,  welches  der  Bedingung 
Si{A^  B',C t....L')=^n  genügt.  Ist  A  ein  solcher  Werth,  so 
haben  nach  i.  27. 


^  +  (a-l)^ 


dieselbe  Eigenschaft;  da  deren  Anzahl  gleich  a  ist,  so  gibt  es 
zu  der  Combination  B' ,  C ,  D',..,.L'  nur  einen  einzigen  Werth 
von  A,  der  in  der  Reihe 


a' 


ü«  I«  Zf  t$, ....  ~~"  —  1 

a 

enthalten  Ist  und  der  Bedingung  S^iA^B^  C't....L')  =  n  genügt. 


IT. 

Heber  die  Bestimmung  derjenigen  Coefficienten  -  Combinatlonen 
A^  B^  C^.,..L^  weiche  der  Bedingung  S^=^n    genügen. 

$.  33. 

Zar  Vervollständigung  der  in  II.  und  III.  enthaltenen  Theo- 
rie der  Summe  S|  ist  nun  noch  ein  Mittel  anzugeben,  diejenigen 
Combinationen  A,  B^  C,.,,.L,  för  welche  Si  den  Werth  n  hat, 
anfzufinden.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  mit  dem  einfachsten 
Falle  *)  beginnen,  wo  die  Anzahl  der  Zahlen  a,  6,  c, ....  /  sich  auf 


*)  Hätte  man  nur  ein«  einzige  Zalit  a,   «u  itt  die  Siiinme 

-  — ^ 

fnr  jeden   Werth   0.   1.2,  3...../i'— 1,    den   man   dem   (/oeffirienlen    A 
beilegen  mag.  gleich   1.     (Siehe  $.28.) 
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zwei  reducirt,  nehmlich  a  und  6.  Ist  unter  dieser  VoraassetzoBg 
a  der  kleinste  Exponent,  die  Null  ausgenommen ,  für  welchen  a^ 
ein  Glied  der  Perlode  von  6  wird,  und  bat  (  eine  ähnliebe  Be^ 
deutung  in  Bezug  auf  b,  so  dass  man  setzen  kann: 

a«  =  6P (1) 

b^  =  a9, (2) 

so  lässt  sich  nach  §.  13.  die  Anzahl  der  incongruenten  Zahlen  der 
Gruppe  [a,  6]  auf  doppelte  Weise  ausdrficken,  wodurch  man  die 
Gleichung 

f=zab'=ta', (3) 

und  hieraus: 

a'b'       a'        b' 

'*=-r  =  ^  =  y 

erhält.  Auch  ergibt  sich  aus  §.!!.,  dass  ~I'  T»  v  ^  ^^^^ 
Zahlen  sind.  Erhebt  man  daher  die  erste  Congruenz  zur  Potenz 
-•  so  folgt  durch  Vergleichung  mit  der  zweiten: 

b^a^lfi  {moA.M)y 

und  da  6  zum  Exponenten  b'  gehurt,  so  schliesst  mao  bieraos 
(Disq.  arithm.  art.  48.): 


oder  einfacher: 


p\^i  (mod.6') 


^.^=1  (mod.y  =  j=:n) (4) 


JLI 

Aus  der  letzteren  Congruenz  geht  nun  hervor,  dass  7  ^  r  "°^ 
ebenso  -  zu  —  relative  Primzahl  ist. 

Um  nun  die  Summe 

^p-^^'^'-i'^ß  (a«6/»=|  (mod.  ilf))   .    .    .    ß) 

zu  finden,  bemerke  man,   dass  nach  §.  18.  die  Wertbe  des  Exp" 
nenten  a  die  folgenden  sind : 


0,  l.a,  2.a,  3.a,....  (r  — 0<^ 
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Man  kann  daher  <x  =  ( t)^  setzen ,   wo  fär  z  eine  beliebige 

Zahl  der  Reihe. 

üj      ly      Zf     <>,••••    T"    i 

ZU  nehmen  ist.  Durch  Einführung  dieses  Werthes  von  a  in  die 
Congruenz  (5)  nimmt  dieselbe,  mit  Berucksiohtigang  von  (1),  fol- 
gende Gestalt  an : 

bß^bP*  (mod.  üf),    woraus  ß^pz  (mod.6') 

erhalten  wird.  Jedem  der  obigen  Werthe  von  z  entspricht  also 
eine  einzige  Combination  a,  ß,  und  die  Summe  Si  wird  daher, 
wenn  man  im  Exponenten  die  Vielfachen  von  m  weglisst, 


S^T'^^-F""), 


oder  durch  Vergleichung  mit  (3): 

u 

Ffibrt  man  die  Summation  aus,   so  erhält  man  daher: 

Da  Y  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  diese  Summe  im  Allgemeinen 
verschwinden;  findet  aber  die  Congruenz 

il— ^Ä=0  (mod.n) (6) 

Statt,  80  sind  alle  Glieder  von  5|  gleich  1  und  somit  iS|=--=n. 

Da  -  mit   —    keinen   gemeinschaftlichen  Theiler  hat,   so  ist 
du 

die  Congruenz  (6)  gleichbedeutend  mit  der  folgenden : 

il|  — Ä^.|=0  (mod.n), 
welche  mit  Hilfe  der  Congruenz  (4)  übergeht  in: 

A^'-B^Oimod.n) (7) 
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Zor  Bestiromoog  derjenigen  Combinationen  A^  B,  Hir  weiche 
jSi=:ii  wird,  kann  man  daher  eine  beliebige  der  zwei  Congroeo- 
zen  (6)  oder  (7)  benutzen.  Wendet  man  die  Congraenz  (fi)  an, 
80  gebe  man  B  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,  1»  2»  ß,....i'— 1, 
fClr  jeden  solchen  Werth  von  B=^B*  erhält  man  alsdann  mittebt 
(6)  einen  einzigen  Werth  von  A^=^A\   welcher  der  Ungleicbbeit 

—  >  Af^Q  genfigt,    and  daraus  ergeben  sich  alsdann   folgeMJe 
Systeme  A»  Bi 

B\    i4'+2.?, 

a 


Ä',    ^'+(a-l)^' 


so  dass  die  Anzahl  sämmtlicher  Systeme  A^  B  gleich  wird  a^'^/. 

§34. 

Um  in   dem  allgemeinen   Falle,  wo  die    Anzahl   der   Zahlen 

a,  6,  c, /  eine  beliebige  Ist,   diejenigen  Systeme  der  CoefG- 

cienten  zu  bestimmen,  für  welche  Si   den  Werth  n  hat,   geben 
wir  der  Summe 


tn    .       tu  — .n  'S 


(a'^bßcY.... /^  =  1  (mod.  M)) 
eine   unserem  Zwecke  entsprechende   Form.     Nach  §.  18.  muM 
;=  f zja  gesetzt  werden,  wo  für  2  jede  beliebige  Zahl  der 


o 
Reihe 


ü,      J,     2f     Öj*'>*  ""~  1 


genommen  werden   kann.    Wir  können  daher  die  Summe  Si  in 
—   Partialsummen  zerlegen,    welche  den  verschiedenen  Wertbeo 

von  z  entsprechen.    Irgend  eine  dieser  Partialsummen  erhfilt,  wenn 
man  den  konstanten  Faktor 
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?or  das  SaimnaUanueicheii  setit»  die  Fonn: 

vro  die  Suromation  auf  alle  Systeme  /?,  y,  3,....  ^  auszudehnen 
ist,  filr  welche  die  Ungleichheiteu 

ond  die  Congruenz  bP(ff l^^af»  (med.  M)  Statt  fiodeu.    Setzen 

wir  dqd: 

bß'erd^....l>^=af^, (8) 

also 

6/^'»c/»d^»..../^'»Sii«», (80 

80  ist  eine  Comhination   /J,  y,  d,....  i  gegeben  durch  die  folgen- 
den Congruenzen: 

ß=ß*%  (med.  60, 

y^/f  (niod.cO, 


X  =  X'z  (mod.O» 


wo  /3,  y, ....  A  so  zu   bestimmen  sind^    dass  sie  obige  Ungleich- 
heiten erfOllen.    Wendet  man  daher  den  Satz 

in  §.  19.  an  und  bemerkt ,  dass  man  für  px  ein  beliebiges  Glied 

der  Partialsumme^  also  auch  p   •  ^  f         nehmen 

kann,  und  setzt  der  Kfirze  halber: 

£;=5^a-pÄ/?'-^C/-....-^LAs  ...  (9) 

60  erhält  man: 

(bß^iff /^o=l  (mod.ilf)), 

wofQr  wir  zor  Abkürzung  auch  P^^Si^  schreiben  wollen. 
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Dm  DUO  die  Summe  &x  zu  erhalten»    hat  man  iSj^,    welcfaes 
unabhängig  von  z  ist,   zu  niuUiplicireu  mit 

£    p%E  —  L. \  , 

0  P*-l 


wodurch  man  erhält: 


•* 


P«    —  I 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Summe  S^  zurückgeführt  auf  die 
Bestimmung  einer  ähnlichen  und  einfacheren  Summe  iS|^,  für 
welche  die  den  Umfang  der  Summe  definirende  Congraenz  ein 
Element  weniger  enthält. 

Soll  daher  Si  den  Werth  n  erhalten,  so  darf  vorerst  5]^  Dicht 

Null  sein,  d.  h.  für  B^  C,  Dy,„.L  muss  eine  solche  Combinatioo 

von   Coefficienten   genommen  werden,    für  welche  Sy^  nicht  ver- 

b'c'.,.,l'     na 
schwindet,   sondern  den  Werth   -7 — ^-^-V-=  ~7=^^  annimmt,  »ic 

wir  schon  aas  dem  §.  31.  wissen,    Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so 

P«        — 1 

ist  das  zweite  Erforderniss,   dass  der  Faktor    pB_t      »Ich  aof 

—  reducirt.    Der  letztere  ist  aber  im   Allgemeinen   gleich  Null, 

wenn  5^^  den  Werth  n^  hat.  Denn  in  diesem  Falle  ist  der  Ex- 
ponent eines  jeden  Gliedes  der  Summe  Si^,  nehmlich 

—  5>  ^ro — ~i  ^yo — •— —  ji  ^^ 

durch  m  theilbar.    Erhebt  man  aber  die  Congruenz  (8)  zur  Potenz 

— ,    so  erhält  man: 
d 

b^  ^&  ^  ....  r  a  =1  (mod. M), 
und  somit: 

oder  einfacher  durch  Benutzung  von  (9): 

-£J^0  (mod.m),  also  auch  £J^0  (mod. —7). 
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Es  ist  daher  Sx  im  Allgemeinen  gleich  Null^  wenn  iSi^den  Werth 

E  a' 

n^hat  Ist  aber  in  diesem  Falle  £J^O(raod.m)  oder-— =0(raod.— ), 

'         iwa       ^         a 

so  wird  der  Faktor  von   Äg®  gleich    --,    und  daher: 

Ist  also   ^9  C,  D,.,.,L    eine   solche  Combination»    fOr   welche 
Si^  den  Werth  n^  erhält,  und- bestimmt  man  A  nach  der  Congruenz: 


o' 


Aa^-^^Bß'  —  ^  Cy'— ..,.—  ^  iX'=0  (med.  m),     (10) 
woraus  sich  ergibt: 

^B?'  +  "C/ +....  + "Li'  ^. 

A= ^ (mod.  -) . 

a' 

80  findet  man  einen  einzigen  Werth  von  A,   den  wir  mit  A'  be- 

zeichnen  wollen,   welcher  der  Ungleichheit  T^-^'^0    genügt, 
nnd  es  sind  alsdann: 

A'  +  ^,    B,     C,    D,.,.,L, 


^'  +  (a— 1)^',    Ä,    C,    D,..,.L 

solche  Systeme  der  Coefficieoten,  för  welche   Si  =  n  wird.    Da 

es  ^  Systeme  B,  C,  D L  gibt,    für  welche  Sj«  =  n^,    so 

f 
erhält   man   a.^  =  /*  Systeme  A,  B,  C,....L,  für  welche  Sj  den 

Werth  71  erhält,   also  alle  möglichen. 

Wenn  der  Coefficient  A  auf  die  angegebene  Weise  (10)  be- 
stimmt wird,  so  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  in  der  Summe 


fn    .       tn  -._  fn 


s^  ~2:p~^'^""*'^^'"*  •  "i"^^ 
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f&r  jede  CombinatioD  a,  ß,  y,  ....  X,  weiche  der  CoDgraeni 
a'öß ....l^^l  (mod.ilf)  genügt»  der  Exponent  von  P  durch  m 
theilbar  wird.  Denn»  da  B,  C,  D,....L  eine  solche Combination 
ist,  für  welche 

den  Werth  nQ  erhält»  so  ist: 

—  j>J?/?o— pCyo— ....— •jiLAo  =  0(niod.m),  .  .  (11) 

sobald  die  Congnienz  bß^cVo ....  /^«^  1  (mod.  M)  Statt  findet 
Soli  aber  a^ößcy..:l^^i  (mod.M)  sein,  so  mnss»  wie  wir  gesehen 

haben,  tf=f  —  —  xja»    wo   z    eine    beliebige    Zahl    der    Reihe 

0,  1,  2,  39....(— — IJ  bedeutet»  gesetzt  werden,  wodurch  maa 
erhält : 

bßcY....l^^a<^  (mod.  üf ). 
Nach  §.  5.  ist  daher : 

ß  =  ß'2  +  ßo  (mod.  60, 
y  =  y'2  +70  (mod.c'), 


k  =  k'2  i^Xo  (mod.^), 

wozu  noch  o=(  — ^zja  kommt;  dadurch  wird  der  Exponent  in 
allgemeinen  Gliede  der  Summe  Si  aber 

=  -^,Bßo--.Cyo-....-jLXoi^z}-.Aa'-^,Bß'^....^j;LX'l 


also»  durch  Benützung  von  (10)  und  (11)»  =0  (mod.m).  Die  hi 
angegebene  Methode»  diejenigen  Combinationen  A^  B,  C,....L 
zu  finden»  (tir  welche  5|  den  Werth  n  erhfilt»  Ifisst  sich  noch 
bedeutend  vereinfachen,  wenn  man  weitere  Sätze  aus  der  Theo- 
rie der  Potenzreste  voraussetzt»  wie  wir  vielleicht  bei  einer  andere 
Gelegenheit  zeigen  werden. 


cangmenter  DMsoren  einer  7MhL  82S 


V. 

Lösung  der  vor|:ele^ten  Aufgabe  mit  Hilfe  des  Vorhergehenden. 

$.  36. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Sätzen  können  wir  so  unserem 
eigentlichen  Gegenstände  übergehen,  die  Anzahl  derjenigen  Thei- 
ler  (der  Zahl  iV)  zu  finden,  welche  eine  gegebene  lineare  Form 
besitzen. 

Es  sei  iV  die  vorgelegte  Zahl  und  es  werde  die  Anzahl  ihrer 
Theiler  gesucht,  welche  nach  dem  Modul  M  der  gegebenen  Zahl 
a  congruent  sind.  Wir  wollen  diese  Anzahl  mit  (iV:  M^  o)  und, 
sobald  keine  Verwechselung  möglich  ist,  einfach  mit  (ilf,  a) 
bezeichnen. 

Ohne  der  All{;enieinheit  zu  schaden,  darf  vorausgesetzt  wer- 
den,  dass  a  zu  ^  relative  Primzahl  ist.  Denn  hätten  a  und  M 
einen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  sei  der  grusste  derselben 
gleich  A.,  und 

az=za*A, 

wo  jetzt  a'  zu  M'  relative  Primzahl  ist  Da  nun  jede  Zahl,  welche 
nach  dem  Modul  M  den  Rest  a  läs^t,  die  Form  Afx  +  a  oder 
jd{M'x-\-af)  hat,  ko  muss  die  Zahl  N,  sobald  dieselbe  Diviso- 
ren von  obiger  Form  besitzt,  durch  A  theilbar  sein.  Mun  setze 
daher  N=N'A,  so  wird  I^'x+n'  ein  Theiler  von  N'. 

Jeder  Divisor  Mx  +  a  der  gegebenen  Zahl  iV  liefert  also  einen 
Divisor  M'x  +  a'  der  Zahl  iV',  und  auch  umgekehrt.  Es  ist  da- 
her nach  unserer  Bezeichnung: 

Ist  a=0,  also  A:=JU  und  a'=0,  so  ist  die  Aufgabe  als  gelost 

zu  betrachten.     Die    Anzahl    derjenigen  Theiler  von  N,   welche 

durch  den  Modul  ^  theilbar  sind,   ist  gleich  der  Anzahl  sämrot- 

N 
lieber  Theiler  der  Zahl  ^. 

9.  36. 

Es  darf  ferner  angenommen  werden,  dass  der  Modul  M  und 
die  gegebene  Zahl  N  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 
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Denn  wäre  dieses  nicht  der  Fall,  so  konnte  man  iV=iV'9  setzen, 
wo  q  das  Produkt  aller  derjenigen  Primfaktoren  von  N  bedeutet 
welche  zugleich  M  theilen,  und  wo  daher  M  zu  N*  relative  Prim- 
zahl ist.  Da  nun  a  mit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat, 
so  sind  alle  Zahlen  von  der  Form  Mx-\-a  zu  M,  also  auch  zn 
q  relative  Primzahl.  Besitzt  daher  iV  Divisoren  von  der  Form 
Mx  +  a,  so  niuss  jeder  derselben  die  Zahl  N'  theilen,  oder  io 
Zeichen  ausgedruckt: 

Ist  z.  ß.  der  Modul  gleich  2,  so  entsprechen  demselben  zwei 
Linearformen,  nehmlich  2x  und  2^4-1»  und  man  erhält: 

1)  Die  Anzahl  der  geraden  Theiler  von  N  ist  gleich  der  An- 

N 
zahl  sämmtlicher  Theiler  von  -^* 

2)  Die  Anzahl   der  ungeraden   Theiler  von  N  ist  gleich  der 

N 
Anzahl  sämmtlicher  Theiler  der  Zahl   :^,  wo  2^  die  höchste  Po- 
tenz von  2  ist,  welche  N  theilt. 


§37. 

Sind  nun  a,  6,  c,  c2,....  die  sämmtlichen  positiven  Zahleot 
kleiner  als  M,  welche  mit  dem  Modul  keinen  gemeinschaftlicheD 
Theiler  haben,  so  kann  man  alle  Primzahlen  in  (p(M)  Klassen 
eintheilen,   welchen  nachstehende  lineare  Formen  entsprecheo: 

Mx  +  a, 
Ufa;  +  6, 
Mx  +  1?, 


Es  seien  «i,  o^,  nj,....  die  verschiedenen  Primzahlen  der 
ersten  Klasse  und  eine  ähnliche  Bedeutung  sollen  ^i,  69,  6|,..**« 
Ci,  c^,  C3,....  U.S.W,  in  Bezug  auf  die  anderen  Klassen  habeo. 
Enthält  nun  die  Zahl  iV  Primfaktoren  von  folgenden  Linearfonnen : 

Mx  +  by 

•   •   •   . 

so  kann  man  setzen: 
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nnd  ein  beliebiger  Theiler  von  N  hat  die  Form : 

7' =  ai*»«  i4«t  Ojöt . . . . 

Ci^i  Ca^Cg^i....     /•..;.     (2) 

80  dass  man  erhält: 

T=a^^b^c^^..,.l^  (mo^.M), (3) 

wenn  der  Kdrze  halber: 

«i  +  ö«  +  «s+  ••••  =  ^«» 
^1  +  ^a  +  ^8  +  ••••  =  ^ » 

ii  +1«  +r8  +  ....  =  -n 

gesetzt   wird. 

Der  rechten  Seite  io  (3)  kann  man  für  das  Folgende  eine 
einfachere  Gestalt  geben,  wenn  eine  der  Zahlen  a^b,  c,....  einem 
Produkte  von  Potenzen  der  übrigen  congraent  Ut. 

Ist  z.B.  c^tiPb^dT,  80  nimmt  (3)  folgende  Gestalt  an: 

Darcb  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  erhält  man 
eine  Congruenz  von  folgender  Form: 

T=a^b^c^..,.  (raod.ilf), 

wo  man  jetzt  annehmen  kann,  dass  keine  der  Zahlen  a,  6,  r,.... 
eongruent  Ist  einem  Produkte  von  Potenzen  der  übrigen,  und 
S,  9,  S,....  lineare  Funktionen  von  Za,  Sby  £c,....  bedeuten. 
Wir  werden'daher  dem  Folgenden  statt  (3)  allgemeiner  die  Congruenz 

r=fl«Ä»cö..../«  (mod.^Pf) (4) 

zu  Gmnde  legen,  wo  91,  S,  C,  ....S  lineare  Funktionen  von 
2a f  üb,  £c, —  üt  bedeuten. 

Th«il  XXXVII.  22 
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§•  38. 
Unter  Beibehaltung  der  frfiheren  Bezeiebnangen  seien 

Ä    f  V    f  ^9    ••••  ^    9 

«",     »",     €",....8",  j 

a*^,   »^   €-',.... r,J (5) 

alle  verschiedenen  Systeme  der  Exponenten  9,  S,  £,....{,  welche 
den  Ungleichheiten 


und  der  Congruenz  a^b^c^ ,,..  P^x  (mod,äf)  genügen. 

FQr  X],  .T«,  x^t,,.,Xf  erhalten  diese  Buchstaben  noch  aotei 

die  entsprechenden  Indices.  Um  nun  die  Anzahl  {My  x)  derjeni- 
gen Theiler  von  iV  zu  erhalten,  welche  ^:r(mod. JRf)  sind  m^ 
der  Combination  9S  fd',  Qr%....S'  entsprechen,  liegt  die  einzige 
Schuierigkeit  darin,  eine  Funktion  t|;  von  Sl»S,  £,....8  zu  fiodei. 
«solche  gleich  1  ist,  wenn  die  folgenden  Congruenzen  erfüllt  sind: 

%  =  %'  (mod.aO, 
»=©'  (raod.60, 
€  =  €'  (mod.cO. 


8  =  8'  (mod./'), 

und  in  jedem  andern  Falle  Terschwindet.  Ist  nebmlicb  diese 
Funktion  gefuncfen,  so  wird  die  Anzahl  der  fraglichen  Tbeilcf 
gleich  Eipy  wo  die  Summation  Ober  sämmtliche  Divisoren  der  Ziki 
iV  auszudehnen  ist. 

Ist  nun  f{x,  fi)  eine  solche  Funktion  von  x  und  fA,  welche 
den  Werth  1  hat,  wenn  x  durch  fA  theilbar  ist,  und  in  jeden 
andern  Falle  verschwindet,  so  kann  man  setzen: 
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Bedeutet  P  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  otA«  — 1=0,  so 
ist  folgeuder  Ausdruck:  , 

fr  r^ 

ein  tauglicher  Werth  ffir  die  Funktion  f.  Denn  ist  x  durch  fA 
Iheilbar»  so  ergibt  sich  aus  der  entwickelten  Form  dieser  Funk- 
tion: f^=^\,  ist  aber  jc  durch  fi  nicht  theilbar,  so  erhält  man  aus 
der  andern  Form  von  f,  da  der  Zähler  verschwindet,  während 
der  Nenner  von  Null  verschieden  ist :    /*=  0. 

i.  39. 

Bedeuten    daher    pcs  Qh't  Q&f"Qi'    primitive    Wurzeln   der 
Gleichungen 

o:«'  — 1=0. 

a:»'-l=0, 

or^'-lzizO, 


j:/  —  l  =  0; 


so  darf  man  setzen : 

_1  p„.a-m~«0  ^  1      1     pyft\g-gO  — 1         1     p|/-(g-gO  — 1 

wofSr  man  auch  schreiben  kann: 

o  o  c  •••• « 

wo  die  Summation  sich  auf  alle  Corobinationen  von  /4,  ß,  C,....L 
bezieht,  welche  den  Ungleichheiten 


•        •        • 


genügen. 


22* 


328  Traube:    üeber  die  AnuM 

Ist  nun  m  eine  Zahl»  welche  durch  «ämmtliche  Expooeoten 
a',  b't  c',  ....l'  theilbar  ist,  und  P  eine  primitive  Wune!  der 
Gleichung  x^  —  1  =  0,   so  darf  man  setzen : 

I 

so  daM  ^  nacbsteheode  eiofachere  Form  aoaimint; 

^     a'Ä'c'..../'     ^  •      ^' 

Es  konnte  vielleicht  allgemeiner  erscheinen,  wenn  man 

setzen  würde,  wo  a,  (,  c,....(  beliebige  Zahlen  bedeuten,  welche 
bezfiglich  zu  a',  b\  c\,.,/l'  relative  Primzahlen  sind;  es  ist  aber 
leicht  zu  zeigen,  dass  dieses  nicht  der  Fall  Ist.  Durch  diese 
scheinbar  allgemeihere  Annahme  würde  man  nehmlich  erhaltei: 

U  "  C  •»»•  l 

Bedeuten  nun  aber  ftir  einen  Augenblick 

> (a) 

2l(p),    J?(i»),'   O),  ....  L(P) 

wo  p^afb'c'  .,..1*  ist,  sämmtliche  verschiedene  Combinationen 
der  Coeflficienten  A^  B,  C,.,,,L,  welche  in  die  Funktion  if  eio- 
gehen,  und  bildet  man  daraus  die  Combinationen 


nehmlich : 


CiA,    hB,    cC..**IXr, 


aA\      tB',     cC\....W,     \ 


0) 


aA(p),    tB(p),    c<W,....a(J»), 
80  sind  dieselben  alle  incongruent    Denn  wäre  z.  B. 
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aA'=aA"  (mod.a'), 
Jä'=Bä"  (inod.60> 
tC'  =  tC"  (mod.c'), 


W=W  (mod./O, 

8o  leitet  man  daraus,   da  a  su  a',  %  zu  6%   c  su  c*  u.a.  w.   rela- 
tive Primzahl  ist, 

A'  =  A*", 


•        •        *        • 


L'  =  L" 


ab,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Combinationen  (b),  abgesehen  von  der  Ordnung  der  Combinatio- 
nen  (a),  congruent  sind.  Bemerkt  man  ferner,  dass  in  (10)  die 
CombiiDation  der  CoefBcienten  Oii,  \B^  cC, ....  (L,  ohne  den  Werth 
des  Gliedes  zu  ändern,  durch  eine  congruente  Combination  er- 
setzt werden  kann,  so  ersieht  man,  dass  der  zweite  Ausdruck 
voo  1^  nur  scheinbar  allgemeiner  ist  als  der  erste,  da  er  sich  von 
dem  letztern  nur  durch  die  Anordnung  der  Glieder  unterscheidet. 
Wir  können  daher  den  ersten  Ausdruck  ?on  tf;,  als  den  allge- 
meinsten, ftir  die  weitere  Entwickelung  benutzen. 

Setzt  man  nun  fOr  a'6'c'..../'  seinen  Werth  in  §.5.,  und 
schreiben  wir  der  Kürze  halber  immer  nur  das  allgemeine  Glied, 
so  ist: 


§.40. 

Die  Anzahl  derjenigen  Theiler  von  iV,  welche  nach  dem  Modul 
M  der  Zahl  x  congruent  sind  und  der  Combination  S',  S',  £',....£' 
entsprechen,  ist  nun  ^-^y  wo  die  Summation  auf  sämmtliche  Divi- 
Moren  der  Zahl  iV  auszudehnen  ist.    Man  cfrhält  daher: 

^♦=....  +  i^^^.<«-«')-'+F(«-«')*+-+7'«-*oL ^••••,  (12) 


oder  auch: 


wenn  zur  Abkürzung 


i:^=....+  -^i:p,'/*f+...., (13) 
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und  dem  entsprechend: 


ferner,   wie  in  §.20.: 

p-7^a'^-F^*---F«'^=3p,. (15) 

gesetzt  wird.  Man  darf  in  der  Gleichung  (13)  den  konstaoteo 
Faktor  px'  vor  das  Samniationszeichen  setzen,  wodurch  dieselbe 
folgende  («estalt  annimmt: 

-StJ;  =  ....  + -y/>/i:P^+ (16) 

Will  man  nun  aber  alle  Theiler  ?od  N  erhalten ,  welche  ^x  (niod«lf) 
8ind,  so  mus8  man  Z2>iif  bilden,  wo  die  zweite  Suromation  sick 
auf  alle  Systeme  9,  9,  S, .... S  in  §.  38.,  (5)  bezieht,  und  es  ist 
daher : 

(17) 
(ilf ,  X)  =  EZHf=.,..  +  ~.(p/  +  p,"  +px«'  +  ....+  px(«)2:P^+«- 

Die  (iftisse  in  der  Klammer  ist  offenbar  Sx  (siehe  §.  20.)  oder 
PxSx ,  wo  ps  ein  beliebiges  Glied  der  Summe  Sx  bedeutet.  Nod 
ist  iS|  entweder  Null  oder  n,  man  kann  daher  schreiben: 

(ilf,.r)=....+^p,2;'P^+...., (18) 

wo  <ler  Strich  an  dem  Summationszeichen  andeuten  soll,  da«s 
A,  By  C,.  ..  L  ein  solches  System  von  CoefOcienten  vorstdK» 
welches  der  Bedingung  S|  =  it  genügt  und  wo  die  SuroroatioB 
über  alle  Theiler  der  Zahl  N  auszudehnen  ist.  Um  nun  aOe 
Glieder  dor  (»leichung  (18)  aufführen  zu  können,  seien  noch  M 
gende  Bezeichnungen  in  Anwendung  gebracht. 

Bedeutet  nie  früher 
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ein  solches  System  vod  Coefficienton,  för  welches  S|  deu  Werth 
ft  hat,  femer  %v,  ^v,  Cv,....&9  eine  beliebige  Combinatioo  von 
Exponenten,  welche  der  Congruenz 

a\6*t»c®©..../*t»^art»  (mod. ül) 
genGgt,    ond  setzt  man: 

so  nimmt  (18)  folgende  Gestalt  an: 

{M,x)=j{P^E'P^'['P^rP^'^.,..  +  PtE'P^^\.  (19) 

Zur  Bestimmung  der  Anzahl  derjenigen  Theiler  der  Zahl  iV, 
welche  nach  dem  Modul  M  bezfiglich  die  Reste  Xis  x^,  x^i...,Xf 
lassen,  hat  man  daher  folgendes  System  von  Gleichungen: 

1  if)  if)  1(20) 

(M,  x^)  =^^{9^*' 2' P^  +  P'*^ 2' P^  +  ....  +  P^*    rP^    1  ^ 

{M,Xj)=j\P^frP^-^Ptf'E'pt^,,,.^ptj^2'P^^^\. 

Die  Formeln  (!20)  nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an,  wenn  man 
die  Voraussetzung  macht,  dass  a,  b,  c,..../,  abgesehen  von  der 
Ordnung,    mit    den    Zahlen    Xx^  x^^  x^,  ,. ,.  x^  übereinstimmen. 

Setzen  wir  in  diesem  Falle  ausserdem  noch  voraus,  es  liege  den 
Formeln  (20)  der  ursprflngliche  Ausdruck  von  T,  nehmlich 
T^a^<^b^c^i ,,,,  l^  zu  Grunde,    und    bemerkt    man,    dass   för 

^i  =  a,  Sli  =  l,  »i=S,  =2)|  =...•  =  «!  =0,  also  x^:=:z^'^,Ä 
gesetzt  werden  kann,   so  erhält  man: 

(21) 

(M.^)=:L^p  v" rpi-^p  »'    s'pc +,...+ p~*^     n'pr^u 

(*,  0  =  y|P"^     iJ'Pf  +  P    '     £'P^  +  ....+P    r       S'Pt^], 


332  Traub:    (Jeder  die  An%akl 

oder,    wenn  blos  das  allgemeine  Glied  geschrieben  wird, 


in  n  m  ^«.    .  m 


(itf,  *)  = ....  +  ip-  r«2'p5^^'^«+F*^+"  +F  *  V  J 


(^ 


m^«,.ni^«^.         .m,^  V  (^ 


, 0  =....+lp-^r /^^+r'^+- •+^^^+.... 


I  ^-"th 


m    ^«.    .  m  nw  .        .  f 


In  den  Formeln  (20),  (21),  (22)  wollen  wir  diejenigen  Glieder, 
welche  dem  einfachsten  Systeme  ^  =  Ä=  C=  ....  =  Ii  =  0  ent- 
sprechen^ als  erste  Glieder  dieser  Gleichungen  bezeichnen,  die- 
selben sind  alle  einander  gleich,  und  zwar:    -jEX* 

Ebenso  sieht  man,  dass  In  der  Formel  für  (iff,  1)  In  deo 
Gleichungensystem  (22)  alle  Coefficienten  gleich  -f  1  sind.  Setzt 
man  in  (22)  statt/* die  Zahl  ii=^(p(IH),  und  bedeuten  a,  6,  c,  d,^l 
die  sämmtliehen  Zahlen,  uelche  <  ilf  sind  und  mit  3i  k&nw 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  sind  dieses  die  allgemein- 
sten Formeln  zur  Bestimmung  der  Anzahl  congruenter  Theiler 
irgend  einer  Zahl. 


§.  41. 

In  den  Formeln  (20),  (21),  (22)  sind  m  und  P  nicht  absolut 
bestimmt,  man  kann  nehmlich  für  m  eine  beliebige  Zahl  wShlen, 
die  durch  die  Exponenten  af,  b\  c\..,,l*  theilbar  Ist  und  fSr  P 
irgend  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a;">— 1=0.  Bedeu- 
tet m'  die  kleinste  Zahl,  die  durch  a%  b',  c', ..../'  theilbar  ist, 
und  setzt  man  m  =  vm'  und  P^  =z  P,  so  ist  P'  eine  primitife 
Wurzel  der  Gleichung  ac^' — 1  =  0,  und  die  erwähnten  GleicbuQ- 
gen  werden  durch  diese  Substitutionen  in  ganz  ähnliche  verwan- 
delt, in  welchen  m  durch  m*  eroetzt  ist  und  die  primitive  Wurzel 
sich  auf  die  Gleichung  ^r'^'^-l^O  bezieht  (siehe  §.  19.).  Die 
Unbestimmtheit  von  m  <;ibt  also  zu  keinem  andern  Systeme  von 
Gleichungen  Veranlassung.  Nimmt  man  an,  es  sei  t  zu  m  rela- 
tive Primzahl,  so  ist  auch  P^  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung 
a:"»—  1=0.  Erinnert  man  sich  an  die  In  §.  24.  aufgeführten  Ei- 
genschaften derjenigen  Systeme  A,  B,  C,*»..L^  welche  der  Be- 
dingung iS|=n  genügen,  so  schliesst  mau  daraus,  dass  eine  au- 
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dcre  Wahl  der  primitiven  Wurzel  oar  die  Aoordnuog  der  Glieder 
ioden  GleichaDgen  (20)»  (21),  (22),  nicht  aber  jene  selbst  verändert. 


§.  42. 

Lä0st  man  in  den  Formeln  (21),  (22)  die  CoefBcienten  unver^ 
Sodert,  während  man  in  dem  allgemeinen  Gliede  der  Sommen  P 
durch  P*  ersetzt,  so  geben  die  neuen  Formeln  die  Anzahl  der- 
jenigen Tbeiler  der  Zahl  N  an,  deren  tte  Potenz  bezdgüeh  von 
der  Form 

JUx  +  a, 

Mx  +  6, 


•   •   •    • 


Mx  +  l 


ist,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  seitherigen  Entwicke- 
langen unter  der  modificirten  Voraussetzung  noch  einmal  sich 
vergegenwärtigt. 

§43. 

Die  Gleichungen  (22)  haben  verschiedene  Eigenschaften,  von 
welchen  die  einfachsten  jetzt  entwi<;kelt  werden  sollen. 

1)  Die  Summe  der  gleichnamigen  Coefficienten,  nehmlich: 

i=P        ^         +P        *  +..+P         ^ 

ist  im  Allgemeinen  gleich  Null,  den  einzigen  Fall  ausgenommen, 
wo  alle  Coefficienten  A,  B,  C,...,L  verschwinden  und  man  s=^f 
erhalt.  Zum  Beweise  bilde  man  das  Produkt  Sii,  dem  wir  fol- 
gende Form: 


-^^a-^Ä(/J+l)-5cy-....-^i;A 


+  £P   « 


-2!^«^^B/S-^CÜ'4  1)-....-yLA 


"m 


geben  können,  wo  der  Umfang  jeder  Summe  durch  die  Ungleich- 
heiten 
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und  die  Congruenz 

a«6^cy..../*  =  l  (mod.^) 
bestimmt  wird.    Da  mao  aus  letzterer  ableitet: 

a«6/'cy+*..../^  =  c  >  (mod.üf;. 


so  erhält  man  nach  §.  5. : 


oder  einfach: 


,Si  =  2?/>'^^""^'''^"  •  •"^''^ 


» 


wo  die  Summation  jetzt  auszudehnen  ist  Ober  die  &h*c\,.,t  Systeme 
der  a,  |3,  y,  —  l,  welche  den  Ungleichheiten 

*  •       •       •       •       • 

genügen.  Die  so  defiiiirte  Summe  ist  aber  gleich  Null  (siehe  $.  27.). 
den  einzigen  Fall  ausgenommen ,  wo  alle  Coefficienten  A,  B,  C,.^l 
Null  werden  und  die  Summe  den  Werth  n'h'c\,,.t  =  nf  SLunimml 
Es  ist  daher  n«  =  0  oder  ns  =  nf,  also  im  Allgemeinen  5=0,  ond 
in  dem  erwähnten  speciellen  Falle,  welcher  den  ersten  Coeffi- 
cienten der  Gleichungen  (22)  entspricht,  '  —  A*  ^^  ^^^  ^"^ 
schreiben  kann  : 

*  =  P*i  +  p«»  +  P*,  +  . . . .  +  PSf, 


congruenier  DMsoren  einer  ZaM.  385 

go  ergibt  sich  diese  Eigenschaft  auch  schon  aus  §.  27.  Nach 
{.  24.  kann  man  diesen  Satz  in  folgender  Weise  Terallgemeinern : 

Ist  <  ZQ  m  relative  Primzahl,  so  wird  die  Summe  der  üen 
Potenzen  der  gleichnamigen  Coefficienten  in  den  Gleichangen  (22) 
im  Allgemeinen  gleich  Null,  und  ist  t  durch  m  theilbar,  so  erhält 
diese  Summe  den  Werth  f.  Eine  Ausnahme  findet  bei  der  Summe 
der  <ten  Potenzen  der  ersten  Coefficieoten  in  den  Gleiolrangen  (22) 
Sizii,  hier  erhält  man  für  jedes  t  den  Werth  f. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (22)  findet  man  somit: 

(ilf,a)+(ilf,6)  +  (ilf,c)  +  ....  +  (i!f,/)=^l, 

wo  die  Summation  ober  alle  Divisoren  der  Zahl  iV  auszudehnen 
ist.  Es  ist  daher  (ilf,  a)  +  (ilf,  A)  +  ••*  +  {M,  l)  gleich  der  An- 
zahl sämmtlicher  Theiler  von  N,  wie  a  priori  klar  ist. 

§.  44. 

2)  Das  Produkt  der  gleichnamigen  Coefficienten  in  dem  Systeme 
der  Gleichungen  (22)  ist  gleich  der  positiven  oder  negativen  Ein- 
heit.   Denn  als  Werth  dieses  Produktes  erhält  man: 

Es  ist  aber  fflr  jedes  System  A,  B,  C, —  L,  welches  in  die 
Gleichungen  (22)  eingeht,    5|  =  n,    also: 

3i4a  +  r>Ä^  +  ....  +  -p  LX^O  (mod.  mV 

Da  nun  nach  dem  verallgemeinerten  Wilson'schen  Satze  (siehe 
§.  15.)  nothwendig  eine  der  zwei  Congruenzen 

a6c. .•./==!  (mod. Jf), 
a«6«c*....A«=l  (mod.ilf) 

Statt  findet,  so  ist  im  ersten  Falle:  t 

-,  ^  +  nÄ  +  'ÜC  +  ....  +  ?L=0  (mod.m). 
a  0  c  I 

and  im  zweiten : 

i^,A  +  pB-\-pC  +  ....  +  '^L)  =  0(mo6.m). 
woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  sich  ergibt.    Findet  der  sweite 
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Fall  Statt,  80  wird  das  Produkt  der  gleichnamigen  CoefiBcieoteo 
eben  so  oft  -f  1  aIs  — «1. 

Cm  dieses  sa  beweisen,  bilde  man  die  Summe 

2;p~ «'     6^      i^     ""F^ 

wo  die  Snmmatiön  über  alle  Systeme  A^  Bf  C,,...L  aoniiM- 
nen  ist,  welche  der  Bedingung  S|  =  it  genfigen.  Dieselbe  hit 
nach  §.  25.  den  Werth  0  oder  f.  Da  im  letztern  Falle  jedes  Glied 
der  Summe  gleich  1  ist,  so  muss  der  erste  Fall  Statt  finden  oder 

sich  auf  Null  reduciren,  woraus,  da  jedes  Glied  dieser  Somme 
gleich  ±1  ist,  die  Richtigkeit  der  Behauptung  hervorgeht. 


§.  45. 

3)  In  jeder  von  den  Gleichungen  (22),  mit  Ausnahme  derje- 
nigen ffir  (M,  1) ,  ist  die  Summe  der  CoefBcienten  gleich  Null  md 
ffir  (M,  1)  wird  dieselbe  gleich  f.  Es  ist  dieses  ein  spedeUer 
Fall  von  dem  allgemeinen  Satze  §.  25.    Nach  demselben  ist  i.  B. 

£P  ^  im  Allgemeinen  gleich  Null ;  soll  diese  Summe  aber  des 
Werth  f  haben,  so  muss  0,  1,0,  0,....0  ein  System  fiir  o,  ß,  f,^l 
sein,  welches  der  Congru^nz  a^'bßcv ....  l^^l  (mod.M)  genfif^: 
hieraus  ergibt  sich  aber  6^1  (mod.  M).  Von  der  Richtigkeit  des 
Satzes  kann  man  sich  auch  auf  folgende  Weise  fiberzeugen: 

Da  nach   §.  32.  der  Coefficient  B  jeden  Werth   der  Reibe 

0,  1,  2,  3^....  6'~1  so  oft  annimmt,  als  r^  Einheiten  enthält,  ^ 
ergibt  sich  folgende  Gleichung: 

welche  zu  denselben  Folgerungen  wie  vorhin  Veranlassung  gibt. 

Allgemeiner  Ifisst  sich  der  Satz  auf  folgende  Weise  auKdrficken' 
In  jeder  von  den  Gleichungen  (22),  mit  Ausnahme  derjenigen  for 
(M,  J),  hat  die  Summe  der  ften  Potenzen  aller  CoefBcienten  dei 
Werth  Null ,  wenn  t  zu  m  relative  Primzahl  ist,  und  wird  t  durdi 
m  theilbar  vorausgesetzt,   so  ist  diese  Summe  gleich  f.    Da  i* 
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der  Gleichung  für  (üf,  1)  alle  CoefBcienten  gleich  1  sind»  so  wird 
fSr  ein  beliebiges  t  der  Werth  der  entsprechenden  Summe  gleich  f. 


§.  46. 

4)  In  jeder  von  den    Gleichungen  (22)   ist  das   Produkt  der 

Coefficienten  gleich  4: 1.   Denn  da  z.  B.  B  jeden  Werth  der  Reihe 

f 
0,  1,  2»  3,  ....6' — 1  80  oft  annimmt,  als   t^  Einheiten  enthält,  so 

wird  das  Produkt  der  Coefficienten  in  (AI,  b)  gleich 

woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  hervorgeht. 

Die  Eigenschaften  §§.  43.,  44.,  45.,  46.,  welche  hier  der  Kärze 
halber  für  das  System  der  Gleichungen  (21),  (22)  bewiesen  wur- 
den, haben  ganz  unverändert  auch  in  dem  Systeme  der  Glei- 
chungen (20)  Giltigkeit,  wovon  man  sich  auf  ähnliche  Weise 
fiberzeagen    kann. 


.  §.  47. 

Was  nun  die  Ausfuhrung  der  Summationen  betrifft,  welche 
io  deo  Gleichungen  (20),  (21),  (22)  vorzunehmen  sind,  so  hat 
dieselbe  keine  Schwierigkeit.  Wir  fuhren  zur  Abkflrzung  folgende 
Bezeichnungen  ein: 

Ein  Produkt  von  der  Form 

i»(a»+l)  —  1     pk{a^^\)  —  l     pfc(«,+l)  -  J 

TSTZTi  jP— 1      '      /M-,1      >  •   •   •   (23) 

woPeine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  :r"*— 1=0;  a|, «%,  «s,.... 
die  frühere  Bedeutung  §.  37.  (1)  haben,  und  k  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  ist,  werde  durch  das  Symbol  {k:a)  bezeichnet. 
Ist  k  durch  m  theilbar,  so  verwandelt  sich  (23)  in: 

(«I  +  1)  («•+!)  («8  +  1)  .•-  =  (w:a), 

welches  der  Ausdruck  ist  Hir  die  Anzahl  sämmtlicher  Theiler 
einer  Zahl,  welche,  in  Primfaktoren  zerlegt,  folgende  Form  hat: 

üx^^a^^a^'^* 

Statt  (f?i:a),  welches  von  m  unabhängig  ist,  werde  die  einfachere 
Bezeichnung  (a)  gebraucht. 
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FOr  einen  konstanten  Werth  von  k,  der  darcb  m  nicht  thett- 

jP(a  +  l)-.l 

bar  ist,  kann  der  Faktor  — p^^ . —  von  (Jciu)  nar  m  verschie- 
dene Werthe  annehmen,  jenachdem  o  einer  Zahl  der  Reibe 
0,  1»  2,  3,....  m — 1  congroent  ist  Oder  in  Zeichen  ansgedrfiekt» 
es  ist: 

(A;:a)  =  (^':a),    sobald   k^k  {moA.m). 

Ist  insbesondere  a^m  — 1  (mod.m),  so  erhält  man  Null,  wo- 
raus hervorgeht,  dass  (k\a)  verschwindet,  sobald  k  durch« 
nicht  theilbar  und  irgend  einer  der  Exponenten  in  dem  Symbole 
(Jcxa)  die  Congrnenz  a^m  —  1  (mod.m)  erfiillt.  Bedeutet  i.  B. 
P  die  primitive  Wurzel  der  Gleichung  afl — 1=0  oder  — 1,  ond 
ist  k  durch  m  nicht  theilbar,  also  ungerade,  und  somit  P^^P^ 
so  verwandelt  sich  (kia)  in  folgendes  Produkt: 

1-K-l)«'   l-K-l)^  H-(-l)°» 

2         '         2         *         2 

and  werde  durch  [o]  bezeichnet.  Das  Symbol  [a]  ist  daher  gleick 
der  positiven  Einheit,  wenn  die  Exponenten  a  alle  gerade  sind, 
und  Null  im  anderen  Falle.  Die  Formeln  (22)  nehmen  dann  fol- 
gende Gestalt  an: 


(i!f,  /)  =  .... +  JcP    ''''  (^,^:«)(Pi9:/?)...(~La)+... 

Da  ffir  das  erste  Glied  in  diesen  Formeln  /l  =  J9=C=....=Zf=0 
ist,   so  wird  dasselbe  gleich    "7i  («)(/?)  (y)  ...(A)« 


VI. 

Anwendung  des  Vorhergehenden  auf  einige  Beispiele. 

Wir  wollen  zum  Schlüsse  die  gefundenen  Formeln  noch  auf 
einige  specielle  Fälle  anwenden. 
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§.  48. 

Die  Zahl  N  enthalte  nur  Prinifaktoren  von  nachstehenden  zwei 
Formen : 

a^l  (niod. Af)^ 

b  =  {M-\)  {moA.M). 

Hier  ist  a'  =  l,  6'=?  2,  man  setze  daher  m=:2  und  nehme  fOr 
P  die  primitive  Warzel  der  Gleichung  a:*  —  J  =0  oder  P= — 1. 
Nach  $.28.  sind  nun  die  Systeme  Aj  By  welche  der  Bedingung 
<^  =  n  genfigen ,    die  folgenden  zwei : 

A,    B 

0,.  0 
0,     1. 

Durch  Einfiihrung  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen  (22),  welche  # 
f3r  diesen  Fall  folgende  Gestalt  annehmen: 

(AI,  a)  =  ...  +  \P-^ASijnAl;,^B2b  +  ...., 

(M,  b)  = ....  +  iP-B2:'/»^^«+B2*  +  ...., 

erhält  man: 

(Af,i)  =  ii2:i  +  2;v-ipi, 

und  durch  Ausfährung  der  Summationen: 

(^,l)  =  it(«)  (15) +  («)[« 1,1 
(ilf,  ilf-l)  =  4l(«)(i5)^(a)[fl|.  {  •    •    '^'^ 

Hat  der  Modul  M  einen  der  drei  Werthe  3,  4,  6,  und  ist  iVsu 
M  relative  Primzahl,  so  lassen  sich  sämmtliche  Divisoren  von  N 
in  zwei  Gruppen  anordnen,  welchen  nachstehende  lineare  For- 
men entsprechen: 

Mx-{-\^    Mx -\- HS — 1, 

und  es  geben  alsdann  die  Formeln  (1)  die  Anzahl  der  in  jeder 
Gruppe  enthaltenen  Divisoren  der  Zahl  N, 

§49. 

Als  zweites  Beispiel  werde  angenommen,  der  Modul  M  sei 
durch  4  theilbar  und  die  Zahl  N  enthalte  nur  Primfaktoren  von 
folgenden  vier  Linearformen: 


Die! 

genflget 


also  11  = 

1+P-' 

Zar 

der  Bed 


Setzt  m 
dieBem 
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o^l  (mod.Jf), 
6=*— 1  {mod.Ä), 
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redacireo,  so  erhält  man: 

(üf ,  a)  =  Jl ZJ  +  HPSiy^^^  zpsh^lk  +  £p£t^^], 
(M.  6)  =  i(  -SJ  -  2;P^+-2^—  2p2b+2t  +  2pic^2i\^ 

(»,  C)  =  i  t  -S J  +  £P2b-^£t>  _  £p2h^2i «.  2:P^«+'2b  I , 

oder  durch  Ausföhrang  der  Sammationen : 

(2) 
(M,  a) = Jt («) (ß) (y) (<J) + («) [ffl  (y)  [Ä]  +  («) [ß]  [y]  (*) + («)  (ß)[y]  [d]  \, 
(M,  A) = i  { («)  (ß)  (y)  («J)  -  («)  [ß]  (y)  [«]  -  («)  [fl  [y]  (Ä)  +  («)  (jS)  [y]  [»]  I, 
{M,  c)  =it(«)W{y)(a)  +  («)[fl(y)[a]-(«)[/J][y](«)-(a)(|S)  ry][«5]l, 

(» ,  d) = J  l  («)  (^)  (y)  («)  -  («)  [fl  (y)  [«] + («)  [^]  [y]  (*)  -  («)  (^)  M  W  >• 

Dnrch  Addition  von  je  zwei  dieser  erhält   man    folgende   Paare 
TOD  Gleichungen : 


(M,a)+SM.d)=i\  (a)  (,ß)  (y)  (d)  +  (a)  \ß]  [y]  (J)  1 .  ^ 
(ilf ,  6)  +  (M,  c)  =il («) (^)  (y) (d)  - («)  [|8J  [y]  (d) | ;  ^ 

{il!f,a)  +  (^,  c)=ii(«)(«(y)(«)  +  («)[fl(y)[«]l. 

(Ä.  6)  +  (ilf,  rf)  =it(«)(|S)(y)(d)-(a)[fl(y)[d] 

(üf ,  o)  +  (ilf .  6)  =  il  («)  (ß)  (y)  (d)  +  («) (^)  [y]  [d] ! , 
(ilf,  c)+(ilf,  rf)  =  il(«)(i3)(y)(d) -(«)(/?) [y][d]l 


:;1 


(3) 


(4) 


(5) 


und  hieraus   ergeben   sich  durch  Suhtraction   der  zwei  Gleichun- 
gen eines  jeden  Paares  die  nachstehenden: 

(üf ,  a)  +  (* ,  rf)- («,  Ä)  -  (^»  c)  =  («)  [ß]  [y]  (S) ,  (6) 
(üf,a)  +  (ilf,c)-(üf,6)-(üf,cf)  =  («)[«(y)[^],  (7) 
(Jlf ,  a)  +  (ilf ,  6)  - (Af ,  c)  -  (.V.  rf)  =  («)  (^)  [y]  [(5].        (8) 

Setzt  man  voraus,  dass  die  Zahl  N  von  der  Form  6  oder  c 
ist,  so  können  nicht  alle  ß  und  alle  y  gerade  sein,  weil  sonst  N 
die  Form  a  oder  d  hätte,  es  ist  daher  [<3][y]  =  0,  und  aus  (6) 
ergibt  sich  folgender  Satz: 

1)  Für  jede  Zahl  iV  von  der  Form  6  oder  c  ist 

TUeil  XXXVII.  23 
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(iü ,  a)  +  (M.  dj  —  iJU,  6)  — (AI,  c)  =0. 

Und  ebenso  leitet  man  vermittelst  (7)  und  (8)  die  nachstehen 
den  Folgerangen  ab. 

2)  Für  jede  Zahl  von  der  Form  6  oder  d  findet  die  Gleicbuns 

(M,  a)  +  (AI,  c)— (^,  b)  -  (ilf .  d)  =  0. 
und  ebenso 

3)  fGr  jede  Zahl  der  Form  c  oder  d  die  Gleichung 

(M,  a)  +  (JU,  b)  -  (M,  c)^(M,  d)  =  0 
Statt. 

Ist  M  =  8  oder  12,  so  geben  die  Formeln  (2)  die  Anubi 
aller  congraenten  Theiler  einer  Zahl  Pf  an,  welche  zo  M  relattre 
Primzahl  ist. 

Aehnliehe  Formeln  wie  för  ^  =  8  und  12  erhSit  man  audi 
fdr  /[|  =  24,  so  wie  überhaupt  für  diejenigen  Fälle,  wo  die  ZaII 
N  nur  solche  Primfaktoren  enthält,  welche  zum  Exponenten  l 
oder  *2  gehören. 

§.  50. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Formeln  för  üf  =  5  ableiten 
In  diesem  Falle  ist: 

a=l,  a'r^l, 

6=2,  6'=4, 

c  =  3,  c'  =  4, 

rf=4,  d'  =  2: 

also   m3=4,    P=t   oder   —  t. 

Die  Systeme,    för  welche  o^ft/^crc^^^sll  (mod.  ^,   sind  ^le 
folgenden : 

a      ß      Y      d 

0,  0,  0,  0 

0,  1,  1,  0 

0,  2,  2,  0 

0,  3,  3,  0 

0,  0.  2,  1 

0.  1,  3,  1 

0,  2,  0,  1 

0,  3,  1,  1. 
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Es  ist  daher  11  =  89    /'=4,    und  fiBr  das  aUgemeioBte  System 
tt,  ßy  f^  ö  kann  man  setzen : 

«  =  0, 

ß^x  (niod.4), 
y^x  +  2y  (niod.4), 
ö^y  (mod.2); 

wo  för  X  die  Zahlen  0»  1,  2,  3  und  fiir  y  0  und  l  zu   nehmen 
ist    Durch  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  Summe  Si  oder 

folgende  Gestalt  an  : 

0  o 

oder  durch  AusfOhrung  der  Summationen : 

Als  Bedingungen,  damit  S|=8  wird,  erhält  man  daher  die  zwei 
Congruenzen : 

B  +  C  =  0  (rood.4),    C+  />  =  0  (med. 2). 

and  hieraus  ergehen  sich  nachstehende  Systeme  von 

A,    »,    C,    Dl 


0. 

0, 

0. 

0 

0, 

2, 

'i. 

U 

0, 

3, 

1, 

l 

0. 

1. 

3, 

I. 

Die  Gleicbangea  (22),   welche  sieb  für  /tf^S  auf  rollende! 
(M,  a)  = ....  +  \p-*^Z'PBSb^cSi^iDSt,  + ...., 
(ilf,6)t=....  +  iP-^ß2:'/»«Ä+cZc+«ßa  4,..., 

(ilf ,  C)  =  ....  +  JP-C^'pBJH-C2c  +  «OÄ    + 

(üf ,  d)  =  ••••  +  i'*-**  i:'P^^+  CS<+iV£i  ^  .... 

redaciren ,   werden  alitilann : 

{]u,c)  =  i{i:i  +  P-*  .£"  +  /*-«  IT" +/>-»z'n, 

()tf,  rf)=  it^JI  +  £" +/»-*2r  +  l>-«^'^|; 

93' 


(9) 
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wo  der  KOrze  halber 

gesetzt  wurde.    Es  ist  aber : 

2'  =  («)  (^)  (y)  («J) ,     r"  =  i(- 1)» + Ä  =  («)  [^]  [y]  (J). 

Uro  I^  and  2?'^  za  finden,  bemerke  man,  dass  für  P=tiioi 

/»(«■HUI 
A:  =  l  der  allgemeine  Faktor  des  Symbols  (Ä:: «),  nehmlich    p^^.  » 

die  Werthe  1,  l-|-t,  t,  0  annimmt,  jenachdem  a^O,  1, 2,  3(oiod.4)L 

Versteht  man  daher  anter  ('j)    die    positive    oder    oegatire 

Einheit,  jenachdem   die  Congruenz  x^^a  (rood.4)   möglich  oder 
unmöglich  ist,  so  kann  man  setzen : 


«•— J    —       2 


+  « ^ — -  .   .   .   .;  (HD 


rar  P=i  und  k=Z,  also  P*=  —  P,  nimmt  derselbe  Faktor  dto 
so  (10)  conjugirten  Werth  an,  nebmlich: 

(— i)  — 1     ■"        2       ""'         2         •  •    •   •  l"^ 
Fär  P=:t   und  Ä:=2  geht  der  allgemeine  Faktor  von  {k:a)  hii- 

gegen  über  in    s »    8<>    ^ä**    (2  :«)  =  [«]    erhalten   winl 

Bezeichnet  man  nun  (l:a)  und  (3:a),    d.  b.  die  zu  einander  eo« 
jugirten  Produkte 


9        "■  9  2  2  **"  * 


i 


durch  {a|  und  to|%  so  sind  dieselben  gleich  Null,  wenn  irgend 
einer  von  den  Exponenten  a  nach  dem  Modul  4  den  Rest  3  llsst 
Sind  aber  alle  Exponenten  ^0,  1,  2  (mod.  4),  und  nennt  man  die 


eonffmenter  DMsoren  einer  Zahl.  345 

Ansahl  derer,  welche  =I,2(mod.4)  sind,  bezflglich  m'  nnd  m", 
80  erhSit  man: 

|a)  =(1  +  0'»'»*-, 

ta)'  =  (l-.-)-'(-0-'. 
Die  Gleichnngen  (9)  gehen  daher  in  die  folgenden  fiber: 

(ilf,a)=it(a)(«(y)(J)  +  (a)[fl[y](«)+(«)|/J|'|y)[*]  +  (a){/J||yrWJ, 

{M,  b)  =iK«)(ft(y)(^-(«)DS][y](«)+i(«)l/JI'ly}[*]-<(«)t/JtlyrM). 

(ilf,c)=il(a)(|IO(y)(a)-(a)[fl[y](.3)-«(«)t/J|'|yl[«]  +  .-(«)l/JI{yl'[«]|. 
(*.d)=il(«)(^)(y)(a)+(«)[/J][y](d)-(«)tßlMyl[«]-(«){/J|{yrM}; 

and  hieraus  ergeben  sich  die  einfacheren: 

(Jf .  fl) + (ilf .  d)  =  *(  («)  m  (y)  (^  +  («)  DJJ  [y]  (*)  I. 

(»,  6)  +  (üf ,  C)  =  iJ  (a)  (/J)  (y)  (J)  -  (a)  [fl  [y]  («)  J . 
(Jf ,  a)+(Af,  rf)  -  {M.  b)  -  (M.  c)  =  («)[|S][y](<J); 

woraus  Shnliche  Polgerungen  wie  in  §.  49.  abgeleitet  werden  kSnnen. 
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Zam   ApoUonischen   Problem. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  A.  Kurz 

in  Sog. 


*-i^— ^^^ 


Wendet  man  den  Begriff  iei  Aehnlichlteitspolare  und  der 
Potenzlhiie  zweier  Kreise  auch  auf  den  Kreis  in  Verbindung  mit 
einer  Geraden  oder  mit  einem  Punkte  an,  so  gewinnt  man  etoe 
einheitliche  direkte  Ltisung  der  Aufgaben  des  Apollooiscbeii 
Problems,  welche  vom  konstruktiven  Standpunkte  ganz  empfeb- 
lenswerth  erscheint. 

Zu  dem  Ende  sollen  in  Kürze  jene  Zusätze  angeführt  ood 
nach  einer  engen  Zusammenfassung  sämmtlicher,  das  Conatmk- 
tionsverfabren  begründender  Sätze  auf  eine  der  genannten  Auf- 
gaben beispielsweise  angewendet  werden. 

1.  o)  Der  Kreis  in  Verbindung  mit  einem  Punkte  hat  dieses 
als  Aehnlichkeitspunkt.  Die  Polare  desselben  ist  die  Aehnlicb- 
keitspolare. 

ß)  Der  Kreis  in  Verbindung  mit  einer  Geraden  hat  als  Aeha- 
lichkeitspunkte  die  Endpunkte  des  auf  jener  Geraden  senkrechtee 
Durchmessers.  Der  entferntere  derselben  ist  der  äussere,  der 
nähere  der  innere  Aehnlichkeitspunkt.  Die  durch  dieselben  ^ 
legten  Tangenten  sind  die  äussere  und  innere  Aehnlichkeitspolare 
des  Kreises  mit  der  Geraden  *). 

2.  a)  Die  Potenzlinie  —  der  geometrische  Ort  aller  Ponkte 
gleicher  äusserer  Potenzen  für  zwei  Kreise  —  eines  Kreises  io 
Verbindung  mit  einem  Punkte  ist  die  zur  Aze  Senkrechte,  derea 


*)  Sehr  instruktiv  hierüber  der  ulgebraische  Nnr.hweis. 
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Abstaod  Tom  Punkte  das  geometrische  Mittel  ist  iwischen  ihreo 
Abstättden  vom  nSchsten  and  fernsten  Punkte  der  Peripherie. 

Man  findet  leicht  einen  Punkt  dieser  Potenzlinie ,  wenn  man 
durch  den  fraglichen  Punkt  einen  Kreisbogen  legt^  der  den  frag- 
lichen Kreis  schneidet  (oder  berQhrt) ;  die  betreffende  Sekante  (be- 
ziehangsweise  Tangente)  und  die  durch  jenen  Punkt  gelegte  Tangente 
des  Kreisbogens  schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  Potenzlinie. 

fS)  Die  Petenzlittie  eines  Kreises  in  Verbindung  mit  einer  Ge- 
raden ist  diese  selbst.    (S.  die  Note  auf  vorsteh.  Seiten) 

3.  Werden  zwei  Kreise  von  einem  dritten  gleichnamig  wie 
in  Taf.  II.  Fig.  10.  oder  ungleichnamig  beriihrt,  so  bilden  die  bei- 
den gemeinschaftlichen  Tangenten  DP  und  dp  die  Potenzlinien 
der  sich  berihreDden  Kreise ;  der  Durchscbnittspundt  P^  der  bei- 
den Tangenten  ist  daher  der  Potenzpnnkt  der  drei  Kreise  pnd 
die  rar  Aze  Ce  Senkreebte  P\GxF\  die  Potenslioie  der  beiden 
berufarten  Kreise  (C,  c). 

Zieht  man  von  einem  der  Durcbschnittspunkte  (Crj)  dieser 
Linie  mit  dem  ßerObrungskreise  die  Geraden  nach  den  Beruh- 
Tungspunkten  D  und  <£,  so  erhält  man  die  Punkte  G  und  ^,  deren 
Radien  CG  und  cg  mit  dem  Radius  CxG^  parallel  sind.  Durch 
die  Perpendikel  PGF  und  pgf  auf  die  Axe  Cc  werden  ferner  die 
beiden  berührten  Kreise  in  ähnliche  Segmente  getheilt,  den  Seg- 
menten des  ßeruhrungskreises  durch  P^Gx^x* 

Diese  Senkrechten  FG  und  fg  sind  aber  die  äusseren  Aebn- 
licbkeitspolaren  der  beiden  Kreise  aus  C  und  e  (im  Falle  ihrer 
ongleichnamigen  Berührung  die  inneren),  d.  h.  es  ist  i2^=  CF.CA 
und  T^r=:cf.cA9  wenn  R  und  r  die  Radien  und  A  der  betreffende 
Aehnlichkeitspunkt  ist.  [Zum  Beweise  ziehe  man  die  äussere, 
beziehungsweise  die  innere  Aehnlicbkeitslinie  AdD,  d.  i.  die  soge- 
nannte Aehnlichkeitsaze,  und  die  Yerbindungslinien  CNP,  cnp, 
CiNiPx,  so  ist  zunächst  CxNxPt  senkrecht  auf  ^D,  und  dass 
CISP  ebenfalls  senkrecht  auf  AD  ist,  folgt  aus  der  leicht  zu  erwei- 
senden Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CG P  und  CxGiPx-  Somit  ist 
R^^CN.CP,  und  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CPF und 
CNA  auch   Ä«  =  CF.  CA ;    analog  r«  =  cf.  cA], 

Wenn  daher  ein  Kreis  drei  andere  berührt  und  man  zieht  je 
nach  der  gleicbnaniigen  oder  ungleichnamigen  Berührung  —  gleich- 
gültig also,  ob  es  äussere  oder  innere  Berührung  sei  —  die  äus- 
seren oder  inneren  Aehnlichkeitspolaren  je  zweier  der  berührten 
Kreise,  sowie  deren  Potenzlinien :  so  werden  der  Berührungskreis 
durch  diese  und  die  berührten  Kreise  durch  jene  in  beziehungs- 
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weise  ähnliche  Segmente  zerschnitten.  Taf.  II.  Fig.  11.  zeigt  den 
Beröhrungskreis  {C)  und  einen  der  drei  berührten  Kreise  {(\) 
mit  seinen  Aehnlichlceitspolaren  MiNi  und  RxS^^  in  Bezug  sof 
die  beiden  anderen  berührten  Kreise ;  die  dazu  parallelen  and  glei- 
chen Centriwinkeln  angehörenden  Sehnen  MN  und  RS  sind  so- 
nach  die  betreflfenden  Potenzlinien.  Daraus  ist  leicht  zu  ersehen» 
dass  die  Verbindungslinie  des  Potenzpunktes  O  mit  dem  Durch- 
schnittspnnkte  Ox  der  beiden  Aehnlichkeitspolaren  durch  den 
Berührungspunkt  E  geht,  resp.  durch  die  beiden  Beruhmogspnnkte 
E  und  El ,  welche  den  beiderlei  Berührungen  eines  und  desselben 
Kreises  durch  den  vierten  Kreis  entsprechen. 

4.  Hierauf  beruht  die  direkte  Lösung  der  allgemeinsten  Auf- 
gabe des  Apollonischen  Problemes: 

Sollen  drei  Kreise  von  einem  vierten  berührt  werden^  so  kon- 
struire  man  den  Potenzpnnkt  der  ersteren  und  je  nach  der  gleich- 
uamigen  oder  ungleichnamigen  Berührung  je  zweier  derselben  die 
äusseren  oder  inneren  Aehnlichkeitspolaren.  Die  Verbindungs- 
linie des  Potenzpunktes  mit  dem  Durchschnittspunkte  je  zweier 
einem  Kreise  angehuriger  Aehnlichkeitspolaren  liefert  die  beiden 
Berührungspunkte  des  fraglichen  Kreises  (für  äussere  oder  innere 
Berührung). 

5.  Wie  passend  nun  dieses  direkte  Construktionsverfahreo 
auf  die  übrigen  Aufgaben  des  Apollonischen  Problems  sieb  in- 
wenden  lässt,  zeige  endlich  als  Beispiel  die  Aufgabe: 

Es  sollen  die  beiden  Kreise  gesucht  werden ,  welche  durcb 
den  gegebenen  Punkt  D  (Taf.  II.  Fig.  12.)  gehen  und  den  gegebe- 
nen Kreis  (C)  und  die  gegebene  Gerade  AB  gleichnamig  berüh- 
ren. (Also  «unsere  Berührung  des  gegebenen  und  gesuchten  Kreises.) 

Da/u  konstruire  man  die  (Aehnlichkeits-)Polare  EF  des  ge- 
gebenen Kreises  für  den  Punkt  D  und  die  äussere  Aehnlichkeits- 
polare  GL  desselben  hinsichtlich  der  Geraden  AB  (s.  1.  o)  u.  p))\ 
«lann  ist  O  der  Durchschnitt^punkt  Her  Aehnlichkeitspolaren.  Fer- 
ner konstrnirt  man  die  Potenzlinie  M^^  des  Kreises  (C)  hinsieht- 
lieh  des  Punktes  D  (s.  2.  a)),  während  die  Potenzlinie  des  Kreise* 
(C)  und  der  AB  diese  Gerade  selbst  ist  (s.  2.  j3)) ;  daher  M  der 
Potenzpnnkt  «les  gegebenen  Kreises,  Punktes  und  der  Geraden. 
Die  Linie  MO  giebt  die  beiden  Berührungspunkte  R  und  Ri  der 
beiden  iiesuchten  Kreise. 

Der  Forderung  der  ungleichiiauiigen  Berührung^  also  der  inne- 
ren Berührung  des  gegebenen  Kreises,  hätte  statt  der  Tangente 
GL  in  gleicher  Weise  die  Tangente  in  H  entsprochen. 
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XV. 

Methode  zur  Berechniing  einer  Transscendenten. 

Von 

Herrn   Eugen  Lommel^ 

ProfeMor  in  Schwys. 


Vorerinnerung.  Die  Lichtstärke  in  irgend  einem  Punkte 
des  Beugungsbildesy  welches  ein  homogener  Lichtpunkt ,  durch 
eine  beliebige  Oeffnung  betrachtet,  hervorbringt,  wird  ausge- 
drfickt  durch  die  Summe: 

f    //  cos  (xv  +  ffw)dvdu>j    +  (     //  Bin  (xv  -i-  yw)dvdtDj  » 

worin  v  und  w  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Oeff- 
nung vorstellen  und  die  doppelten  Integrationen  sich  Ober  die 
Gesammtoberfläche  der  Oeffnung  erstrecken,  während  die  Gr5ssen 
X  und  y  den  Coordinaten  des  Hildpunktes  direkt,  der  Wellenlänge 
der  einfallenden  Strahlen  aber  umgekehrt  proportional  sind  *).  Die 
Wertbe  der  beiden  Doppelintegrale  lassen  sich  leicht  In  geschlos- 
sener Form  erhalten,  so  lange  man  mit  geradlinig  begrenzten 
OeSnungen  zu  thun  hat.  Sobald  es  sich  aber  um  krummlinig 
begrenzte  Oeffnungen  handelt,  ktinnen  jene  Integrale  nur  in  Form 
unendlicher  Reihen  angegeben  werden.  Unter  allen  krummlinig 
begrenzten  Oeffnungen  ist  die  kreisfTirmige  fiir  die  Anwendungen 
die  wichtigste.  Schwerd  verschaffte  sich,  in  seinem  bekannten 
Werke  <iber  die  Beugungserscheinungen,  die  Wertbe  der  för  eine 
Kreisuffiiung  geltenden  Intensitätsfunktion  dadurch,  dass  er  statt 
des  Kreises  das  eingeschriebene  180-Eck  berechnete ;  dabei  musste 
jeder  Werth  der  Funktion  aus  einem  Ausdruck  gefunden  werden. 


*)  S.  meine  Abhandlung  iihfr  die  Iheii(;iin^  im  Archiv    ThI.  XWVI. 
S.  385.  ff. 
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welcher  aas  45  nicht  sehr  einfechen  Gliedern  besteht.  Indem  ick 
Dan  bestrebt  war,  die  Werthe  dieser  transscendenten  Fnnktion 
durch  eine  kürzere  Methode  aufzufinden,  trachtete  ich  zogleidi, 
auch  noch  andere  verwandte  Transscendenten  mit  dieser  einiml 
berechneten  in  Verbindung  zu  bringen.  Die  Resultate  dieser  Be- 
mfihungen  sind  in  den  folgenden  Zeilen  enthalten. 


§.  1.  Werden  die  beiden  obigen  Doppelintegrale ,  deren  Qua- 
dratsumroe  die  Intensität  des  Beugungsbildes  ausdrückt,  über 
die  ganze  Oberfläche  eines  Kreises  vom  Radius  1  aosgedehnt,  so 

dass  die  Veränderlichen  r  und  w  an  die  Bedingung  o'-f-c^^T^ 

gebundenerscheinen,  so  versehwindet  das  zweite  derselben;  führt 
man  hierauf  in  das  erste  statt  der  Veränderlichen  o  und  v  mit- 
telst der  Gleichangen 


^ 


die  neuen  Veränderlichen  v'  und  w'  ein,  so  erhält  man  zunächst: 
//  cos (xv-\-yw)dvdw  =  /  /     cos  (v'  \^x^-i-y^,dv' dw*; 

integrirt  man  jetzt  rechts  einmal  blos  nach  v' ,    dann   auch  noch 
bios  nach  w* ,  und  führt  hierauf  die  der  obigen  Bedingung ,  welche 

jetzt   lA   v*^  -i-  w'*"^!    übergegangen    ist,   entsprechenden  Gren- 
zen ein,  so  erhält  man: 

1) 

/7  cos  (OTP  +  yw)  dvdwzn  ^    — ^'  /      sln(Va:Hy*-  Vi— r*).rfr 

=  4./**  cos (©  V x^\y^) .  Vr^^. df> , 
o 

wo  nur,   in  den  beiden  einfaehen  Integralen,  zuletzt  wieder  r  an 
die  Stelle  des  Integrationsbuehstabens  gesetzt  wurde. 

§.  2.  Daraus  ergibt  sich,  dass  die  Kenntniss  der  gesuchten 
Intensitätsfunktion  blos  von  der  Berechnung  des  bestimmten  Inte 
crales 

/i  sin(arVl— tJ«)   ^ 
o 
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oder  des  ihm  gleichen 


II 


abhäagt.    Entwickelt  man  aber  in  dem  letzteren  den  Cosinu«  in 
eine  unendliche  Reibe  and  integrirt  alsdann,    ao  findet  man: 

2) 

r^  4/T i  w       ^  i\  «ar*      ,       x^  x^  \ 

0  •  •  •  / 

welche  anendliche  Reihe  ßhr  jeden  Werth  ?on  x  con?ergirt. 
§.  3.     Bezeichnen  wir  jetzt  das  allgemeinere  Integral 

0 

in  fielcbem   fA    beliebig   reell   und    positiv,   gedacht   wird,    durch 
J(fL^x),  und  diferenzUren  dasselbe  nach  x,  so  kommt: 

3)  ~^^=-y  sina^.i7.(l-t)*)/*.ifo. 


o 


Integrirt  man  zur  Rechten  theilweise,   indem  man  0(1—0*)/'  als 
iotegrirten  Faktor  betrachtet ,   so  erhält  man: 

/  sin 070. 0.(1 — o*)/*.rfo 

=  — i.sinjro ,  |      +  ^TTTf. '  /  cosaro.(l— o»)/H^.do, 

aUo  nach  Einfiibrung  der  C^enzen : 

/      8iua:o.o(l — o*)'*.do  =  s7~7jr  *  /     c<Miiro.(l— o*)i^*.€£o. 
0  0 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  Gleichung  3),  so  ergibt  sich: 

4) 
dJ(fi,x)  X         ■  2(^-fl)  dJQt, X) 


*)  Aiieh  die«et  lategral  hat  teiae  Bedeiitimg  in  der  Theorie  der 
Beogong.  Sein  Quadrat  druckt  nämlich  die  Intentität  auf  der  AbcciM- 
•enaze  des  Beugiingsbildes  aus,  welches  durch  eine  Oeffnung,  deren 
Begreasungscnrve  die  Ordinate  (1— r^)M  bat.   hervorgebracht  wird. 
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» 
also  namentlich  auch : 

m    ^^-_  3    dJ(i,  X) 

Nach  dieser  Gleichung  kann  man  die  för  J(i,  x)  geltende  od 
endliche  Reihe  aas  derjenigen  ableiten,  welche  wir  oben  (§.t) 
fÖr  J(i,  x)  gefandei^  haben.     Man  erhält  so: 

Ä  «1?^  X^  3C^ 

Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  Formel  4)  erhält  man  allgemeio: 

_  5  3»l^  x^  _ 


4  4«|fv      2»'*.(2ii+4)»'«  ^  2*'«.(2n+4)«'«      2**«.(2ii  +  4)*'«l. 

+  -....)' 

Alle  diese  Reihen  convergiren  flir  jeden  Werth   ?on  x  und  kei- 
nen  ffir   kleinere    Werthe   von   x    bequem    zur    Berechnung    der 

Funktionen  jl — 5 — ,x\  gebraucht   werden. 

§.  4.     Integrirt  man 

/  cosoro .  (1  —  «•)/* . dt 

theilweise,   indem  man  cos  0:0  zum  integrirten  Faktor  macht,  so 
findet  man: 

fcoB XV .  (l-ü«>".  dv  =  (1  -v^f* .  ^'^"^^  I  ^ . /*sinar©.(l-  v^'Kvde, 

also  nach  Einsetzung  der  Grenzen: 

7)     /     cosxü.(l-r*)^.rfc=-^- /      s\nxv.{l-'V^)f^Kt>.d9  *). 

O  0 

Dann  ist  aber  ferner: 


/  sin;re.(l — t^^^.v. 


dv 


•V       t    COBXV     .      /^  cos  XV      ,r       ^.  «v       .i 


*)  Die  nämliche  Gleichung  ist  bereits  in  $.  3.  aiifgettclU  wordes« 
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Wird  Don  (a  grosser  als  1  gedacht,  ond  ist  x  nicht  Null,   so  er- 
bSit  man  hieraus: 

/      sina;t?.(I  — i?*)A*-*.r.do  =  — •  /       cosa:ü.(l  —  t?*)M-"*.<lr 
0  o 

o 
Setzt  man  diesen  Werth  in  die  obige  Formel  7),  so  findet  sich : 

cos2ro.(1  —  ü*)/*.rfi>  =  -^.  #       cosaT.(l — t^-^.d© 


o 


^-^ — ^ .  /       cos  ;re .  r*.  (1  —  ©«)/*-« .  dt>. 


wo  man  nur  noch  rechts 

2ft(2fA— 2) 


-^ ' .  /       cosa:©.(l— r*)M-2.#/© 

o 

zn  addireo  and  abzusieben  braucht,  um  die  Reduktionsformel 

/      co8a:i?.(l— t*)^.dp=  -     ^^     -  /      cosä©.(1  — ©»y-».<ir 

'^^  '^      -./       cos ar©.(l— ©«)/"-•. rfü 
o 


ar« 


oder 

2^(2^-1)            -            2f*(2f*— 2) 
8)    J(fA,  ar)=  -^^^-^ .•/(^*— 1,  ^)  — -^^^-;^ .  Af*— 2,  a;) 

za  erhalten,  welche  gilt,   so  lange  fi>1   und  x  nicht  Null  ist. 
Daraus  ergibt  sich  speziell: 

8a.)  ;  J(if  a:)  =  '^.J(i,  x)  —  -^  .Jil,  af), 

9  8  9.7 

AS,  ir)  =-^ .  J(J,  :r)— -^ .  J(|,  a:); 


und  auch  noch  für  fi=i: 

8b.)  J(— 4-a:)  =  2.J(i,ar)-j.,/(|,a:). 


a:» 
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§.  5.  Mit  HUfe  der  Formel  8)  kann  also  J(f*,  x)  anf  J(^—  1»«) 
und  J(^— 2,  x)  reduzirt  werden.  Drfickt  man  alsdaan  mitteltt 
der  nämlichen  Formel  /(/*—!,  ar)  in  J(fA— 2,  ar)  und  J(fA— 3,  x) 
aus  und  setzt  diesen  Werth  in  8),  so  erscheint  jetzt  Jifi^fX)  in 
J(fi  — 2,ar)  und  J(fi — 3,  x)  ausgedrückt.  Eliniinirt  man  sodaon 
aus  dieser  Gleichung,  durch  wiederholte  Anwendung  der  Fer- 
ra«! S),  J(fi~2,a?),  so  erhält  man  Jdi^x)  auf  J(fi — 3,x)  und 
J(fi — 4»  x)  zurückgeführt.  Fährt  man  so  weiter  fort»  so  erkenot 
man»  dass  die  aufeinanderfolgenden  Formeln,  welche  man  dadurek 
erhält,  das  Gesetz 

9) 

^(>,»)=^gS^.^[(-.)-.'"-'^"-'-' "'■-';!•-!;::-''"] 

XJ(fi+l—m,x) 

isr--*L^-') ä~~  X— a-*>  J 

X  JO.— m,  *) 

befolgen,  wo  die  hinter  den  Summenzeichen  eingeklammerten  Aus- 
drucke die  allgemeinen  Glieder  zweier  endliehen  Reihen  ▼•rstei- 
len,  deren  einzelne  Glieder  erhalten  werden,  wenn  man  in  deo 
allgemeinen   statt  des  deutschen   Buchstabens  a  nach   B»d  nacb 

0,  i,  2,....  und  alle  positiven  ganzen  Zahlen  einsetzt;  in  der  ersten 

^ I 

Summe  ist  a  stets  kleiner  oder  höchstens  = — q — zu  nehmen,  weil 

für  grossere  Werthe  von  a  die  Binomialcoefficienten  r-^ — 

und    mit   ihnen  die  folgenden   Glieder  der  Reihe  verschwinden; 

111—2 
ebenso  kann  in  der  zweiten  Reihe  a  den  Werth  — ^ —  nie  über- 
steigen. 

Die  allgemeine  Geltung  der  Formel  9)  ist  erwiesen,  sobtid 
man  gezeigt  hat,  dass  dieselbe,  wenn  sie  für  irgend  einen  Werth 
von  m  zutrifft,  auch  noch  für  den  nächstfolgenden  Werth  tn+l 
richtig  ist.    Man  erhält  aber  aus  8) : 

J{fi'\-l  —  m,  x) 

_     (2ft-f2-2m)(2ft-H-2m)    .. 

=      ^4 .J(f»-m,;t) 

(2fi-|-2-2>ii)(2ft-2m)     ..  ,      ^ 

setzt  man  diesen  Werth  in  9),  so  ergibt  sich: 
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XJ(fiL-^m — \,x) 
VÜl!   il/     is^  (m-2-a)«l-^  (2ft-U2a)-»-«-«al-«-i 

2tt"l-* 
wojetEt  noch  die  beiden  Saminen,  welche  mit        ^    ,  J(jm, — m,ar) 

•V 

inaltiplicirt  sind ,  in  eine  einzige  zusammengefaset  werden  müssen. 

Sondert  man  tm  dem  Ende  von  der  ersteren  Summe  das  erste 

Glied  ab,    indem  man  zuerst  0»    dann  a-^l  an  die  Stelle  von  a 

setzt,   so  erhält  man: 

(2fi—l)«l-« 


•j;« 


+  ÄL(- 1)«+  .        (^qT)r—  •  ^»-2-*a  J 

-  Ä  yjr- 1)*  •  2 ^Ä^i^^äS J 

_(2>i-l)«1-^ .  r  (m->2-a)«l-i  (aft-a-äft)—»-««!-« 
iiS +  *|_(-«)"+  •  2  a^*-*i 

X  C^IT^  •  (^'*'+ '  -  2««)  +  (2k-  l-'ia))] 
_(2>i-l)"l-«  .      p  (m-2-a)'l-'   (2ft-3-2a)— »-««1-« 

(m  - 1 — 0) .  (2j»— 2m + 2a  +  3)T 

X ;hT J 

_(^»-4)«H»  „r,  ,.  -1  (m-l-a)«+M-i  (2K-3-2a)'-«-««l-<-| 
-       iS +*L^~  *^^  •        (5+T)!  a^«-««  J 

=  «^(-1)«.  3 -;;;=^ J, 

welche  letztere  Cmformang  dadurch  bewerkstelligt  wird,  dass  man 
statt  der  voransgebenden  Snmroe  die  Differenz  zweier  anderen 
setzt,    deren  erste  an«  jener  hervorgeht,   wenn  man  a — 1  an  die 
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Stelle   von   a  setzt,    und    deren   zweite ,    blos    aoA    dem    Gliede 

(2tt— l)'»l-2 

— bestehende.,  aus  der  ersten  erhalten  wird,  wenn  nun 

daselbst  a=0  nimmt.    Wir  haben  demnach  gefunden  die  Gleicboiif 

X  J(fA  — m  — l,:r), 

welche  auch   aus  der  Formel  9)  hervorgeht,   wenn  man  daselbst 

m-\-\  statt  m  setzt.    Die  allgemeine  Giltigkeit  der  Formel  9)  ist 

2w  +  l 
demnach  ausser  Zweifel  gesetzt.    För  fi= — ^ —  und  m=:n  nimat 

die  Formel  9)  folgende  Gestalt  an : 
9  a.)  •^("^^"2 — '  V 

(2iH-iri-«     r  (n--2-a)«Ki  (27i~2a)«-»~^l-^ 

Sind  demnach  J(i,  x)  und  «/(lyOr)  för  irgend  einen  Wertb  von 

— 5 — »*) 

unmittelbar  berechnen. 

§.  6.    In  §.  1.  haben  wir  gefunden: 

/      (cos(f>V^ar*+^*).  V^l— t>*.rfc=i //  cos (orp -I- ytc) . i/p<{«. 


o 


Integrirt  man  rechts  nach,  tr,  so  erhSit  man: 

r^  cos(pv^i»+y).v^r^.i/i? 

0 

=J./*^*— .[sin(arr+yV^r=^)-sin(arü-yVT^=^] 

/^+i              sin(yVT=^»)    .         /^»           sin(y VP:;*)  . 
= i .  /         cos  a:rr .  —  -^^^ ^ .  ar  =  #     cosatt. ^^ .<». 


-1  .    0 
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Entwickelt  man  in  dem  letzteren  Integral  den  Sinns  in  eine  nach 
Potenzen  von  y  fortschreitende  Reibe,  so  gelangt  man  zu  der 
Gleichung : 

10) 

^(i.  ViqV)=  Jd,  ar)-|f .  J(h  *)+ff .  Ja.  a;)^-^.  J(l ,  ap)+  - .. . 

Differenziirt  man  diese  Gleichung  nach  y  unter  Berficksichtigung 
der  Gleichung  4),  so  erhält  man: 

11)  J(i.  V^H^*)=^(4,  ^)-pl^.^a^) 

■^  29)2  5212*  J\i»  ^)      2312  53(2  ••'(■»  *)+"*•.. 

Ueberhaupt  findet  man  durcl^  fortgesetztes  Differeiiziircn  unter 
Anwendung  der  Gleichung  4)  die  allgemeine  Formel: 

.'2)  ^(2jHj,^i^,)=^(?ü+i..) 

~2»l«.(-2«+3)«l»''V    2     'V'''2«l*.(2n+3)2|«''V    2     '^y-+-. 

oind  demnach  Jl — n — y^j>^\ — :> — »^  )»  •'l — s — »  ^J-.   für 

irgend   einen    bestimmten  Werth    von  a:  bekannt^    so   kann  man 

(9m  -4-1  \ 

— o — ,x-\'h\    berechnen, 

«tatt  y*  der  aus  dei  Gleichung  V x^  -f  y**  =  jr  +  A  gezogene  Werth 

13)  y«  =  2Äar  +  A« 

genommen  wird.     Die  Reihen  10),  11),  12)  convergiren  übrigens 
fiur  jeden  Werth  von  y, 

§.  7.  Die  Gleichungen  10)  und  11)  geben  nun,  im  Verein 
mit  den  früher  entwickelten  Formeln,  folgende  Methode  znr  Be- 
rechnung der  Werthe  von  «/(i,  :r),  J(J,  o:),....  an  die  Hand.  Man 
bediene  sich  hiezu,  für  die  kleineren  Werthe  von  jr,  der  uoend- 
lieben  Reihen  2),  5)  und  6),  bis  die  Handhabung  derselben  un- 
bequem wird.  Aus  den  beiden  letzten  auf  diese  Weise  für  J(ji,  x) 
und  «/(l,  x)  berechneten  Werthen  findet  man  alsdann  mittelst  der 
Formeln  8a.)  oder  9a*)  die  Werthe  von  J(|,  :r),  J{\yX),... 
Diese,  nebst  y^  aus  13),  in  10)  und  11)substituirt,  liefern  J{\,x-\'h) 

Theil  XXXVIl,  24 


wenn   nur 
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und  J{\,  x-i'h)y  worauf  wieder  die  Formeln  8a.)  aogcweMlet 
werden  u.  s.  f.  Indem  man  auf  diese  Weise  eine  Tabelle  der 
Werthe  von  ./(i,  x)  und  J{i,x)  herstellt,  erhält  man  die  Wertlie 
von  J(i,  x)t  J(i,  x)..,.  gleichsam  als  Nebenprodukt 

Man  erhält  z.  B.  für  x^=6,  indem  man  zehn  Glieder  d«r 
Reihen  2)  und  S)  berechnet,  auf  5  Dezimalen  geoau : 

i.J(4,5)  =  -0.l3103 
n 

^.J(},6)=  +  ü.011I7 
Die  Formeln  8a.)  liefern  sodann: 

i.J(},  5)  =+0.08756 
^.J(i,5)  =  +  0.13J45 
i.J(;,  5)  =  +0.15794 

i.J(V,  5)= +  0.17436 

v^fihrend  sich,  für  h  =  ^o,  ^*  =  1,01  ergibt.  Setzt  man  diese  Wertbe 
in  die  Formeln  10)  und  11),  so  erhält  man  aus  Ihnen  durch  Be- 
rechnung von  nur  vier  Gliedern  die  Werthe: 

^.J(i,  5.1)  =—0.13219 

^./(l,  6.1)  =  +0.00280 

welche  genau  mit  denjenigen  übereinstimmen ,  die  sich  direkt  itf 
den  Reihen  2)  und  5)  ergeben. 

Man  muss  nun  allerdings,  je  weiter  man  in  der  RechioM 
fortschreitet,  desto  mehr  Glieder  der  Reihen  10)  und  11)  berec^ 
nen,  weil  bei  wachsendem  x  auch  y*  zunimmt.  Aber  selbst  ilr 
X  =  100  (und  A  =  t\i)  würde  man  höchstens  zehn  Glieder  lo  ht 
rechnen  haben;    für  ein  kleineres  h  natürlich  weniger. 

Bequemer  noch  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  man  wkÜ 
jT— 2 — »  ^Jf  sondern  jf — ^ — »  \^xj  zu  berechnen  sich  vor- 
nimmt, weil  abdann  y  stets  constant  bleibt. 

Für  alle  positiv  ganzen  Werthe  von  fi  ist  «/(f*,  x)  in  endttcher 
Form  herstellbar.    Hat  man 

sina:       j    r/1      X       2    /sinar  \ 

J(0,  4?)=-^  and  •^('•^)=-ä{— j cobxJ 
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gefunden,  so  erhält  man  J((i,x)  för  ^  =  2,  3,  4,....  leicht  mit 
Hilfe  der  RedoktioDsforroelo  8)  oder  9). 

Für  die  übrigen  reellen  und  positiven  Werthe  von  fi  findet 
man  J((A,a:),  wenn  man,  J{^,x)  als  Funktion  von  f^  betrach- 
tend, fQr  jeden  bestimmten  Werth  von  x  die  Reihe 

J(0,ar),    J(i,a:),     J{},x),    J(i,ar),,... 

interpolirt;  man  braucht  diess  nnr  fiir  diejenigen  Werthe  von  fi 
zu  thnn ,  welche  zwischen  0  und  2  liegen ,  ßir  alle  folgenden  macht 
man  dann  von  den  Formeln  8)  oder  9)  Gebrauch.  Auch  wenn  fi 
negativ,  aber  an  sich  kleiner  als  1  ist,  findet  man  J(fi,x)  durch 
Anwendung  der  Formel  8). 

§.  8.  Zum  Schlüsse  mögen  noch  einige  Formeln  hier  stehen, 
welche  sich  durch  geeignete  Substitutionen  aus  No.  12)  ergeben. 

Setit  man  nSmIich  daselbst  y^^l  oder  ^t  statt  y,  so  kommt: 

14) 


+  2*1« 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung  y^=Xj  so  ergibt  sich: 

15) 

./2fi  +  5     \  ,  JT  3»l« 

••'\'~2~*V     4 '4^' 


x^ 


^  2*1«  (2ii+3)«|2 

Setzt  man    endlich  yH  statt  ^*  und   V^j;*  +  i^*=p  +  yi,   so  er- 
hält man: 

16) 

(2yy)«  /2«+5  \ 

2«l«.(2n  +  3)«l«     V     2     '  '^       '/*      •■•• 

+  ••  i  ^i«.(tV3)?r>-^C^'  ^'~^')  ^ 

2»l«.(2n+3)»»"'V     2     '  **       9J+-^ 
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Durch  diese  letztere  Formel  sieht  man  sich  aber  in  den  Stand 
gesetzt,  j( — 5 — ,  a?J   auch  für  jeden  imaginären  Werth  voo  x 


»> 


auszurechnen.^ 


XVI. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Von    dem    Heraacgebcr. 

In  einem  Briefe  (Guttingen,  28.  November  1824)  macht  Gaoss 
seinem  Freunde  Schumacher  folgende  Mittheilung  *): 

,^Zur  Reduction  der  ungleichen  Schwingungen  an  Katers 
Pendel  ist  erforderlich ,  dass  die  Entfernungen  der  beiden  Aol^ 
hängungsaxen  vom  Schwerpunkt  des  ganzen  Apparats  bekaoot 
sind.  Nennen  Sie  dieselben  a,  b,  und  A,  B  resp.  die  Daaer 
einer  Schwingung ,  wenn  die  Aufhängung  an  jenen  Axen  geschidit, 
so  ist  die  Dauer  einer  Schwingung  eines  einfachen  Pendels,  des- 
sen Länge  =:a  -^  6,  d.  i.  gleich  der  Entfernung  der  beiden  An^ 
hängungsaxen  von  einander  ist. 


=v 


aAA—bBB  ....      6 


=  V{AA  +  -^UaA-BB)) 


a  —  b  ^  a—bi 


=  V(BB  +  ^  (AA  -  BB)).\" 


*)  M.  8.  Briefwechsel  zwisclit^n  C.  F.  Gauss  und  H.  C  Sch«- 
inacher,  durch  dessen  Hcrausgulie  sich  Herr  Professor  Peleri  in 
Altonn  so  verdient  macht,  im  «weiten  Bande  (Altona  1860)  S.  3.  Wir 
empfehlen  bei  dieser  Gelegenheit  diesen  Briefwechsel,  Her  auch  roasehr 
sehr  interessante  iCxpectonitionen  der  beiden  berühmten  und  hocIiTn^ 
dienten  Männer  über  neuere  Mathematiker  enthält,  in  jedri'  Besiehun^ 
sehr  zur  Beachtung. 
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Diese  Formel  lässt  sich  auf  folgende  Art  leicht  beweisen. 

Man  bezeichne  die  Zeit  der  Schwingung  eines  einfachen  Pen- 
dels von  der  Länge  a-\-b  durch  i^   so  ist  bekanntlich: 

■) '=»V"^- 

Bezeichnen  wir  nun  ferner  die  Masse  des  ganzen  Pendels  -durch 
M,  seine  Trägheitsnifimente  in  Bezug  auf  die  beiden  Aufhän- 
gnngsaxen  respective  durch  Ta,  Tb,  und  die  LSngen  eines  bei 
den  l)eiden  Aufhängungen  seine  Schwingungen  mit  dem  materiel- 
len oder  physischen  Pendel  genau  in  derselben  Weise  vollendenden 
eiofacben  Pendels  respective  durch  La 9  L^;  so  ist  nach  dem 
Theoreme  von  Huygens^)  bekanntlich: 

^^  f    -  *'•        f.-  ^»• 


nach  der  Theorie  des  einfachen  Pendels  ist  aber  in  der  von  Gauss 
gebrauchten  Bezeichnung : 

^ ^=»V2v  ^-''ylt' 

folglich  nach  2): 


woraus 


alao: 


folgt.  Nennen  wir  nun  aber  C  das  Trägheitsmoment  des  Pendels 
in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  gebende^  den  beiden 
Aufhäogungsaxen  parallele  Axe,  so  ist  nach  einem  bekannten 
Satze,  von  den  Trägheitsmomenten  *) : 

Ta  =  ff  +  a«*, .  n  =  ff  +  6*iW; 
also : 

*)  M.  «.  Ari  hiv.  Tbl.  WIV.  S.  »iö.  Nr.  »). 
♦♦)  M.  8.  Archit.  Tbl.  XXIV.  S.  »8. 
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und  folglich  nach  dem  Obigen: 


also: 


^9  2^ 


^.  .     2y(o^-6/?«) 


woraus  sogleich 

folgt.    Also  ist  nach  ]): 

») '=\^^iF-  ■ 


•  1    • 


welches  die  von  Gauss  ab  Schumacher  geschriebene  Formel  i§t 
von  welcher  die  beiden  anderen,  von  Gauss  angegebenen  AnsdrOcke: 

6)    <=V^«  +  ^(^»-Ä«)=^Ä«+^(J*-Ä«) 

natürlich  nur  ganz  einfache  arithmetische  Transformationen  siDtl 

Gauss  fügt  seiner  Mittheilung  noch  Folgendes  bei: 

„Diese  Formel  ist  nach  aller  Schärfe  richtig,  es  mOgen  A  und 
B  beinahe  gleich  sein  oder  nicht.  Wesentlich  aber  ist  es,  weoD 
das  Resultat  auf  Genauigkeit  Anspruch  haben  soll,  dass  a  und  6 
weit  von  der  Gleichheit  entfernt  sind.  Kommen  sie  der  Gleich- 
heit sehr  nahe,  so  ist  durchaus  kein  genaues  Resultat  zo  erwar- 
ten, man  muge  nun  sich  der  obigen  Formel  bedienen  oder  durch 
Probireo  gleichzeitige  Schwingungen  zu  erhalten  suchen.  H^x 
Vortheil,  wenn  A  und  B  gleich  sind,  liegt  darin,  dass  es  daon 
nicht  nothig  ist,  a  und  b  einzeln  eben  so  scharf  zu  kennen  wie 
ihre  Summe  a-|-6,  wie  dies  schon  die  Betrachtung  der  zweites 
und  dritten  Form  obiger  Formel  lehrf 

Dies  ist  natürlich  Alles  ganz  richtig;  nur  bemerken  wn*  io 
Bezug  auf  die  Worte :  „  Diese  Formel  ist  nach  aller  Schürfe  rich- 
tig", dass  freilich  die  aus  der  Lehre  vom  einfachen  PendeJ  ent- 
nommenen Formeln  1)  und  3)  bekanntlich  blosse  Näherungsformelfl 
sind,  die  v5llig  richtig  nur  für  den  Fall  auf  der  Cycloide  seiB 
würden;  nun,  das  sind  so  bekannte  Dinge,  dass  es  sich  kaoD 
der  Mühe  verlohnt,  darauf  noch  besonders  aufmerksam  zu  roacbea- 

Wenn  die  Schwingungszeiten  A  und  B  einander  gleich  sind, 
so  geben  die  Formeln  5)  oder  6): 


i 
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aUo  nach   1): 

woraus 
7) ...   .    «+A  =  ?2|-' 

folgt»  80  da88  also  a-|-&  die  Länge  des  einfachen  Pendels  ist, 
weiches  seine  Schwingungen  in  gleichen  Zeiten  mit  dem  physi- 
schen Pendel  vollendet»  worin  bekanntlich  das  Princip  des  Ka- 
ter'sehen  oder  vielmehr  Bohnen  berger*  sehen  Reversionspen- 
dels eigentlich  liegt. 


Von    dein    Her  au  Hg  eher. 
Das  oft  in  Anwendung  kommende  Integral 

iSsst  sich  sehr  leicht  auf  folgende  Art  finden.     Man  setze 

/. ö« 

Vfl^ — a:*  =  tia:,    a*  —  jr*  =  ti*a:* ,    a:*=r-T — =: 

I  +u* 

80  ist: 

f^x  V^a* — a?*  =/fur8ar=K/^8a:  —fdufxdx  =  ii«:*  —  ijx^u. 

Nun  ist  aber 

ux*  =  j;  V  a* —  a:*,     ^*8m  =  1-7— s  » 
also : 

/8ar V  a«-^»  =  ixV^^^^-  ka^J  y~-ix\f  a«-a:«-ia«Arctgt«, 

folglich : 

. V^fl»  —  ar* 

/8a:  V^a«— ar«=  Ja?  V  a«— ar«-  ia«  Arctang j—  • 


Durch  dieselbe  Substitution  kann  man  auch 


finden.    Es  ist  nSmlicb; 


/vfe  =/^ = i/-»-  -/S/-" = £  +*/^- 
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und  folglich  nach  dem  Obigen: 

/x'^dx fl«  g*   P       du 

fl^  a^  r/du     ^u\ 

""2tt(l+ti«)^2y  Vu*""l  +  «V 

_    ^  g^  g»  /*at«      g»   /"    8tf 

""2ti(l  +  M«)+  2^    u«""2J    1+tt* 


g«  g«      g* 


=  2ii(l+tt«)"^2i""2"^'^*""S'' 
g*«  g*  ^     ^ 

g*t«a:           g* 
= 2,i^ 2  ^'*'*'"'8 ^- 


:r 


also: 


V^a^-x* 


/   -7:^rS====--iarVg«*-a:*-ig«Arctang— ^ 


Nun  kann  man  auch  leicht 

/dx 
V^g«  —  X* 
finden.     Es  ist  nämlich: 


also : 


t/    Vg«-a:»  t/  V  g«— jt« 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

8^       __      A....««V^*^.i«. 


/v=^.=-^-*^"^ 


und    von  der  Richtigkeit   dieser  auch  sonst  natflriich    bekaimteo 
Formel  fiberseugt  man  sich  leicht  durch  Differentiation. 
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Weitere  Aasfuhrang   der  politischen  Aritlimetik. 

Von 

Herrn  Dr.  L.  Oeitinger^ 

Grotcherxoglich    BadiKchein   Hofratho   and   ordentlichem   Professor   der 
Mathematik  an  der  Universität  zn  Frei  bürg  i.  B. 

(Fortsetzung  yon  Nr.  V.  Thl.  XXXVn.) 


Fünftes    Kapitel. 

Heber    die  Bereelu&uii|^  der  Kapitalwerthe   bei   Ter- 
flcUedeneii   Haupt-   und   Kinseszlnsen  und  fiber  Ter- 

minreebnim^. 

§.  66. 

Anwachsen    der   Kapitalwerthe    bei   verschiedenen 

Haupt-   und   Zinseszinsen. 

In  der  neueren  Zeit  wurde  in  die  politische  Arithmetilc  eine 
besondere  Methode  eingeführt,  die  Wertbe  der  Kapitalien  zu  be- 
rechnen, wenn  dieselben  grossere  Uauptzinse,  die  Zinse  selbst 
aber  kleinere  Zinse  abwerfen. 

Diese  Methode  wurde  und  wird  angewendet  bei  Summen,  der^n 
/allige  Zinsen  nicht  zum  Kapital  geschlagen  werden  können,  oder 
so  unbedeutend  sind,  dass  sie  nicht  sogleich  wieder  als  Kapital 
in  gleichem  Zinsfuss  angelegt  werden  können,  wobei  sich  aber 
Gelegenheit  bietet,  auch  kleinere  Summen  zu  niedrigerem  Zins 
und  Zinseszins,  wie  bei  Sparkassen,  unterzubringen.  Ferner  in 
solchen  Fällen,  wenn  der  Werth  von  Gruiidstiicken  oder  Wal- 
dungen berechnet  werden  soll,  die  in  regelmässigen  oder  nnre- 
gelmässigen  Zeitabschnitten  Renten  abwerfen,  wobei  ein  niederer 
Zinsfuss  för  die  Berechnung  der  Zinseszinsen  anzuwenden  ist. 

Diese  Rechnungsweise  soll  hier  zu  dem  Zwecke  untersacht 
werden,  um  die  Frage  zu  beantworten :  in  wie  fern  diese  Methode 
zur  Vergleichung  von  Kapitalwerthen,  die  zu  verschiedenen  Zei- 
ten ßUig  werden,  brauchbar  und  zulässig  ist? 

Theil  XXXVU.  25 
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Neont  man  den  Zinsfuss,  in  welchem  das  Kapital  K  veniBst 
wird 4  Pf  denjenigen^  in  welchem  die  aas  dem  Kapital  faltigen 
Zinse  Z  verzinst  werden,  q,  so  ist  der  jährliche  Ziosenertng 
des  Kapitals: 

1)  Z:=K.O,(ip, 

und  die  Aufgabe  stellt  sich  so: 

Ein  Kapital  K  wird  gegenwärtig  zu  p  Proceot  laf 
n  Jahre  so  angelegt,  dass  die  jährlich  fälligen  Ziose 
Z  zu   g  Procent  verzinst   werden.     Wie   gross  ist  der 
Werth  (S)  dieses  so  angelegten  Kapitals  sammt  Hanpt 
und  Zinseszinsen  am  Ende  des  nten  Jahres? 

Betrachtet  man  jede  so  föllig  werdende  Zinssumme  Z  für 
sich,  so  soll  sie  nach  der  Aufgabe  zu  g  Procent  verzinst  nod 
mit  Zinseszinsen  in  Rechnung  gebracht  werden.  Die  Zinssonioe 
des  letzten  Jahres  trägt  keinen  Zins,  die  des  zweitletzten  eio- 
jährigen  Zins  und  erwächst  zu  Z.lftg,  die  des  drittletzten  Jik- 
res  trägt  zweijährige  Zinse  und  erwächst  zu  Z,}J0^  n.s,w.\ 
die  des  ersten  Jahres  trägt  (n — 1)  einjährige  und  erwächst  a 
Z.lfig^'^h    Zählt  man  diese  Werthe  zusammen,   so  erhält  mai' 

2)  Äi  =:Z.l,(V-^  +  Z.  1,09^«+....  Z.l,09«+Z.  1,0^+ Z 

Nimmt  man  hiezu  das  angelegte  Kapital,  so  bestimmt  sich  der 
gesuchte  Werth  durch 

oder  durch  Einfilhrung  des  Werthes  aus  No.  1) : 

3)  S=K+KAOp.l^  =  K(l+0,Op.l^^} 

Werden  die  Hauptzinse  halbjährlich  ftllig  und  geschieht  dieVer 
zinsung  der  Zwischenzinse  auch  halbjährlich,  so  bleiben  dk 
gemachten  Schlüsse  in  Kraft,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  das» 
sich  der  Zeitraum  auf  2n  Halbjahre  erstreckt  Daher  erbebt  sich 
in  diesem  Falle  die  Summe  auf: 

4,  ,=^(,+o.<ta.'iigri). 

Sind  aber  die  Hauptzinse  jährlich  ftUig  und  geschieht  die  Ver- 
zinsung der  Zwischenzinse  halbjährlich,  so  ändern  sieh  die  SdiMff« 
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hiernach.  Die  Zinssnmme  dea  zweitletzten  Jahres  erhebt  sieb 
dann  auf  Z.l.O^i*,  die  des  drittletzten  auf  Z.l,0^i^  u.  s.  w.,  und 
man  erhält  folgende  Reihe: 

5)  «1  =  Z. l%i«"~HZ.  1,0^1^-*+... Z. l,OyiHZ.  1.0^1«+^ 
Hieraus  entsteht  durch  ZuzSblung  des  Kapitalwertbes : 

Die  Anwendung  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  leicht.  Wird  ein 
Kapital  ven  1000  zu  6  Procent  Haupt-  und  3  Procent  Zwischen- 
zinsen angelegt,  so  erhebt  sich  sein  Werth  am  Ende  des  lOten 
Jahres  bei  jährlicher  Anlage  und  Verzinsung  nach  No.  3),  wenn 
die  angegebenen  Wertbe  eingeführt  werden  auf: 

=  1000(1  +  0,05.11,4638793)  =  1000.1,5731939....  =  1573,1939. 

Sind  die  Hanptzinse  jährlich  föllig  und  geschiebt  die  Verzinsung 
halbjährlich ,  so  ergibt  sich  aus  No.  6)  die  fragliche  Summe : 

Q>  e       inAnA  .aa^  1.015«o-^\     -,^A  ,^_  0,34e6660\ 
8)  Si = 1000^1  iO,05..^-QjgäZTy'=^^^V"^^>^'  0,030226/ 

=  1000. 1,5737882  =  1573,7882. 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  bei  Baupt-  und  Zwischen- 
Zinsen,  so  erwächst  die  Summe  nach  No.  4)  auf: 

l+0,05>5.i^jg-Jj 

=  1000(1  +  0,025 .23,1236671)  =  1000. 1,5780917  =  1578,091. 

Bei  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  sind  nur  zwei  Arten  ffir 
das  Anwachsen  der  Kapitalien  möglich,  und  zwar  nur  die  jähr- 
liehe  oder  halbjährliche  Verzinsung.  FOr  diese  Fälle  ergeben 
sich  folgende  Wertbe,  die  der  Vergleichung  wegen  hier  stehen 
sollen : 

10)  S-  1000.  l,05w  =  1628,8946, 

11)  Ä  =  1000. 1,02520=  1638,6164. 

Man  kann  von  den  in  No.  3)  und  No.  4)  erhaltenen  Gleichungen 

25» 
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auf  die  schon  bekannten,   für  gleiche  Haupt-   und  Zwischenuose 
geltenden  übergehen»   wenn  man  p'=q  setzt.    Es  entsteht  dano: 

12)  S=ä(i  +  0,0p.  ^-ifc^*)=Ä.  1,0p-. 

13)  S  =  *  (l  +  0,0p, .  ''^o.CrO  ^  *'  ^'^'^ 

üie  Gleichung  No.  6)    gestattet   diesen  Uebergang   nicht,    wenn 
man  p^g  setzt.    Es  entsteht: 

14)  S=K(l+0,Op.^-^=l). 

und  man  kann    ihr  keine    analoge ,   elementare  Bestimmung  lor 
Seite   stellen. 

§.67. 

Gegenwfirtiger.  Werth  einer   könftig    fälligen  Summe, 
wenn    verschiedene    Haupt-    und    Zwischensinse   ge- 
rechnet  werden. 

Die  in  §.66.  aufgestellten  Gleichungen  zeigen,  wie  man  t9d 
dem  Werth  einer  gegenwärtig  fölligen  Summe  bei  verschiedeneD 
Haupt-  und  Zwischenzinsen  auf  ihren  kOnlligen  übergehen  kiDB. 
Hiemit  ist  zugleich  das  Mittel  angegeben,  wie  man  umgekehrt 
von  dem  Werthe  einer  könftig  fälligen  Summe  unter  dieser  Vor- 
aussetzung auf  ihren  gegenwärtigen  übergehen  kann.  Diess  fährt 
zur  Beantwortung  folgender  Frage: 

Eine  Summe  K  ist  am  Ende  des  nten  Jahres  lo- 
verzinslich  fällig.  Welches  ist  ihr  gegenwärtiger 
Werth  R,  wenn  die  Zinse  des  Kapitals  zu  p,  die  Ziose 
der  Zinse  zu  q  Procent  gerechnet  werden? 

a.  Geschieht  die  Rabattirung  bei  Haupt-  und  Zwischenzio« 
sen  jährlich ,  so  ergibt  sich  die  Antwort  aus  der  Gleichung  No.  3) 
§..66.y  wenn  man  K  statt  iS  und  R  statt  K  setzt.    Es  ist  dann: 


K=R(l  +  0,Op.l^) 


und  hieraus: 
1)  Ä  = 


14.00«  MVLzJ* 
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b.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Haupt-  and  Zwischenzioae 
halbjährlich,  so  erhält  man  auf  die  gleiche  Weise  aus  No.  4)  §.66. 
für  den  fraglichen  Werth  folgende  Gleichung: 

2)  R=- *^ 


1    +    0.0/,,.  Qp^^ 

c.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Hauptzinse  jährlich,  die 
der  Zwischenzinse  aber  halbjährlich »  so  ergibt  sich  ßir  den  ge- 
suchten Werth  folgende  Bestimmung  aus  No.  6)  §.  66. : 

3)  Ä= * 


Auch  hier  kann  man  von  den  in  No.  1)  und  No.  2)  gefundenen 
Gleichungen  auf  die  Formeln  übergehen,  welche  die  Grundlage 
der  Rabattrechnung  bilden »  übergehen ,  wenn  man  die  Haupt-  und 
Zwischenzinse  gleich  und  p'^^q  setzt.    Man   erhält: 

4)  Ä= *  ^ 


1+00«  i.V-J~»>Qp"' 


5)  Ä  = *  * 


i+0(te  i.Oa>.'"-i-i>Qp.'"- 

Die  GleichuYig  No.  3)  iSsst  diesen  Cebergang  nicht  za. 

Die  Werthbestimroung  der  besondern  Fälle  bietet  keine  Schwie- 
rigkeit, erfordert  aber  etwas  mehr  Arbeit,  als  die  gewöhnliche 
RabattiroDg. 

Ein  Kapital  von  1000  ist  am  Ende  des  lOten  Jahres  anver- 
zinslich fällig.  Wie  gross  ist  sein  gegenwärtiger  Werth,  wenn 
bei  5  Procent  Haopt-  ond  3  Procent  Zwischenzinsen  rabattirt  wird? 

a.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Hanpt-  und  Zwischenzinse 
jährlich,  so  ist  aus  No.  I): 

1000 l???__ß!«<MOB 

'  ..An«  1,03»»  - 1  ~  1 ,573193«  —  '^'^^  • 

1  +  0.05.—^— 

Ig  1000=3.0000000 

Ig  1,6731939=0,1967822 

N.  2,8032178=636,6498. 
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b.  Gescbieht  dieselbe  halbjährlich,  so  ist  aus  No.  2): 

-,        „ 1000 1000_ 

'  1  .  «  «...  1,015»- 1  - 1,5780917— '***'"''*' 

1+0.025.  QQJg 

Ig  1000  =  3,0000000 

Ig  1,5780917 = 0,1981323 

N.  2,8018677=633,6768. 

c.  Gescbieht  die  Rabattining  der  Hanptzinse  jihriieb,  der 
ZwischeDzinse  halbjährlich,  so  ist  aus  No.  3):    > 

o,     i. iooo_ vm 

»)       ^-~~~]^^^  —  1,5737882-  ^>^»^^^' 

lg  1000  =3  3,0000000 

Ig  1,5737882=01969462 

N.  2,8030538=635,4097. 

Bei   gleichen  Haupt-   und  Zwischenzinsen   zu  5  Procent  ist  bei 
jährlicher  and  halbjährlicher  Rabattirung  der  gegenwärtige  Wertb 

1000 

9)  Ä  =  ^^  =  613,9133, 

1000 

10)  R  =:  j^^=610,2709. 


§.  68. 

Werthbestimmang   der    Kapitalien    bei    wiederholter 
Anlage  nnd  verschiedenen  Haupt«  und  ZwischenzinseB. 

Die  bisher  aufgefundenen  Gleichungen  führen  zur  Beantwo^ 
tiing  folgender  Frage: 

Die  Summe  K  wird  wiederholt  in  n  Jahren,  je  an 
Ende  der  Jahre  angelegt.  Wie  gross  ist  der  Wertb 
sämmtlicher  Anlagen  im  Augenblicke  der  letzten,  weoo 
p  Haupt-  und  q  Zwiscbenzinse  gerechnet  werden! 

a.  Geschieht  die  Verzinsung  und  Anlage  jährlich,  so  hat 
man  die  Gleichung  No.  3)  §.  66.  auf  jede  dieser  Anlagen  anzuwen- 
den. Die  letzte  Anlage  trägt  keinen  Zins.  Ihr  Wertb  ist  daher 
K,    Die  zweitletzte  Anlage  trägt  einjährigen  Zins.   Ihr  Werth  ist 
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il^(i  + 0,0^,^*^^7-1    Die  drittletzte  Anlage  trügt  zweijährige 

ZiDse.    Ihr  Werth  ist  daher  ^6+0,Oip.^'^^^  \  n.  s.  f.     Die 

erste  Aolage  trägt  (n^l)  Jahre  lang  Zios,    daher  ist  ihr  Werth 

(1  Oa*-*  — 1\ 
l-fO,0(p.  '^0  0 /' 

Diese  fiihrt  za  folgender  Darstellang: 

1)  s=jf(,+o.Qp.i^5^pi) 

Lust  man  die  Klammem  auf  and  ordnet  die  Glieder,  so  entsteht: 

2)  S  =  «+  #f  .0,0p.  -^g^^ öfiq    ' 


jr-i.i?oo„  *'ö»'    ^-^^'Qp 

Hierin  erscheint  JT  itroal.    Die  beiden  letzten  Reihen  haben  nur 
(n  — 1)  Glieder.    Zählt  man,  um  die  Reihen  vollständig  zu  maehen, 

00» 
^'ÖT^  zu  und  ab,  wodurch  der  Werth  von  No.  2)  unverändert 

bleibt,  so  geht  No.  2)  über  in : 

Ä=njr+fiir.^+ 1:.^  (1 + 1,0^+1,09»+ ....  1,0^-»). 

Der  gesuchte  Werth  bestimmt  sich  also  durch  folgende  Gleichung: 

3,  s=,(»_f+r%J). 
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b.  Geschieht  die  Anlage  uod  Verzinsung  halbjährlich,  so 
führen  die  zu  a.  gemachten  Schlüsse  gleichfalls  zum  Ziele.  Der 
Zeitraum  erstreckt  sich  aber  auf  2n  Halbjahre ,  und  man  hat  in 
den  vorstehenden  Gleichungen  2n  statt  n»  pi  statt  p  und  q^  statt 
q  zu  schreiben.  Es  ergibt  sich  daher  für  die  Werthbestimmaog 
sämmtlicher  Anlagen  unter  dieser  Voraussetzung: 

c  Geschieht  die  Anlage  der  Summen  und  Hauptzinse  jähr- 
lich»  die  Verzinsung  halbjährlich«  so  hat  man  die  Gleichung  No.6) 
§.  66.  wiederholt  anzuvi^enden  und  darin  allroälig  die  VVertbe 
0,  1,  29....n  —  I  statt  n  zu  setzen.  Geschieht  diess  und  lost  mae 
die  sich  ergebenden  Ausdrücke  auf,  so  erhält  man  folgende  Zu- 
sammenstellung : 


5) 


b-K^r  *"''^-  j^o?,«-!      ^'  1,07,*- 1 ' 

'+ Ä.y.yp  •  i,oyj«_i  -  ^- 1,0^,»  - 1 ' 

K+  K.  ü,(^ .  ,^09,«- 1  "'•  I.O91»- 1  • 
^+*^"''^1.09i*-!  ~'l,09,«-l' 

r+ jr.o.Op. ,  jj^ ,  _ ,  -  '.  1,09,«-  r 

0  Od 

wenn  im  letzten  Gliede  der  Vervollständigung  wegen  K.  |  nJ^zX 

zu-  und  abgezählt  wird.  Durch  Summirung  ergibt  sich  aus  No.5) 
folgende  Gleichung  fOr  den  gesuchten  Werth: 

Die  Gleichungen  No.  3)  und  No.  4)  lassen  sich  auf  die  schon  be- 
kannten zurückführen,  wenn  man  Haupt-  und  Zwischenzinse  Cq=p) 
gleichsetzt.    Bei  No.6)  ist  diese  Reduction  nicht  durchfQhrbar. 

Die  Anwendung  der  aufgefundenen  Gleichungen  bietet  gleich- 
falls keine  Schwierigkeit,  wie  sich  aus  Folgendem  zeigt: 
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Ein  Kapital  von  2000  wird  in  den  10  folgenden  Jahren  wie- 
derholt zu  4procentigen  Banpt-  und  2procentigen  Zwischenzineen 
angelegt.  Za  welcher  Summe  sind  die^e  Anlagen  im  Augenblicke 
der  letzten  angewachsen? 

a.  Geschieht  die  Anlage  und  Verzinsung  jährlich ,  so  ent- 
steht aus  No.  3),  wenn  1^=20009  n=10>  p  =  4,  f:=2  gesetzt 
wird: 

==  2000  (- 10 + 2 .  10,9497210)  =  2000 . 1 1,8994420  =  23798,8840. 

b.  Wird  die  Hälfte  der  Summe  (1000)  halbjährlich  angelegt 
und  geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich,  so  ist  der  Werth  aus 
No.  4),  wenn  /?|=2,  ^|^1,   jr=  1000  gesetzt  wird: 

8)  «=1000(20-20.2 +  2. ^^pi) 

=  1000(-20+2.22,0190040)  =  1000.24,0380080=  24038,008. 

• 

c.  Geschieht  die  Anlage  jährlich,  die  Verzinsung  der  Zwi- 
schenzinse  halbjährlich,  so  ergibt  sich  der  gesuchte  Werth  aus 
No.  6),   wenn  IT  =2000,  p  =  4,   ^1  =  1    gesetzt  wird: 

9)  s  =  20ü0^10-j^gp33  +  j^gp_.___J 

-9000  An       ^  4.-L  !W201900\ 
-.iUUü^iu-2,oi+2,or    0,020W 

=:2000(-  9,9004975  -f  21,8004544) 

=  2000. 1 1,8999569  =  23799,9 138. 

Sind  verschiedene  Kapitalwerthe  Ki»  JE^,  K^t*..,Kn  am  Ende 
der  folgenden  n  Jahre  föllig  und  soll  ihr  Werth  för  den  Zeitpunkt 
der  letzten  Anlage  bestimmt  werden,  so  ergibt  sich  derselbe, 
wenn  dieselben  Schlüsse,  wie  bisher,  gemacht  werden  durch  fol- 
gende Darstellung: 

10)  s=r.(i+o.Op.l^5^*)+^(i+o.qp.»^^') 
+ . . .  .ir„-a  (1  +  o,Qp .  ^^-')  +  jr„-i  (i  +  o,()!p.  ^"=^) + j:., 

und  es  muss  der  Wertb  eines  jedeo  Gliedes   für  sich  bestimmt 
und  alle  in  eine  Somme  vereinigt  werden. 
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Aof  gleiche  Weise  ergibt  sich  die  WerthbestioiBnuig,  wenn 
die  Anlage  and  Verzinsung  hAbjährlich,  oder  wenn  die  Anfaige 
und  Zahlung  der  Hauptsinse  jährlich  und  Versinsung  der  Zwi- 
schenzinse  halbjährlich  geschieht. 


Gegenwärtiger    Werth    künftig    fälliger    Summen    hei 
verschiedenen   Haupt-  und  Zwis'chenzinsen. 

Der  Gang  der  Untersuchung  f&hrt  auf  die  Beantwortung  fol- 
gender Frage: 

Am  Ende  der  n  folgenden  Jahre  ist  die  Summe  K 
fällig.  Welches  ist  der  gegenwärtige  Werth  dieser 
Summen,  wenn  p  Haupt-  und  q  Zwischenzinse  gerech- 
net werden? 

Erste   Auflösung. 

a.  Sind  die  Summen  am  Ende  der  Jahre  ftllig  und  geschieht 
die  Verzinsung  jährlich/ so  hat  man  die  Formel  No.  1)  §.  (J7.  wie- 
derholt anzuwenden  und  allroälig  1,  2«  3,....n  statt  n  zu  setzen. 
Hiemach  ist  der  gegenwärtige  Werth : 

1) 

K  K  K 

*+®'^-^br    ^^^'^-ofig-       *+°'^~W" 

b.  Geschiebt  die  Anlage  und  Verzinsung  halbjährlich ,  so 
kommt  die  Gleichung  No.  2)  §.  67.  zur  Anwendung,  und  man  hat 
allmälig  1, 2,  3,  ....2n  statt 2ti  zuschreiben.  Der  fragliche  Werth  ist: 

2) 


c.    Geschiebt  die  Anlage  und  Zahlung  der  Hauptsinse  jShr- 

lieh,   die  Verzinsung  der  Zwischenzinse  halbjährlich,    so  kommt 

No.  3)  §.  67.  zur  Anwendang  und  man  erbSit  fOr  den  gesocbteo 

Werth: 

3) 

K  K K 
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Siod  veraeUedene  SomroeD  gegeben ,  so  bleibett  die  vorsteh- 
enden GleiebuDgen  in  Kraft »  and  man  bat  der  Reibe  nacb  J«»  J^ 
Ji,....  JTr  in  den  entsprechenden  Gliedern  einzusetzen. 

Zweite   Aaflosung. 

Diese  beruht  auf  der  Anwendung  des  in  §.  10.  aufgestellten 
Lehrsatzes  in  Verbindung  mit  den  in  §.  68.  aufgefundenen  Glei- 
chungen 'No.  3),  4)  und  6).  Diese  Gleichungen  führen  den  Werth 
8ämmtiicher  Anlagen  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  zuröck.  Bringt 
man  nun  den  so  erhaltenen  Werth  nach  den  in  §.67.  aufgestell- 
ten Sitzen  auf  den  Anfang  des  ersten  Jahres  zurück  und  setzt 
statt  K  den  für  S  angezeigten  Werth  ein»  so  ist  die  Aufgabe 
gelost  Bezeichnet  man  nun  den  gegenwärtigen  Werth  durch  R, 
80  hat  man 

a.  wenn  die  Summen  jShrlich  fUlig  sind  bei  jährlicher  Ver- 
zinsung aus  No.  3)  §.  68.  und  No.  1)  §,  67. : 


4)  ß^     ^        9^ 


b.  wenn  die  Summen  halbjährlich  föllig  sind  bei  halbjähr- 
licher Verzinsung  aus  No.  4)  §.  68.  und  No.  2)  §.  67. : 

<\\  p_    V         gl      ?i      O.Oyi    / 

■'  10».«"— 1    — ' 

c.  wenn  die  Summen  und  Hauptzinse  jährlich  füllig  sind  bei 
halbjähriEcher  Verzinsung  der  Zwischenzinse  aus  No.  6)  §.  68.  und 
No.  3)  §.  67. : 

/  n.Qfip  0,0p        l,Oyi^-l\ 

Bei  Vergleichung  der  in  No.  l)— 6)  entwickelten  Gleichungen 
macht  sich  die  Bemerkung  geltend ,  dass  die  correspondirenden 
No.  1)  und  4),  No.  2)  und  5),  No.  3)  und  6)  auf  gleiche  Werthe  füh- 
ren müssen  9  wenn  sie  zusammen  bestehen  und  gleichzeitig  Gül- 
tigkeit haben  sollen.  Aus  der  Form  und  dem  Inhalte  derselben 
dürfte  sich  aber  dieser  Nachweis  schwer  führen  lassen.    Es  tritt 
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daher  ein  gerechtes  Bedenken  gegen  das  ZnsammenbeeteheB  die- 
ser GleichaDgen  auf. 


5.70. 

Anwendungen. 

Um  die  eben  gemachte  Bemerkung  zu  verdeutücheo,  soll 
der  nachstehende  Fall  betrachtet  werden. 

Am  Ende  eines  jeden  der  folgenden  10  Jahre  ist 
die  Summe  10000  unverzinslich  fällig.  Wie  gross  ist 
der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher  Zahlungen»  nreon 
4  Procent  Haupt-  und  2  Procent  Zwischenzinse  ge- 
rechnet werden? 

Erste  Auflösung.  Man  kann  die  Frage  nach  der  Glei- 
chung No.  1)  §.  69.  beantworten,  indem  man  jede  fallige  Sanme 
nach  der  Zeitdauer  rabattirt  und  zu  dem  Ende  dort  IT  =10000, 
p=ii,   q:=z2  und   ti  =  10  setzt.    Hiernach  entsteht: 

10000  10000  10000 

1.004^^=1     14004^-^5^ 

10000 


1  +  0,04  .^g;Q^ 

Setzt  man  nun  die  angezeigten  Werthe  für  die  verschiedenes 
Potenzen  von  1,02  aus  den  Tafeln  ein  und  multiplicirt»  wie  ange 
zeigt  ist,  so  erhält  man: 

10000      10000        10000  10000  10000 

*^    ''■"  1,04  +  1,0808  +  1,122416  +  1,1648643  +  1,2081616 

10000      .       10000  10000      .       10000     ,       10000 

+  1,2523248  +  1,2973713  +  1,3433188  "^  1,3901851  +  1,4379888 

Man  wird  am  besten  thun,  diese  etwas  mühevolle  Recbnoog 
durch  Logarithmen  auszufuhren.  Der  Werth  des  ersten  Gliedes 
ergibt  sich  aus  den  Tafeln.    Hiernach  erhält  man: 

I  Qä    =9615,386, 

10000 
Ig  ^^^=3,9662647  =  Ig9262,406, 
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10000 
'g  1,122416  =3.949851   =  Ig  8909,496, 

10000 
'ß  M648S43=^>^^*^^^  =  'S^^'^' 

10000 
'Si:2Ö8l6l6=^'^^^^^**  =  Ig8277,038, 

10000 
Ig  t,2523248=^'^^^^^  =  '§7985,130, 

10000 

Ig  1^^5^13=3,8869357  =  Ig  7707,893, 

10000 
'gl  3430188  =3.8718210  =  Ig7444,260, 

10000 
Ig  ijäSl  =3,8569274  =  Ig7193,286, 

10000 
Ig  1,^37^  -  3,8422446  =  Ig6954,156. 

Die  Zahlen  der  dritten  Reibe  sind  die  zugehörigen  Werthe.  Zählt 
man  sie  zusammen,  so  erhält  man  den  gegenwärtigen  Werth 
säinmtlicher  Zahlungen : 

2)  Ä= 81 923,732. 

Zweite  Auflösung.    Man  kann  aber  auch  die  Aufgabe  nach 

der  Gleichung  No.  4)  §.  69.  losen ,  wenn  der  Werth  sämmtlicher 

Zahlungen  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  znrOckgebracht  und  dann 

der  so  gefundene  Gesammtwerth  auf  die  Gegenwart  bei  4  Procent 

Haupt-  und  2  Procent  Zwiscbenzinsen  reducirt  wird.    Durch  £in- 

fährung    der    entsprechenden   Werthe    in    die    genannte   Formel 

entsteht : 

3) 


*^*^  (>0  —    2     '  2  •      0.02     )     10000  (- 10  +  21.8994420) 


H.004^'"^'"-^  "  ^'^^^ 

1  +  u,u4.     QQ2 

_1 18994,420  _ 
~  1,4379888  ~  '»-«»''*» ' 

Ig  118994,4  =5,0751613 

Ig  1,4379888=0,1577556 

"N.  4,9174S6S=s82681,02. 
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Man  erhält  in  No.  2)  und  No.  3)  zwei  Werthe,  als  AnflOmuig 
für  eine  und  dieselbe  Aufgabe,  deren  Unterschied  nicht  unbe- 
trächtlich 757,29  ist  and  in  den  Gleichungen  des  §.  69.,  wie  obeo 
bemerkt  wurde,  gegründet  ist  Zwei  verschiedene  Antworten  auf 
die  gleiche  Frage  können  nicht  zusammen  bestehen.  Weldies 
ist  der  richtige  Werth,  oder  sind  etwa  beide  unrichtig? 

Versucht  man  nun  nach  der  frfiher  öfters  angewendeten  Weise 
sich  dadurch  Aufklärung  in  der  Sache  zu  verschaffen,  das«  mao 
die  in  No.  2)  und  No.  3)  gefundenen  Summen  zu  Grande  legt,  die 
fälligen  Zinse  Schritt  fOr  Schritt  zuzählt  und  die  jeweils  schul- 
digen Summen  der  Reihe  nach  abzieht,  so  missiingt  dieser  Ver- 
such. Durch  eine  ziemlich  verwickelte  Rechnung  kann  man  iwar 
in  dem  unter  No.  2)  gefundenen  Resultate  zum  Ziele  gelangen, 
wenn  man  jede  der  dort  erhaltenen  Summen  ftir  sich  getrennt 
behandelt,  die  Haupt-  und  Zwischenzinse  für  sich,  getrennt  von 
der  betreffenden  Kapitalsumme,  verfolgt  und  dadurch  einzeln  die 
jeweils  fölligen  Summen  von  1000  erzeugt.  Diese  Methode  ist 
aber  so  künstlich  und  zusammengesetzt,  dass  sie  sich,  abgesehen 
von  der  beschwerlichen  Arbeit,  nicht  zur  Prüfung  empfiehlt. 
Sie  leidet  offenbar  an  der  erforderlichen  Klarheit  und  Einfachheit 
und  ist  nicht  auf  das  in  No.  3)  gefundene  Resultat  anwendbar, 
das  sich  nicht  in  solche  Einzelsummen  zerlegen  lässt.  Aa8sc^ 
dem  würde  man  hiedurch  nicht  viel  gewinnen  und  bucbstens  la 
dem  Schlüsse  gelangen,  dass  die  in  No.  2)  angewendete  Methode 
vor  der  andern  zolassbar  wäre,  wenn  man  kein  anderes  Mittel 
zur  Entscheidung  dieser  Frage  hätte. 


§.  71. 

Kritik  dieser  Methode. 

Dieses  Mittel  gewinnt  man  dadurch,  dass  man  von  einem 
Falle  ausgeht,  worin  die  Resultate,  worauf  die  Anwendung  die- 
ser Methode  führen  muss,  zum  Voraus  bekannt  sind.  Wir  wäh- 
len hiezu  folgenden: 

])  A  schuldet  an  B  ein  Kapital  von  2500,  das  am 
Ende  des  lOten  Jahres  unverzinslich  fällig  ist  und  das 
er  bis  zur  Auszahlung  zu  4  Procent  Zinsen  benutieo 
kann.  Schuldner  und  Gläubiger  kommen  fiberein»  dass 
sogleich  gezahlt  und  dass  bei  der  Verthellung  4pro- 
centige  Haupt-  und  2procentige  Zwischenzinse  ge- 
rechnet werden.  Welche  Samme  hat  jeder  anzuspre- 
chen? 
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Zur  Beaotwortung  dieser  Frage  sind  vorerst  die  Wertbe  fest- 
zustellen, welche  jedem  der  beiden  Interessenten  im  Laufe  der 
Zeit  zafalleo  und  sie  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  auf  die 
Gegenwart  zurückzubringen.  Die  4procentigen  Zinse  des  Kapitals 
betragen  2500x0,04=100.  Der  Schuldner  bat  also  and  Ende 
eioes  jeden  der  folgenden  10  Jahre  100  anzusprechen.  Dem  Gläu- 
biger mit  am  Ende  des  lOten  Jahres  die  Summe  2500  haar  zu. 

Nun  ist  klar,  dass  die  Summen,  welche  dem  Schuldner  und 
Gläubiger  aus  der  verfügbaren  Summe  von  2500  zuzuweisen  sind, 
zusammen  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  die  vorhandene 
Summe  betragen  können,  denn  die  vorliegende  Aufgabe  verlangt, 
dass  die  im  Laufe  der  Zeit  den  beiden  Personen  zufallenden 
Summen  in  gleichzeitige  umgesetzt  werden,  um  darauf  hin 
das  vorhandene  Kapital ^  ihren  Ansprächen  und  Forderungen  nach 
Recht  und  Billigkeit  entsprechend  als  Aequivalent  zu  vertheilen. 

Bringt  man  nun  den  Werth  der  Forderung  des  Schuldners 
auf  die  Gegenwart  bei  4  Procent  Haupt-  und  2  Procent  Zwischen- 
zhisen  zurOck,  so  erhält  man  nach  No.  1)  und  No.  2)  §.  70. : 

2) 
100  .  100  100 

1+0.04. -^-jg~       1+0,04.    Q^  1+0,04.— g^— 

=s  819.23732. 

Bringt  man  den  Werth  der  Forderung  des  Gläubigers  auf  die- 
selbe Weise  auf  die  Gegenwart  zurQck,   so  erhält  man: 

«,  p  2500 2500__ 

6)         K,—  1,02^-1""  1,4379888""*''^*^^* 

1  +  0,04.      ^02 

Ig  2500  =3,3979400 

lg  1,437988 =0,1577555 

N.  3,240TS46= 1738,539. 

Hiernach  fordert  Schuldner  und  Gläubiger  gleichzeitig  ^ 

4)  S=Äi  +  Äa=819,2373  + 1738,539  =  2557,776, 

also  zusammen  eine  grossere  Summe,  als  die  vorhandene,  und 
mehr,  als  vertheilt  werden  kann.  Diess  ist  ein  Widerspruch  in 
der  Sache. 

Würde  man  die  Vertheilnng  nach  der  zweiten  Methode  No.  4) 
§.09.  durchführen,  so  hätte  der  Schuldner  zu  fordern: 
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100(10 


\r        2+2'      0,02     ) 


5)  Ä,  =  — ^ 1,0210^1      -^-^'^^^^»^ 


1  +  0,04.-^ 


02 

nach  No.  3)  §.  70. ,  der  Gläubiger  wie  oben  No.  3).  Die  Forde- 
rungen beider  wurden  daher  betragen: 

6)         S=zR^  +  R^=z  826,8102  +  1738,539  =  2565,449. 

Diess  Resultat  fGhrt  auf  die  gleiche  Ungereimtheit  wie  vorhin. 

Da  nun  die  in  §§.  66. — 69.  entwickelten  Gleichungen  fornell 
richtig  sind,  denn  die  bei  ihrer  Begrüodang  gemachten  Schlüsse 
ruhen  ganz  auf  denselben  Grundsätzen,  wie  die  früheren  Metbo- 
den, welche  zu  richtigen  Resultaten  führten,  so  kann  der  Grand 
der  Unrichtigkeit  nur  in  der  Anlage  des  Calculs,  hier  die  Annab- 
roen  der  verschiedenen  ZinsfÖsse  liegen.  Hiedurch  wird  man  za 
folgendem  Schlüsse  geföhrt. 

7)  Sollen  Kapitalwerthe,  die  zu  verschiedenen  Zei- 
ten fällig  sind,  unter  einander  verglichen,  oder  ihrem 
Werthe  nach  in  gleichzeitige  verwandelt  werden,  so 
ist  hiebe!  die  Rechnung  mit  verschiedenen  Haupt-  uod 
Zwischenzinsen  nicht  zulässig.  Wird  sie  dennoch  an- 
gewendet, so  fuhrt  sie  auf  unrichtige  Resultate. 

Will  man  also  richtige  und  verlässliche  Resultate  bei  Ter- 
gleichung  der  Kapitalwerthe  erhalten,  so  darf  die  Rechnung  oor 
mit  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  geführt  werden. 

Bestimmt  man,  um  diess  zu  zeigen,  die  gegenseitigen  For- 
derungen des  Schuldners  und  Gläubigers  bei  gleichen  Haupt-  und 
Zwischenzinsen  (4),  so  ist  die  des  Schuldners: 

1  —  104-10 
8)  Äi  =  100. — 5^— =811,08957, 

die  des  Gläubigers: 

2500 
^>  Ät=i^o=J688^M04. 

Sie  fordern  zusammen : 
10)         5  =  iRi  +  iZt  =  811,0895  + 1688,9104  r=  2500. 

Bestimmt  man  die  Forderungen  beider  durch  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen»  also  bei  4  Procent  Haupt-  und  0  Procent  Zwi- 
schensinsen,  so  ist  die  des  Schuldners: 
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# 

lOO.jOO      100  100 

'*'  — 1,04  + 1,08  ■•"  1,12  +  ••  TM 

=  96.1538-^80,6452 

92.5925  78.1250 

89,2857  75,7576 

86,2069  73,5294 

83.3333  71,4285 

447,5723  379,4857 

11)  Ä,  =  447,6723 + 379,4857  =  827,0580 ; 
die  des  tiliobigers  ist: 

12)  «,  =  ^=1785,7142; 

die  Forderungen  beider  betragen  zasammen: 

13)  S  =  Ä,  +  Ä,  =  827,0580+1785,7142  =  2612,772.... 

Vergleicht  man  die  In  diesem  Paragraphen  gefundenen  Re- 
sultate, 60  ergibt  sich,  dass  die  Rechnung  mit  gleichen  Haupt- 
und  Zirischenzinsen  auf  ein  richtiges,  die  übrigen  Methoden  auf 
unrichtige  Resultate  fShreh,  dass  die  Rechnung  mit  einfachen 
Zinsen  sich  am  weitesten  von  dem  richtigen  Resultate  entfernt, 
dagegen  ,die  mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinsen,  die- 
sen Fehler  verbessernd,  sich  dem  richtigen  Resultate  nähert,  und 
zwar  um  so  mehr,  je  weniger  die  Haupt-  und  Zwischenzinse  von 
einander  abweichen,  dennoch  aber  unrichtig  bleibt.  Die  Rich- 
tigkeit der  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Lehrsätze  erhalten  hie- 
durch  eine  weitere  Bestätigung. 


§.72. 

Allgemeiner  Beweis  Hber  die  Unrichtigkeit  der  Rech- 
nung mit  verschiedenen  Haupt-  und   Zwischenzinsen. 

Um  diesen  Beweis  im  Aligemeinen  zu  führen,  gehen  wir  von 
den  im  ersten  und  dritten  Kapitel  aufgestellten  Grundsätzen  aus. 
Dort  wurde  gezeigt,  dass  wenn  ein  Kapital  K  bei  dem  Zinsfuss 
p  Id  n  Jahren  zurückgezahlt  (getilgt  und  verzinst)  werden  soll, 
diess  so  zu  geschehen  habe,  dass  in  den  einzelnen  Jahren  fol- 
gende Summen  gezahlt  werden  müssen: 

Tli«U  XXXYII.  26 
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'S 

1)  ii=^i+ir. 0,0p, 

£4= j4+jr.o,(v>— ^i.o,(v?— ii2-0>Qp  -  ^3.o,Qp, 
i;n= j„+ir.o,(v>— i*i.o,0!p— iia.o,(v>- ....  -  j,_i.o,Op, 

worin  Li,  L^,  JL3,....Xn  die  in  den  einzelnen  Jahren  zu  zableo- 
den  Summen  und  Ai,  A^,  A^,....An  die  Tilgungssummen  bedea- 
ten,  so  dass 

*2)  K=Ai  +  A^  +  A^  +  ....An 

ist.  Bei  dieser  Anordnung  werden  zwei  Dinge  einander  gegen 
aber  gestellt :  der  gegenwärtige  Betrag  der  Schuld  K  und  die  in 
Laufe  der  Zeit  aümälig  zu  zahlenden  Summen  Li,  Z^,  ....Lb. 
Beide  Dinge  sind  ihrem  Werthe  oder  Inhalte  nach,  nicht  aber 
in  der  Grosse  der  Summen  einander  gleich. 

Jede  Methode,  welche  so  geeigenschäftet  ist^  dass  sie  die 
allmälig  ßillig  werdenden  Summen  auf  den  ihnen  gleichkommeo- 
den  Werth  K  zurOckbringt,  wird,  wie  dies«  in  der  Natur  der 
Sache  liegt,  ein  richtiges  Resultat  bedingen  und  deswegen  lu 
lässig  sein.  Diese  Bemerkung  wird  nun  auch  zur  Prflfung  (or 
die  in  Frage  stehende  Rechnungsmethode  dienen.  Genügt  sie 
dieser  Bedingung,  so  ist  sie' als  richtig  anzuerkennen;  genügt «e 
nicht,  so  muss  sie  als  unrichtig  zurückgewiesen  werden. 

In  §§.3.,  6.  und  42.  wurde  auf  drei  verschiedenen  Wegen  der 
Beweis  geliefert,  dass  die  Gleichung 

X^i  -i-^^  #v^  JLfn 

der  genannten  Bedingung  genügt,  und  den  richtigen  Kapitalwertb 
angibt,  wenn  die  einzelnen  Glieder  in  dem  Zinsfuss  rabattirt  wer- 
den«  worin  das  Kapital  verzinst  wird. 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  verschiedenen  Haupt-  (p) 
und  Zwischenzinsen  (q)  auf  die  fiiUigen  Summen  in  No.  1)  an,  so 
hat  man  dieselben  der  Reihe  nach  zu  rabattiren  und  zu  dem  Ende 
1,2,  3,..,. n  statt  n  und  Li,  L^,  L^,.,.,Ln  statt  R  in  No.  ])§.67. 
zu  setzen.    Hiedurch  entsteht: 

4) 

l+0,Op.  q'q^  1+Ü,HP.  QQ^  l+0,qp.  QQ^ 
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Soll  niiD  diese  Oleidmng  genfigen,  so  muss  der  Werth  aller 
Glieder  aaf  der  rechten  Seite  dem  gegebenen  Werthe  K  gleich- 
lEommen.. 

Um  dies8  za  entscheiden ,  hat  man  die  correspondirenden 
Glieder  in  No.  4)  und  No.  3)  der  Reihe  nach  unter  einander  zu 
vergleichen.    Setzt  man  zu  dem  Ende  der  Kfirze  wegen  p  statt 

j^,    so  dass  ^fip^  ^=^  {\ -{■  pY  und   q  statt  t^,   so    dass  1,0^'' 

=  (1-1-9)''  ist,  und  bezeichnet  die  Binomial-Coefßcienten  der  Reihe 
nach  mit  ri,  r^,  r^,,...rr,  so  hat  man  Folgendes: 

5)        (1  +py=:l  +  Tip  +  rtp^  +  r^p^  +  ....  rrp", 

=  *  +  Tip  -t'r^p.p+r9p.p*+....rrP'p^-^ 
(l  +  9)»'=l+r,9  +rt9*  +  r5^+  ....rrg"" 

folglich : 

1+p. ^ =  ^+rip  +  r2p.g+r^p.qHuP'q^+-'rrp.q'-^ 

Vergleicht  man  nun  den  Werth  der  Reihe  No.  5)  mit  dem  von 
No.  6),  so  zeigt  sich  leicht,  dass  derjenige  der  erstem  grosser, 
als  der  der  zweiten  ist,  wenn  p>9  und  r  grosser  als  1  ist,  denn 
nur  die  beiden  ersten  Glieder  in  No.  5)  und  No.  6)  sind  einander 
gleich.    Hieraus  folgt,  dass 

oder  in  der  ursprünglichen  Form 

ist  för  p  >  9  und  r  >  1.  Ist  p  =  q,  so  werden  beide  Reihen 
einander  gleich,  wie  diess  schon  auf  andere  Weise  in  §.66.  und 
}.  67.  gezeigt  wurde.    Aus  No.  7)  folgt  umgekehrt,   dass 

ist,   för  r>l  und  p^  q. 

Hieraus  zeigt  sich,  dass  der  Werth  der  Reihe  No.  4)  nicht 
auf  denselben  Wertb  wie  die  Reihe  No.  3) ,  sondern  auf  einen 
grossem  föhren  niuss,  weil  alle  Glieder  in  No.  4)  mit  Ausnahme 
^es  ersten  grösser  sind  als  die  in  No.  3),  und  dass  also  die  Rech- 
nmg  mit  Terschiedefteo  Haupt-  und  Zwisehenzinsen  auf  unrich- 

26* 
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tige  Werthe  föhrt.    Das  Gleiclie  gilt,  wenn  die  Rabattirang  halb- 
jährlich  geschieht. 

Hiernach  ist  der  in  No.  7)§.  71.  aufgestellte  Satz  allgemein 
bewiesen. 

Die  Anwendung  anf  besondere  Fälle  bestätigt  die  Richtigkeit 

dieses  Satzes.    So  ist  z.  B.  der  gegenwärtige  Werth  der  Soanie 

10000»  die  am  Ende  eines  jeden  der  folgenden  10  Jahre  ßHig 

ist,  bei  4  Procent: 

1  —  104-10 

9)  «  =  10000.      J'J^       =81108,958^ 

während  sich  derselbe  bei  4procentigen  Haupt-  und  2procentigen 
Zwischenzinsen  nach  No.  2)  §.  70.  (erste  Methode)  zu 

10)  Ä  =  81923,732, 
und  nach  No.  3)  §.  70.  (zweite  Methode)  zu 

11)  R  =  82681,02, 

und  bei  einfachen  Zinsen  (4  Proc.  Haupt-  und  0  Proc.  Zwischen- 
Zinsen)  nach  No.  11)  $.  71.  zu 

12)  R  =  82705,80 

berechnet.  OiFenbar  kann  nur  eines  dieser  vier  Resultate  dat 
richtige  sein.  No.  9)  gibt,  den  richtigen  Werth  an.  Die  Qbrigcs 
sind  unrichtig. 

Mit  dem  Gesagten  ist  allerdings  die  Benutzung  der  hier  ge- 
zeigten Methode  fiir  subjective  Zwecke  nicht  ausgeschlossen- 
Ihre  Resultate  mögen  in  manchen  Fällen  sogar  erwünschte  An- 
haltpunkte bei  Vergleichungen ,  als  Annäherung  an  'die  richtigen 
Werthe,  bieten.  Objectiv  betrachtet  ist  sie  im  Caicnl  uozuli»- 
sig,  und  einer  wissenschaftlichen  Begrfindung  der  politischen 
Arithmetik  liegt  nach  meiner  Ansicht  die  Pflicht  ob,  hierauf  auf- 
merksam zu  machen  und  sie  als  unrichtig  zu  bezeichnen,  nicht 
aber  dem  Leser  die  Wahl  zwischen  einer  richtigen  und  unrichti- 
gen Methode  zu  überlassen,  ohne  diess  angedeutet  zu  haben. 
Wählt  er  ungeachtet  dieser  Hinweisung  dennoch  die  unrichtige 
Methode ,    so  mag  er  es  auf  seine  Gefahr  thun. 

Termin-  oder  Seiireduuuig. 

}.  73. 

Reduction    mehrerer   Zahlungssummen    auf  einen 

bestimmten   Zeitpunkt 

Die  sogenannte  Termin*  oder  Zeitrechnang  findet  in  den  ver 
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scbiedeneo  Lebrbficbern  eine  besondere  Stelle.  Sie  eoU  auch 
hier  kurz  eriräfaDt  vrerden.  Ich  habe  «ie  zwar  schon  in  meiner 
Aoleitnng  §.  15.  und  §.  40.  angefiihrt  und  auf  die  richtige  Berech- 
nangsneise  hingedeutet,  die  Sache  selbst  aber  nicht  nSber  erör- 
tert, da  ich  es  für  genügend  hielt,  die  Elemente  eines  richtigen 
Caiculs  im  Allgemeinen  gezeigt  zu  haben.  Es  wird  übrigens 
sacbgemSss  sein,  hier  das  Wesentliche  der  Sache  hervorzuheben, 
am  den  hierher  gehurigen  Fragen  die  richtige  Stelle  anzuweisen, 
da  auch  hier  die  Ansichten  schwanken  und  aus  einander  gehen. 

Sind  nSrolich  mehrere  Suromen  (gleiche  oder  ungleiche)  un« 
verzinslich  im  Laufe  der  Zeit  föllig  und  soll  ihre  Gesammtsumme 
aof  einmal  gezahlt  und  der  hiefilr  erforderliche  Zeitpunkt  bestimmt 
werden,  so  nennt  man  die  hieiiQr  dienende  Methode  Termin-, 
auch  Zeit-Rechnung. 

Die  meisten  Lehrbfieher,  welche  diese  Frage  behandeln, 
wenden  zu  ihrer  Beantwortung  die  Rechnung  mit  einfachen  Zin- 
sen an.  Nur  wenige  benutzen  zu  ihrer  Lösung  die  Zinszins* 
rechnung,  ohne  jedoch  den  nöthigen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  einen  oder  der  andern  zu  geben  und  die  Frage  zu  entscheiden. 

Die  flilligen  Summen  kSnnen  entweder  unter  sich  verschie- 
den oder  einander  gleich  sein.  Diess  ftndert  im  Entwicklungs- 
gänge nichts.  Da  die  letztere  eine  einfachere  Behandlung  zu- 
iSsst,  so  werde  ich  mich  hierauf  beschränken.  Der  Schluss  in's 
Aligemeine  ergibt  sich  dann  leicht.  Wir  heben  hauptsächlich 
folgende  zwei  hierher  gehörige  Probleme  hervor. 

1)  Am  Ende  der  folgenden  n  Jahre  ist  jeweils  die 
Samme  JT  unverzinslich  fiillig.  Statt  aller  Zahlungen 
soll  nur  eine  gemacht  werden.  Wie  gross  Ist  der  be- 
zügliche Werth,  wenn  die  Gesammtzahlong  sogleich 
oder  am  Ende  des  ersten,  zweiten,  u.  s.  w.,  oder  des 
letzten  Jahrs  gemacht  und  p  Procent  Zins  gerech- 
net werden 

a.  bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen? 

b.  bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 

Auflösung  zu  a.  Nennt  man  den  Zeitpunkt,  zu  welchem 
die  Ciesammtzahlung  gemacht  werden  soll,  «,  so  hat  man  den 
Werth  simmtlieher  Summen  auf  diesen  Zeitpunkt  zurfickzubrin- 
geo.  Die  Summen,  welche  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  flUlig  sind, 
haben  folgenden  Werth : 

»)  Sl=J:.l,(^-»+J:.I,(]!p'-«-^....Jr.l,C!p+ir=ir.^2fc^, 
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die  Summen,  welche  nach  diesem  Zeitpunkte  Mlig  sind,  Mgeaden: 

die  Gesammt- Zahlung  bestimmt  sich  daher  durch  folgende  Glei- 
chung : 

Auflösung  zu  b.  Bebandelt  man  die  fÜiligen  Summen  wie 
unter  a.  mit  einfachen  Zinsen,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  des 
Gesammtwerthes  Folgendes : 

s,r(H<£=«ü)  +r(.+<£^)+....».(i+4)+» 

K  K  K  K 

5)     A-ä^:p+       200      y +  175^"*^  !,(»;?"*"•  •1.0(n-a:)p 

Wir  wählen  zur  Verdeutlichung  des  Gesagten  folgendeo  Fall, 
der  einen  etwas  grussero  Zeitraum  umfasst,  damit  die  abwei> 
chenden  Resultate  stärker  hervortreten»  was  bei  kleinem  Zeit- 
räumen nicht  der  Fall  Ist. 

6)  Am  Ende  der  folgenden  15  Jahre  sind  je  lOOO  un- 
verzinslich fällig.  Statt  aller  Zahlungen  soll  nur  eine 
gemacht  werden.  Wie  gross  ist  der  betreffende  Werth, 
wenn  die  Gesamrotzahlung  sogleich  oder  am  Ende  des 
ersten,  zweiten,  u.  s.  w.,  oder  letzten  Jahres  geleistet 
und  .5  Procent  Zins  gerechnet  werden 

a.     bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen? 

h.    bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 

Setzt  man  nun  in  No^4)  und  5)  jr=:1000,  p=5,  n=16,  umI  Ar 
X  allmftlig  die  Wertfae  0,  1,  2,  ....15,  fährt  dann  die  errorderll- 
eben  Werthe  aus  den  Tafeln.  §*  14  ei«  imd  die  angeteigten  Ge- 
schäfte aus,  was  ohne  Schwierigkeit  geschehen  kann,  so  erhilt 
man  folgende  Zusammenstellung,  worin  die  Resultate  der  Rech- 
nung angegeben  sind :. 
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Zeit. 

(l^de  des 
Jahres.) 


Qesammtleistimg   nach 
der  Bechnung  mit  Zin- 


seszmsen. 


Gkeammtleistimg   nach 

der  Bechnnng  mit  ehi- 

fachen  Zinsen. 


Gegenwart. 

10379,6580 

1 

10898.6409 

2 

11443,5730 

3 

12015,7516 

4 

12616,8392 

5 

13247.3661 

6 

13908.7346 

7 

14605.2212 

8 

15335.4823 

9 

16102,2564 

10 

16907,3092 

11 

17762,7376 

12 

18640.3745 

13 

19572.3932 

14 

'  20651.0129 

16 

21578,5636 

10980,8352 

11409,4066 

11871,1713 

12366,1107 

12890,1107 

13444,9494 

14028,2828« 

14638,6276 

15274,3419 

15933,6011 

16614,3704 

17314^704 

18031,0370 

18701,4718 

19602,3810 

20250 

Man  sieht  aas  dieser  ZasammensteUiiDg  die  bedeutenden 
Abweichungen ,  iroraof  die  Werthbestinimongen  flShren.  Mao  kann 
nun  die  Geaammtaumme  irgend  eines  Jahres  herausheben  ond 
sie,  wie  früher  geschah.  Schritt  für  Schritt  Terfolgeo  und  wird 
die  bisher  aufgestellten  Sätze  bestätigt  finden,  wornach  die  durch 
einfache  Zinsrechnung  ermittelten  Werthbestimmungen  unrichtig 
und  die  durch  Zioszinsrechnung  ermittelten  riohtig  sind. 


§.  74. 

Bestimmung  der  Zahlungszeit  (Termin)  einer  Ges^mmt- 
summe  statt  der  einzeln  fälligen  Zahlungssummen. 

Hier  handelt  es  sich  um  Beantwortung  folgender  Frage: 

Am  Ende  der  folgenden  n  Jahre  ist  jeweils  am  Ende 
der  Jahre  die  Summe  K  unverzinslich  fällig.  Die  Ge- 
sammtsumme  S  =  nK  soll  auf  einmal  gezahlt  werden. 
Wann  muss  die  Zahlung  geschehen,  wenn  p  Procent 
gerechnet  werden 

a.  bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen? 

b.  bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 
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Erste   AnflOsiing. 

Zu  a.  Man  nenne  die  Zahl  der  Jahre ,  nach  deren  Ablauf 
die  Gesammtsumnie  gezahlt  werden  muss,  x,  und  bringe  dam 
den  Werth  aller  Zahlungen  auf  die  Gegenwart  zurück.  Dadorch 
entsteht : 

Eben  so  bringe  man  den  Wertb  der  nach  x  Jahren  nUligen  G*- 
sammtsumnie  aaf  die  Gegenwart  zurflck.     Es  entsteht : 

Beide  Werthe  nifissen  einander  gleich  sein.    Man  erhilt  daher: 

und  hieraus  nach  den  erforderlichen  UmSnderungen : 

*>  ^-    igl,0!p    -         Ig  1.1^ 

wenn  statt  5  und  R  die  Werthe  aus  No.  1)  und  2)  eingefilbrt 
werden.  Diese  Auflösung  findet  sich  in  meiner  Anleitung  }•  40. 
in  anderer  Form  vorgetragen. 

Zu  b.    Wendet  man  dieselben  Schlüsse   auf  die   Rechnoof 
mit  einfachen  Zinsen  an^  so  hat  man: 

K  K  K  K 

s        5.100  __  wir.  100 

^^  ^»-l,0;rp~100  +  :rp"-100+^' 

Beide  Werthe  m&ssen  einander  gleich  sein,  und  es  ist: 

100.5         ifJT.lOO 
^'  ^--100  +  Jli'^100  +  :r|i' 

und  hieraus: 

100.  S       100 
'  R.p         p 

Ist  nun,  wie  in  dem  Falle  No.  6)  §.73.  die  Summe  1000  jeweils 
am  Ende  der  15  folgenden  Jahre  unverzinslich  fUlig,  und  fragt 
man :  Wann  muss  die  Oesammtsumme,  von  jetzt  an  gerechoat, 
gezahlt  werden,  wenn  5  Procent  Zins  gerechnet  werden?  so 
erhiilt  man  zur  Bestimmung  dieses  Zeitpunkts  durch  EInRihnaig 
der  entsprechenden  Werthe 
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a)  bei  der  Recbanofc  mit  Zinsessinsen  au«  No.  4) : 

Ig  15 -ig  10,3796680     1.1760913-1.0161831 
"'        *~  Ig  1,08  -       .   0.0211803 

0.1699082 
~  0,0211893  ~ '•^*°°*' ' 

Ig0,1599062  =  0.2038707- 1 

Ig0,021 1893  =  0,3261 167  —2 

N.  0,8777640       =  7,548647 ; 

b)  bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  wenn  man  in 
No.  8)  die  entsprechenden  Werthe  mit  ROcksicbt  auf  No.  7)  §.  73. 
R  =  10980,8352  einsetzt : 

in\      _  18000.100       100        300000      <wv_,~w>jk, 
iV)   *- 6.10980.8382""  5   "10980,8352     ^-^^-W*«' 


IgaOÜOOO  =5.4771213 

Ig  10980.83  =4.0406364 

N.  1.4364859=27.32032. 

Zweite    Anflusung. 

Za  a.    Man  bringe  den  Wertb  simrotlicher  Summen  auf  den 
Zeitpunkt  der  letzten  Zahlung  znrfick.     Hiernach  erhiilt  man: 

1 1)  5| = f .  1,0J»—» + K.  Ififf-* + K.  l.Qp"-» + ....  ir.  1.0p + jr 

-'•   0.0p  • 

Nun  bezieh«  man  die  Zeit,  in  welcher  die  Gesammtsumme  ge- 
lahlt  werden  muss.  auf  denselben  Zeitpunkt,  nenne  die  Zeit, 
welche  zwischen  beiden  Zeitpunkten  liegt,  t,  und  fiShre  sodann 
den  Werth  der  Gesammtzahlung  auch  auf  den  Zeitpunkt  der 
letzten  Zahlung  zurflck.    Es  entsteht : 

12)  Si  =  S.  1.0^  =  nK.  IJÜp*. 

Ans  No.  11)  und  12)  entsteht,  da  beide  Werthe  gleich  sein  mflssen. 


and  hieraus: 


S.l,Opt=Si=zK}^^—=nK.hOi^, 


*^  '-     lgt.Öp \gT]Sß 
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Zu  b.    Wendet  man   dieselben  SohlGsse  aof  die  RechDirog 
mit  einfachen  Zinsen  an,  so  erhSlt  man: 

14) 

<»+"-^iSi)="'0+TiS()=»'('+äi). 

und  Jiieraus : 

n— 1 


15) 


2 


Diess  ist  die  Methode,  welche  gewöhnlich  zur  Auflösung  die- 
ser Aufgabe  gegeben  wird  und  auch  in  meiner  Anleitung  §.  IS. 
in  etwas  allgemeinerer  Form  mitgetheilt  ist. 

Werden  nun  die  entsprechenden  Zahlenwerthe  eingeflihrt,  so 
ergibt  sich  im  vorliegenden  Falle  aus  Mo.  13): 

_'g  '  0,05      ""^S^^     Ig21^785636-Igl5 

_  1,3340285  ~  1,1760913  _  0,1579312      .-^«^- 
/ ""  0,021 1893  ""  0,0211893  "^  ^*^^^^^ 

lg0,1579312  =0,1984679  - 1 

lgO,02U893  =  0,3261167  -  2 

N.  0,8723512      =  7,453345. 

Aus  No.  15)  wird : 

17)  z  =  — ^5— =7. 


Dritte  Auflösung. 

Zu  a.  Man  nehme  an,  dass  die  Gesammtsumme  in  x  Jahren 
von  jetzt  an  gerechnet  zu  zahlen  sei  und  bringe  dann  den  Werth 
sSmmtlicher  Zahlungen,  welche  vor  und  nach  diesem  Zeitpunkte 
fällig  sind,  auf  diesen  Zeitpunkt  zurück.    Hiernach  ist: 

18)        5,  =  JT.  l,fl^*-»  +  K.  1,0p»-*  +  ....  K.lMp-[-K 

+  1,0^  +  Ifip^  +  1^  +  •  •  1,0p»-' 

Diess  fflhrt  zq  der  Gleichung: 

19)  5_„ir_ir._____  +  jr. — ^j^ 
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Hieraas  erbilt  man  nach  den  nuthigen  Umrormnngen: 

Dies«  ist  dieselbe  Gleidiang»  welche  io  No.  4)  gefooden  wurde. 

Zu  b.  Man  kann  nnn^  wie  unter  a. ,  so  aoeh  ftlr  die  Reeh- 
oang  mit  einfachen  Zinsen  eine  Gleichung  zur  Auffindung  dieses 
Zeitpunkts  entwickeln.  Ihre  Aufstellung,  noch  mehr  aber  Ihre 
Auflösung,  ist  aber  mit  solchen  WeitIXufigkeiten  Terbunden »  dass  . 
es  sich  der  MCIhe  nicht  lohnt,  zumal  in  Aussicht  steht,  dass  sie 
auf  ein  von  den  bisher  gefundenen  Terschiedenes  Resultat  fiSh* 
ren  wird. 

Elve  vierte  Auflösung  zu  a.  ergibt  sich,  weiio  man  wie 
bei  der  dritten  verfährt  und  den  Zeitpunkt  der  Gesammtleistang 
aaf  den  der  letzten  Zahlung  bezieht.  Man  erhält  dann  folgende 
Gleichung : 

21)  nK^K.      yo^      +K,      Q^^     -^^'^^-aO^    ' 
and  hieraus: 

Diese  ist  die  in  No.  13)  gefundene  Bestimmung. 

Vergleicht  man  nun  die  gefundenen  Resultate,  so  stimmen 
die  durch  Zinszinsrechnung  gefundenen  unter  sich  genau  Qberein. 
Der  Werth  von  x  bezieht  den  Zeitpunkt  der  Gesammtzahlung 
auf  die  Gegenwart ;  der  von  z  auf  denjenigen  der  letzten  Zahlung. 
Beide  Werthe  ergänzen  sich  gegenseitig  und  es  ist 

;rr^n-^z=15-7,453345=7,646665, 

wie  denn  n=^x  -{-  z  sein  muss.  Die  unbedeutende  DÜFerenz  in 
der  letzten  ZiiFer  rührt  von  der  Rechnung  mit  Logarithmen  her, 
wobei  die  letzte  Ziffer  nicht  inmier  zuverlässig  ist.  Es  Usst  eich 
nämlich  aus  No.4)  und  No«  13)  leicht  nachweisen,  dass  n=:^-|-z 
sein  muss,   denn  es  ist: 

.  ,    1-1,<V>-^     ,    1,V-1     , 


n  +  I 


Igi  JDp  ^  \glfip 


1.0p'-i  I.Qp»-l  l,Op«-l_    1^1 
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also: 
23)  ^+,__|^___^_„. 

Diese  Harmonie  findet  bei  den  durch  die  Rechnung  mit  eio* 
fachen  Zinsen  gefundenen  Resultaten,  wie  man  sieht»  nicht  statt 
Sie  widersprechen  sich  und  den  eben  gemachten  Bemerkungen, 
denn  nach  No.  10)  soll  die  Gesammtzahlung  in  7,320....  von  jetzt 
an  gerechnet,  und  nach  No.  17)  soll  sie  7  Jahre  vor  der  letatea 
Zahlung,  also  in  8  Jahren  von  jetzt  an  gerechnet,  gescbehea. 
Sie  fahren  offenbar  auf  unrichtige  Resultate. 

Aus  dem  Gesagten  geht  unzweifelhaft  hervor,  dass  bei  der 
sogenannten  Termin-  oder  Zeitrechnung  die  Rechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen,  wie  überall,  auf  unrichtige  Resultate  f&hrt  und 
daher  unzulSssig  ist,  obgleich  sie  in  verschiedenen  Lehrbfichera 
als  unbeanstandet  vorgetragen  wird. 

Man  kann  die  Richtigkeit  der  in  No.  4)  und  No.  13)  gefunde- 
nen Resultate  durch  den  Thatbestand  nachweisen,  wenn  man 
Schritt  fQr  Schritt  die  Zahlungsleistungen  verfolgt,,  die  Gesaromt- 
summe  an  dem  festgestellten  Zeitpunkte  verabfolgt  und  dana  die 
Rechnung  bis  zur  letzten  Zahlung  fortführt  Diess  lässt  sich  in 
Kfirze  auf  folgende  Weise  zeigen. 

Hat  Jemand  in  den  folgenden  15  Jahren  je  1000  zu  zablea 
und  zahlt  er  die  Gesammtsumme  von  15000  erst  in  7,5466. ... 
Jahren  auf  einmal,  so  ist  seine  Schuld  am  Ende  des  7ten  Jahres 
bei  5  Procent  auf 

S= 1000.  -^^  =8142,0086 

angewachsen,  weil  er  in  der  Zwischenzeit  keine  Zahlung  leistete 
Nimmt  man  der  kurzem  Rechnung  wegen  den  Zeitpunkt'  der  Ge- 
sammtzahlung zu  7,546  Jahren  an,  so  betragen  die  Zinse  dieser 
Schuld  in  0,546  Jahr  8142,085.0,546.0,05  =  222,2768.  Daher  er^ 
wftchst  seine  Schuld  bis  zu  dem  bestimmten  Zeitpunkt  auf 

5i  =  8142,0085  +  222,2768  s  8364,2863. 

Zahlt  er  nun  die  Gesammtsumme,  so  bleibt  ein  Ueberscbuss  vod 

R  =  15000  —  8364,2853  =  6635,7147. 

Dieser  wächst  für  den  Deberrest  des  Jahres  von  0,454  um  des 
Zinsbetrag  von  6635,7147.0,454.0,05  =  150,6307.  Das  disponible 
Kapital  am  Ende  des  8ten  Jahres  ist  daher; 

S^  =s  6635,7147  -|- 150,6307  =  6786^14. 
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Werden  hievon  die  am  Ende  des  8ten  Jahres  ftlligen  1000  ab- 
gezogen, so  bleibt  die  Summe  5786»3414  Sbrig,  welche  genfigt» 
um  die  am  Ende  der  folgenden  7  Jahre  fälligen  Summen  von 
1000  zu  decken,  denn  man  hat  hiezu  ein  Kapital  von 

72  =  1000 .  i^=^^^  =  5786.3734 

nothig,  welches  ganz  nahe  mit  dem  eben  angegebenen  Werthe 
zusammenföllt.  Die  kleine  Differenz  röhrt  von  der  Rechnung  mit 
abgekfirzten  Zahlen  her. 

5.75. 

Schlnssbemerkungen. 

In  allen  bisher  behandelten  Fällen  wurde  vorausgesetzt,  dass 
bei  Heimzahlung  der  Kapitalien  der  vorgeschriebene  Tilgungs- 
plan richtig  eingehalten,  die  falligen  Zinse  pCnktlich  auf  die  be- 
stimmte Zeit  gezahlt  und  wieder  nutzbringend  angelegt  werden 
oder  werden  können.  Nur  unter  dieser  Bedingung  kOnnen  die 
gefundenen  Resultate  in  Geltung  erhalten  werden.  Bei  geordne- 
ten Verhältnissen  wird  diess  auch  zutreffen,  wie  bei  Tilgung  der 
Anleihen  in  Staaten  mit  geordneten  Finanzen.  Hier  sind  die 
Bedingungen  des  Caiculs  vollständig  vorhanden. 

In  andern  Verhältnissen,  und  namentlich  bei  Privaten,  wird 
diese  Voraussetzung  nicht  immer,  und  diess  ist  vielleicht  der  ge- 
wöhnliche Fall,  zutreffen,  und  es  werden  sich  manche  Schwie- 
rigkeiten einer  punktlichen  Er/ullung  der  Verpflichtungen  und  der 
Möglichkeit  alsbaldiger  Zinsanlage  entgegenstellen ,  wie  die  Saum- 
seligkeit der  Schuldner,  der  Mangel  eines  Geldmarkts,  die  Un- 
gunst der  Verhältnisse,  zu  kleine  Summen  u.  dergl. 

Es  wäre  nun  ganz  ungeeignet,  die  Schwierigkelten  und  Hin- 
dernisse, welche  sich  der  genauen  Durchfährung  der  aufgefunde- 
nen Resultate  entgegen  stellen  und  sie  in  einzelnen  Fällen  ofl 
zur  Unmöglichkeit  machen,  läugnen  oder  ignoriren  zu  wollen. 
So  wird  nach  den  entwickelten  Lehrsätzen  die  Summe  10,  ein- 
mal angelegt  und  jährlich  zu  5  Procent  verzinst,  in  20  Jahren  zu 

der  Hohe 

«=10.1,05*0  =  26,5329 

erwachsen;  eben  so  wird  die  Summe  1,  wiederholt  jährlich  an- 
gelegt und  zu  5  Procent  verzinst,  in  50  Jahren  sammt  Zinseszins 
asu  einem.  Kapitale  von 
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erwachsen,  oder  eine  su  5  Procent  verzhislicfae  Schuld  von  100 
in  36—37  Jahren  vollständig  getilgt  sein,  wenn  jährlicb  6  Pro- 
cent Zins  statt  5  Procent  gezahlt  werden.  Wenn  aber  diese 
Fälle  im  Einzelnen  praktisch  durchgefährt  werden  sollen ,  so  wird 
es  dem  besten  Willen  und  der  grussten  Tbätigkeit  kaum  geTtn- 
gen,  die  sieh  entgegenstellenden  Schwierigkeiten  und  Hindernisse 
glücklich  ^u  Obentinden.  Nur  eine  biefOr  eingerichtete  Annuitä- 
ten-Anstalt wird  im  letzten  Falle  da  HOlfe  bringend  eintreten 
können,  wo  die  einzelne  Kraft  nicht  hinreicht. 

Wollte  man  aber  umgekehrt  aus  dem  Umstand,  dass  die 
Sätze  der  politischen  Arithmetik  in  einzelnen  Fällen  des  prakti- 
schen Lebens  nicht  ihre  volle  Geltung  finden  können,  die  Folge- 
rung für  gerechtfertigt  halten,  dass  ihre  Sätze  überhaupt  oicbt 
anwendbar  und  zulässig  seien,  so  dürfte  diess  noch  viel  unge- 
eigneter erscheinen.  Die  politische  Arithmetik  hat  diese  CufoU* 
kommenheit  mit  allen  Zweigen  der  Mathematik'  gemein,  welche 
sich  mit  der  Anwendung  auf  das  praktische  Leben  beschäftigen, 
da  sie  einen  Theil  derselben  bildet.  Die  angewandte  Mathematik 
stellt  die  Gesetze  über  den  freien  Fall  der  Körper,  über  die  Babn 
geworfener  Körper,  über  den  Ausfluss  der  Flüssigkeiten  u. s.w. 
fest.  So  bald  sie  aber  im  einzelnen  Falle  zur  Anwendung  kom- 
men sollen,  zeigt  sich  in  noch  viel  grosserem  Maasse  als  hier 
die  Undurchftihrbarkeit.  Niemand  wird  sich  aber  beigehen  lasses» 
aus  diesem  Grunde  die  Richtigkeit  der  von  ihr  aufgestellten  Lehr- 
sätze in  Zweifel  zu  ziehen  oder  Hir  unzulässig  zu  erklären,  deas 
diese  Beschränkung  rührt  nicht  von  der  Theorie,  sondern  von  der 
Einwirkung  äusserer  Ursachen  her,  welche  keinenfalls  der  Theorie 
zur  Last  fallen  können.  Im  Gegentheil  wird  Jedermann  bemfilit 
sein,  durch  Nachhülfe,  Verbesserungen  und  Abwendung  der  stö- 
renden Ursachen  die  Praxis  der  Theorie  anzupassen  und  zu  nähero, 
wozu  die  Geschichte  dieser  Wissenschaft  eine  Menge  von  Bele- 
gen liefert. 

In  ganz  gleicher  Weise  stehen  die  Lehrsätze  der  politisches 
Arithmetik  dem  praktischen  Leben  gegenüber.  In  mancher  Be- 
ziehung befinden  sie  sich  sogar  in  günstigerer  Stellung,  wie  bei 
der  Tilgung  der  Staats  -  Anleihen ,  bei  solchen  Anstalten,  die  wt 
grossen  Geldsummen  arbeiten,  Hinterlegungs-  und  Versicherungs- 
kassen, Annuitäten  u.  s.w.  Hier  finden  ihre  Sätze  volle  und  un- 
verkürzte Geltung  und  Anwendung. 

Anstatt  aber,  wie  in  den  übrigen  Zweigen  der  Mathematik, 
dahin  zu  streben,  den  von  ihnen  aufgestellten  Sätzen  nachznkoia* 
men  und  die  Praxis  der  Theorie  zu  nähern,  ist  man  auf  den  un- 
erwarteten Ausweg  gekümmert,  ihre  Sätze,  weil  im  einzelnen  Falle 
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wegen  äaseerer  Hinderome  oft  ondurcfanihrbar,  ffir  amtilitoeig  zu 
erUären.  Diese  ist  oamentlich  von  vielen  Rechtslebrern  geschehen, 
welche  die  Lehre  von  der  Zinesine- Rechnung  bei  Bereehnvng  des 
Intonisnriane  verwerfen  und  eich  nicht  mit  dieser  Negation  it^egnfi- 
gen»  sondern  die  Lehre  von  der  einfachen  Zinsrechnung  (die  so- 
genannte Hoffmann'sche  Methode)  an  ihre  Stelle  setzen ,  deren 
IJiirichtigkeit  in  alier  Strenge  nachgewiesen  wurde.  Ganz  unge* 
rechtfertigt  erscheint  dieses  Vorgehen.  Denn  an  die  Stelle  einer 
richtigen  Methode  kann  oiEenbar  nicht  eine  im  Princip  durchaus 
unrichtige  gesetzt  werden ,  weil  sie  bei  der  Anwendung  einige 
mrigliche  Collisionen  umgeht. 

Ein  Punkt  ist  hier  noch  hervorzuheben,  der  sich  auf  die  Be- 
nutzung der  Kapital werthe  bezieht  und  der,  wie  es  scheint»  nicht 
immer  richtig  gewürdigt  wurde. 

Die  Benutzung  eines  Kapitals  wird  durch  den  Begriff  Zins 
bezeichnet.  Cr.i^t  relativ  und  wird  gewüholich  durch  die  Ver- 
hSltuis^e  oder  Uebereinkomnien  festgestellt.  Werden  nun  Kapi- 
talwerthe,  die  zu  verschiedenen  Zeiten  iallig  sind,  nach  einem 
bestimmten  Zinsfusse  auf  einen  und  denselben  Zeitpunkt  zurück* 
gebracht,  so  wird  hiedurch  immer  nur  eine  Ausgleichung  für  vor- 
handene Forderungen  und  Ansprüche,  welche  sich  gegenfiber 
stehen  (Schuldner'  und  Gläubiger),  ermittelt.  Die  Werthberech- 
fiung  dieser  Forderungen  muss  auf  richtiger  Grundlage  und  rouss 
jedem  Anspruch  in  vollem  Maasse  gerecht  werden.  Diese  Grund- 
lage ist,  wie  gezeigt  wurde,  einzig  und  allein  die  Rechnung  mit 
Zinseszinsen,  und  zwar  mit  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen. 
Sie  muss  unverräckt  festgehalten  werden.  Jede  andere  fiihrt  zu 
onricbtigen  Resultaten,  also  auf  Beschädigung  der  einen  oder 
andern  Seite.  Die  Möglichkeit,  wie  Jemand  die  auf  diesem  Wege 
ihm  zugewiesene  KapitaUumnie  benutzen  kann,  kommt  vorerst 
gar  nicht  in  Betrachtung  und  kann  nicht  in  Betrachtung  kommen, 
denn  es  hängt  von  seiner  Geschicklichkeit,  Thätigkeit,  Gewis- 
senhaftigkeit, Sparsamkeit,  Zeitverhältnisseu  und  verschiedenen 
Susseren  Umständen  ab,  wie  er  die  ihm  zugewiesene  Summe 
benutzen  wird  und  kann.  Dem  Caicul  sind  alle  diese  Dinge  un- 
zugänglich und  unanfassbar.  Kann  Jemand  eine  in  einem  Zins- 
foss  ihm  zugewiesene  Summe  durch  seine  Geschicklichkeit 
oder  wegen  äusserer  günstiger  Verhältnisse  in  einem  huhern  Zins- 
fuss  benutzen,  so  ist  diess  sein  Vortheil,  der  aber  in  den  Caicul 
nicht  übertragen  werden  kann.  Eben  so  wenig  kann  hiebe!  der 
Umstand  in  Betrachtung  kommen,  wenn  Jemand  eine  ihm  In 
einem  bestimmten  Zinsfuss  zugewiesene  Summe  durch  Ungeschick- 
lichkeit, Nachlässigkeit  oder  Trägheit  theil weise  oder  ganz  ver* 
liert  oder  in  einem  niedrigem  Zinsfuss  benutzt.     Die  Basis  der 
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Ausgleichung  kann  hierauf  keine  Rficksicbt  nehmen.  Sie  nrats 
objectiv  und  volliverthig  sein  und  auf  richtiger  Rechnung  beruhet. 
Diesen  Punkt  haben  namentlich  alle  diejenigen  Rechtslehrer  ausser 
Acht  gelassen,  welche  behaupten ,  dass  bei  der  Werthberecfanoi^ 
der  Forderung  einzelner  Personen  die  Möglichkeit  der  Benntsmg 
nach  der  Zuweisung  berücksichtigt  werden  soll,  und  haben  hienas 
ein  Moment  für  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  hergeholt, 
was  nach  meiner  Ansicht  durchaus  unstatthaft  und  bei  einer  rich- 
tigen Kapitalberechnung  unzulässig  ist. 

Hierzu  liefern  die  in  §.  71.  und  §.  72.  behandelten  Fftlle  einen 
eben  so  einfachen  als  öberzeugenden  Beleg. 

Hat  Jemand  eine  Summe  von  250  nach  10  Jahren  an  setnen 
Gläubiger  auszuzahlen ,  die  unterdessen  zu  4procentigen  Zinsen  be- 
nutzt werden  kann,  und  soll  sie  sogleich  unter  dieser  Voraus 
Setzung  unter  beide  vertheilt  werden,  so  sind  nach  der  Zlnszins- 
Rechnung  dem  Nutzniesser  81 J0895  und  dem  Eigenthfimer  168,89104, 
zusammen  250,  zuzuweisen.  Kann  nun  der  Eigen thGmer  die  er- 
haltene Summe  nicht  sofort  den  Voraussetzungen  entsprechend 
nutzbringend  anlegen,  so  wird  es  der  Nutzniesser  noch  weniger 
können.  Beide  sind  dann  in  gleicher  Lage  und  keiner  ist  beror- 
zugt.  Wollte  man  nun,  um  diess  zu  vermeiden,  nach  der  eio- 
fachen  Zinsrechnung  dem  Gläubiger  178,57142  (No.  12)  §.  71.)  nixi 
d^m  Nutzniesser  den  Rest  mit  71,42858  zuweisen,  so  käme  letz- 
terer offenbar  in  Schaden.  Wörde  man  aber  dem  Nutzniesser 
82,7058  und  dem  Eigenthumer  den  Rest  167,2942  zuweisen,  so 
käme  dieser  jedoch  unbedeutender  in  Schaden.  WOrde  die  Ter 
theilung  nach  4  Procent  Haupt-  und  2  Procent  Z wisch enzinsen 
ermittelt,  so  träte  derselbe  Fall  ein.  Nur  eine  Rechnungswdse 
beschädigt  weder  den  Nutzniesser,  noch  den  Eigenthumer  odi! 
ist  die  objectiv  richtige. 

Dabei  ist  jedoch  nach  meiner  Ansicht  eine  billige  Berfifck- 
sichtigung  der  Verhältnisse  des  praktischen  Lebens  nicht  ausge- 
schlossen. Sie  darf  aber  nicht  auf  einer  offenbar  falschen  Grund- 
lage beruhen. 

§.  76. 

Fortsetzung. 

Dass  eine  strenge  Durchffihrung  des  Caiculs  bei  der  Anwen- 
dung auf  besondere  Fälle,  bei  allem  Streben,  demselben  gerecht 
au  werden,  oft  nicht  mCgIlch  ist,  kann  nicht  in  Abrede  gestellt 
werden.  Man  hat  sich  dann  zu  begnügen,  möglichst  annähernde 
Werthe  an  die  Stelle  der  vorgeschriebenen  zu  setzen.  Diess 
soll  an  folgendem  Falle  gezeigt  werden. 
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1)  Ein  Staat  hat  eine  Schuld  von  2000000  zo  5  Pro- 
cent in  10  Jahren  so  zu  tilgen,  dass  jährlich  200000  am 
Kapital  nebst  den  Zinsen  abgetragen  werden.  Die 
Schuld  soll  in  eine  gleichwerthige  4procentige  umge- 
wandelt und  die  erforderliche  Anzahl  von  Schuld- 
scheinen zu  100  ausgegeben  werden.  Wie  viele  Schuld- 
scheine sind  auszustellen?  Wie  geht  die  Rückzah- 
lung vor  sich ? 

Auflösung.  Die  Summen ,  welche  zur  Heimzahlung  der. 
Schuld  bei  jährlicher  Verzinsung  in  den  folgenden  10  Jahren 
outbig  werden,  ergeben  sich  aus  No.  1)  §.32.,  wenn  ^=200000, 
IT  =  2000000  und  ^  =  5  {gesetzt  wird,  und  sind  der  Reihe  nach 
300000,  290000,  280000,  270000,  ....220000,  210000.  Diese  Werthe 
hat  man  entweder  einzeln  in  4procentige  umzusetzen  oder  nach 
§.47.  No.2)  zu  verfahren.  Wird  dort  24  =  200000.  JT^ 2000000, 
^  =  6,    ^  =  4,   w  =  10   gesetzt,    «o   entsteht: 

=  50000. 8,1 108958  ^  2500000.0,6755642 
=  405544,7889 . . . .  +  1688910,422 
=  2094455,21. 

Der  Staat  bat  hiernach  eine  nominelle  Schuld  von  2094455,21 
statt  2000000  zu  übernehmen  und  20945  vierprocentige  Schuld- 
scheine zu  je  100  auszustellen,  wenn  55,42  zu  einem  vollen  Schuld- 
schein gerechnet  wird,    sie  zu  verzinsen  und  tilgen. 

Da  die  Schuld  nach  dem  oben  aufgestellten  Tilgungsplan 
zurückgezahlt  werden  mus»,  so  sollten  der  Reihe  nach  in  den 
folgenden  10  Jahren  die  oben  angegebenen  Summen  300000,  290000, 
280000,....  210000  gezahlt  werden.  Die  strenge  Einhaltung  die- 
ser Werthe  wird  nicht  durchführbar  sein.  Der  Tilgungsplan  erlei- 
det daher  folgende  Modification  : 

Istes  Jahr.   Stand  der  Schuld 2094500 

4proc.  Zins  hinzu 83780 

"2178280 
Zins  mit  83780  und  2162  Schuldscheinen  ab  .       299980 

2te|i       „      Stand  der  Schuld 187K3U0 

Zins  hinzu 75132 

1953432 
Hievon  Zins  und  2149  Schuldscheine  ab  .    .       290032 

1663400 

TUcil  XXXVll.  27 
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3te8  Jahr.    Stand  der  Schuld 1663400 

Zins  hinzu 66636 

1729936 
Bievon  Zins  und  2135  Schuldscheine  ab  .    .       280036 

4tes      „        Stand  der  Schuld 1449900 

Zins  hinzu 57996 

15078S« 
Hievon  Zins  und  2120  Schuldscheine  ab  .    .        269996 

ötes      „       Stand  der  Schuld 12379UU 

Zins  hinzu 49616 

1287416 
Hievon  Zins  und  2105  Schuldscheine  ab  .    .        260016 

6tes      „        Stand   der  Schuld 102740Ü 

Zins  hinzu ^1096 

1068496 
Hievon  Zins  und  2089  Schuldscheine  ah  .    .        249996 

7tes      „        Stand  der  Schuld 818590 

Zins  hinzu 32740 

851240 
Hievon  Zins  und  2073  Schuldscheine  ab  .    .        24OQ40 

8tes     „        Stand  der  Schuld 511315 

Zins  hinzu 24448 

635648 
Hievon  Zins  und  2056  Schuldscheine  ab  .    .        230048 

9tes     „        Stand  der  Schuld 405600 

Zins  hinzu \&HA 

421824 
Hievon  Zins  und  2038  Schuldscheine  ab  .    .        220024 

lOtes    „       Stand   der  Schuld 201800 

Zins  hinzu 807^ 

2Ö98J5 
Hievon  Zins  und   2018  Schuldscheine  ab  .    .        209878 

oooooo 

Man  sieht,  dass  die  Schuld  als  eine  4procentige  mit  der  leti- 
ten  Zahlung  getilgt  ist.  Die  zurückgezahlten  Schuldscheine  be- 
tragen zusammen  20945  und  stellen  daher  eine  vierprocentige  nomi- 
nelle Schuld  von  2094500  in  runder  Summe  vor.  Der  ursprClDgliche 
Tilgungsplan  konnte  nicht  in  aller  Strenge  durchgefiihrt  werden, 
denn  statt  der  oben  festgestellten  Summen  ivurden  folgende:  299980, 
290032,  280036,  269996,....  220024,  209872  ausbezahlt,  welche  bald 
etwas  hoher,  bald  etwas  niederer  als  die  genannten  sind.  Dai 
oben  Gesagte  findet  hiermit  seine  Bestätigung. 
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Beitrag  zur  Aaflosang  kubischer  Gleichangen  mittels 
kyklischer  und  hyperbolischer  Functionen. 

Von 

Herrn  Dr.  fVillK  Matzka^ 

Professor  der  Mathemalik  an  der  Horhschiile  zu  Frag. 


Herr  Oberlehrer  J.  F.  W.  Gronau  in  Danzig,  welcher  dem 
mathemattsehen  Publikum  bereite  durch  einige  kritische  Abhand- 
lungen fiber  algebraische  Fragepunkte  sich  Vortheilhaft  bekannt 
gemacht  bat,  veröffentlichte  in  einer  Abhandlang,  betitelt:  „Auf- 
lösung der  kubischen  Gleichungen  durch  trigonome- 
trische Functionen  des  Kreises  und  der  Hyperbel, 
nebol  Tafeln  für  dre  letzteren '**),  eine  recht  umständlich 
und  folgerecht  durchgeführte,  dann  von  vielen  Beispielen  erläu- 
terte und  sonach  sehr  verdienstliche,  Darstellung  der  Berechnung 
säro rotlich  er  drei  Wurzelwertbe  drittgradiger  Gleichungen  aller 
roSgliefaeil  Formen,  mit  HQlfe  der  Kreis  und  HyperbetfonCtionen. 
Bei  Durchlesung  des  mir  verehrten  Exemplars  dieser  höchst 
beachtungswürdigen  Abhandlung  vi^rGel  ich  auf  ein  Paar  andere 
Uebergänge  von  der  zu  Grunde  gelegten,  alte  drei  Wurzelwerthe 
der  kubischen  Gleichung  in  sich  fassenden^  cardanischen  Formel 
zu  den  kyklometrischen  und  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus, 
so  wie  auch  anf  dreideutige,  sämmtliche  drei  Wurzelwerthe  lie^ 
fernde,  Rechnungsausdrucke  in  derlei  Functionen.  Die  öffentliche 
Beisteuer  dieses  geringen  Scherfleins  zur  Auflösung  der  Glei- 
chungen dritten  Grades  wolle  nicht  mtssfölll^  aufgenommen  werden. 


*)  Separatabdriick  aus  den  ,, Neuesten  Schriften  der  natur- 
foratbenden  GetelUchaft  iil  Danzi^'S  6.  BafediBs  2.  und  3.  Heft. 
4.     nanzig  18C1. 

27  • 


\ 
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I. 

Zurückieitung  der  allgemeinsten  Form  von  Gleichungen  dritten 
Grades  auf  eine  leichter  lösbare  Hilfsform. 

Die   allgemeinste,  oder   vollständige  Form   der  algebraiscben 
Gleichungen  dritten  Grades  ist: 

(1)  ^y»  +  Ä3^«+C^+Z>  =  0, 

in  welcher  nothwendig  die  dritte  Potenz  der  Unbekannten  y  vor- 
kommen mqss,  also  A  nicht  Null  sein  kann.  Auch  Ifisst  sieh 
voraussetzen,  dass  das  völlig  bekannte  Glied  D  nicht  Null  sei» 
weil  sonst  die  Gleichung  in  die  zwei 

y  =  0,    %HÄy  +  C=0  , 

zerfallen  und  letztere  nur  mehr  vom  zweiten  Grade  sein  würde. 
Sonach  kann  füglich  bios  eines  der  zwei  Mittelglieder  mit  der 
zweiten  oder  ersten  Potenz  der  Unbekannten  fehlen»  also  ß^O 
oder  C=0  sein.  Da  wo  die  zweite  Potenz  fehlt,  erhält  die 
Gleichung  die  Gestalt: 

(2)  %»  +  Cy  +  Z>  =  0, 

dagegen,  wenn  die  erste  Potenz  mangelt,  nimmt  die  Gleichung 
zwar  die  Gestalt 

an^  kann  jedoch  dadurch,  dass  man  durch  die  von  NuH  verschie- 
dene y^  theilt,  verwandelt  werden  in  die 


(3) 


wonach  sie,  für  die  Unbekannte  ^t  mit  der  Gleichung  (2)  gleich- 
gestaltet ist 

Schon  hieraus  Hesse  sich  muthmassen,  die  Gleicbungsform 
(2)  könne  eine  für  die  Erleichterung  der  Lösung  der  Aufgabe 
geeignete  Hilfsform  sein;  entschiedener  tritt  dies  jedoch  aus  fol- 
gender Betrachtung  hervor. 

Die  Unbekannte  y  kann,  wie  jede  andere  Zahl,  im  allgemei- 
nen zweitheilig  dargestellt  werden;  nur  fragt  es  sieb  dabei, 
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wann  ihre  beiden  Tlieile,  die  wir  liier  u  und  o  nennen  wollen, 
sich  bequem  bestimmen  lassen.    Da  wir  so 

(4)  y:=zu+V 

setsen^  so  haben  wir 

# 

y*  =  («  +  % 
und  verwandela  hiedurch  die  Gleichung  (1)  in 

[iAuv+B(u+v)  +  C]y  +  A(u^  +  D«)  +  Z>  =  0. 

Üa  kdnnten  wir  nun  ti,  e  uns  so  bemessen  denken ,  dass  der 
Factor  der  y,  also  auch  das  Uebrige  verschwinde,  mithin  die 
Bestimmungsgleichungen 

3Auvi-B(u+v)  +  C=zO, 

bestehen.  Allein  ein  leichter  Ueberblick  wärde  uns  belehren; 
dass  aus  ihnen,  so  lange  B  nicht  Null  ist,  nur  mittels  einer 
Gleichung  dritten  Grades,  der  wir  ja  eben  ausweichen  wollen, 
das  Product  uv  als  zunächst  auszuwerthende  Unbekannte  sich  be- 
stimmen lasse. 

Hingegen  für  i?  s  0  oder  für  die  Gleichungsform  (2)  werden 
diese  beiden  Bestimmungsgleichungen: 

Aiu^  +  v^+D=0, 
oder  in  Folge  einer  leichten  und  erlaubten  Umänderung: 

Au.Av  = TT- 

(5)  ; 

5  - — 2~' 

woraus  man  sofort  ersieht,  dass  mittels  einer  Gleichung  zweiten 
Grades  vorerst  die  dritten  Potenzen  von  Au ,  Av  und  aus  ihnen 
dann  ti,  v  selbst  unschwer  bestimmt  werden  können. 

Um  nun,  wie  wir  hieraus  als  nothwendig  erkennen,  die  Glei- 
chung (l)  in  eine  andere,  die  zweite  Potenz  der  Unbekannten 
nicht  enthaltende,  umzuwandeln;  ertheilen  wir  ihr  durch  Multipli- 
cation  mit  der  von  Null  verschiedenen  A^  die  Gestalt: 
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an  der  wir  sogleich  erkennen,  dass  ihre  zwei  ersten  Glieder  den 
Anfang  von  (Jy+-5)'  bilden,  folglich  dass 

ist;  demnach  erhalten  wir  aus  ihr: 

{Ay  + 1)»+  {AC-\B^Ay  +  A»D  -  (|)*  =  0 

und  sehen  uns  hiedurch  veranlasst  zu  setzen 

B  B 

(6)  Ay-\-i^-=x    oder    y  =(x  — -«^):-4, 

folglich  diese  Gleichung  zu  verwandeln  in 

Um  nun  diese  Unbekannte  op  zweitheilig  darstellen,  sohii 

(8)  x=^u-\-v 

setzen  und  ihre  Theile  u,  v  einfach  berechnen  zu  kSnnen,  habet 
wir  nach  Obigem  die  in  den  Gleichungen  (1)  stehenden  Zahlen 

y,     A,    B,     C,    D 

zu  ersetzen  beziehungsweise  dinreh 

X,  1,  0,  ^C-4ß*,  il«D  +  2^*y-i4C.^ 

und  erhalten  so  anstatt  der  Bestimmnngsgleichungen  (5)  der  ic,  r 
die  folgenden: 

tir  =  — i(^C-iÄ«), 
«5i|£!  =  _.(^.Z>f2(f)'-^C.f). 
Hier  sehen  wir  uns  aufgefordert,  zur  Abkürzung  zu  setzen: 

damit  wir  fffr  ti,  v  die  mOglicb  einfachsten  Bestinimungsgleichiiiigen 

(9)  uv=f. 
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(10)  '  h!+l'=^. 

erhalteD. 

Berechnen  wir  demnach  ans  den  Coeflicienten  der  Gleichung 
(l)  die  Hilfszahleu  /*  und  g  nach  den  Ausdrficken: 


(11)     f=[j)-^>   9^^:j-(j)- 


A^D 


so  erhalten  wir  als  zovurderftt  aufzulueeode  Hilbgleichung 

(12)  o:»— 3/ar— 2^  =  0    oder    a:»  =  3/'a:  +  2^. 

Ffir  die  beiden  Theile  ti,  o  der  x  liefern  die  Gleichungen  (9)  und 
(10)  zunächst: 

and  sohin 

(13)  «»rr^  +  V^^T«.     e»  =  ^-VF=^*. 

welche  Ausdrficke  ich  lese:  tt,  e  sind  die  dritten  Wurzeln  der 
dem  Gleichheitszeichen  nachfolgenden  Summen.  Setzt  man  sonach 
aus  den  Werthen  der  u  und  r  nach  Gleichung  (8)  den  Wurzel- 
werth  X  der  Gleichung  (12)  zusammen,  so  findet  man  die  eigentlich 
In  Frage  gestellte  Unbekannte  y  aus  der  Gleichung  (6). 

Aus  dieser  ganzen  Betrachtung  erhellet  nun,  dass  es  sieh 
hier  eigentlich  doch  blos  um  die  vollständige  Auflösung  der 
Hilfsgleichung 

(12)  x^  =  Zfx^%, 

handelt^  und  dass  deren  Wurzelwerth  x  durch  den  Ausdruck 

(8)  x  =  u^v 

allgemein  dargestellt  wird,  welcher  unter  der  Voraussetzung,  dass 
man  u,  v  den  Ausdrücken 

gemäss  berechne,  die  Formel  des  Cardanus  genannt  zu  wer. 
den  pflegt. 

Hier  nun  beabsichtige  ich,  mit  der  Einschränkung,  dass  die 
Coefficienten  /*,  g  der  Gleichung  (12)  nicht  imaginär  (complex), 
sondern  jedenfalls  reell  seien,  diesen  allgemeinen  Ausdruck  (8) 
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mit  Benutzung  tbeils  der  Kreisfunctionen ,  theils  der  bypeiboTi- 
sehen  Functionen  dermassen  umsugestalten ,  dass  derselbe  alk 
drei  Wurzelwerthe  a:  der  Gleichung  (12)  in  sich  begreife.  Dabei 
müssen  wir  vor  Allem  unterscheiden»  ob  die  in  (13)  steheod« 
zweite  Wurzel  reell  oder  imaginär  sei  oder,  um  uns  in  ilt- 
herkömmlicher  Weise  auszusprechen,  ob  bei  der  aufzuloseiHleB 
kubischen  Gleichung  (12)  der  reducible  oder  der  irreducible 
Fall  vorkomme,  die  Gleichung  also  nur  einen  oder  drei  r«eUe 
Wurzelwerthe  besitze;  von  welch  beiden  Fällen  wir  den  letztere! 
zunächst  behandeln  wollen. 


II. 


Erste  Verwandlungsweise  der  Formel  Cardan's. 


A.    Irreducibler  Fall, 
wo  die    V^9*— 7*  imaginär  also /*^^^*  mithin /*  positiv  ist 

In  diesem  Fall  setzen  wir  des  (negativen)  Radicands  (positi- 
ves) Gegentheil 


(14) 


r^g^  =  /fl. 


wobei  wir  die  reelle  Zahl  A  fSr  positiv  ansehen  wollen.  Daoc 
wird,  wofern  wir  V^—  1  =  i  stellen. 

Nun  dOrfen  wir  bekanntlich  jedwede  zwei  reelle  Zahlen  (g,  A)  be- 
ziehungsweis  dem  Cosinus  und  Sinus  einer  Zahl  (q>),  welche  deo 
Zahlwerth  entweder  eines  Winkels  oder  eines  ihm  entsprechenden 
Kreisbogens  oder  auch  eines  ihm  angehOrigen  Kreissectors  vor 
stellt,  proportionirt  und  gleichstimmig  setzen;  folglich,  wenn  wir 
das  positive  Verhältniss  jeder  von  jenen  zwei  Zahlen  zu  ihrer 
Proportionellen  mit  r  bezeichnen,  dOrfen  wir  aufstellen : 


9     __^_ 
cosfp       d\ng> 


=  ri 


dann  ist  dies  auch 


V  cos 9"  +  sm  ^^  1 
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Wir    berechneo   demnaeb    vorerst   die    positive   VerbSltnissiabl 
r  nxm 

und  dann  die  MasszabI  q>  ans 

cos  9-=^     ond    sing?  =  - 
Im  Bereicbe  9  =  0....»;  dann  ist  umgekebrt: 

und  sonacb 

y  i^  ±  »Ä  =  t{cos  (p  J:  1  sin  tp). 

Es  ist  aber  bekanntUcb  für  jede  reelle  Zabl  <p 

C089  j:  t  sin  9 = ei:^ 
nnd  wenn  man,  fiBr  das  obere  QnaUtStszeic^en 

q>:SLnn 

setzt,  anter  n  eine  positive  oder  negative  AnzabI  (ganze  Zahl) 
verstehend,  wobei 

Gosfiff  =  ( —  1)*,    sinfiTt;  =  0 

ist,  so  erbftit  man 

(—  1)«  =  ««wr    nnd     1  =  (—  !)««*•» ; 

mitbin  darf  man  aucb  verallgemeinernd  schreiben: 

cosg? ±t siny  =  «±<y .  (— l)«e*wf  —  («  i)ji^i9-»-WÄ 

and  es  wird 
folglich 

• 

Hierin  kann  die  Anzahl  n  bios  3  natürlich  nach  einander  fol- 
gende ganze  Zahlen  vorstellen ;  denn  lässt  man  sie  um  ein  Mehr* 
faches  von  drei  wachsen,  also  in  n-f-Sm  fibergefaen,  so  wird  der 
Factor  des  rV 
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behält  also  seine  vorige  Grösse.    Soll  hiebei  n  möglichst  klein 

im 
angenommen  werden»  damit  der  Winkel  -»-  den  rechten  Wiokd 

Ä  nicht  überschreite,  so  kann  man  nur 

«  =  -1,0,  +1 
annehmen;  was  hier  durchgehends  geschehen  soll. 
In  dem  ons  vorliegenden  Falle  ist 

also 

r«  =  ^«  +  A«  =  /^».    r  =  V/^»,    r*=7l; 

daher  hat  man  tp  zu  berechnen  aas 

(16)  cosg)=^:/l^-^»     9  =  0 — n 

und  es  ist 


^[  =  (-l)Ys/    3    . 


Gegenwärtig  kommt  noch  zu  erwägen,  dass  der  Gleichung  (9) 
gemäss,  das  Product  uo  rr/*  ausfallen  muss;  folglich,  w^enn  nao 
flir  u  die  Anzahl  ft,  dagegen  för  v  die  n'  gelten  lässt,  muss  notk- 
wendig 


iir:/=l  =(-!)"+"'. 6*   3  ^, 

folglich  die  Summe  n+n'  eine  durch  3  theilbare  Anzahl  sein* 
Da  sie  willkürlich  ist,  so  bleibt  es  das  Einfachste  sie  glekk 
Null  anzunehmen,  also 

n+nf  =  0 

und  sohin 

n'  =^^^n 

zu  machen.     Demgemäss  is»t  nunmehr: 

ii  =  (-l)Yte     3     , 
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und  nach  der  Cllei/cbQDg  (8)»  wenn  maa  Qoeh  b^cfenkt«  das»  tf- 
kanotlich 

ist,  erhält  man  endlich  den  gesuchten  vollständigen  dreiwertfaigen 
Ausdruck  der  fraglichen  Uebekaonten: 

z  =  (- 1)»2  VA  CO«  ^^  =  (- 1)"2  V/l[co«  y  cos  I  -  sin  y  «in  |) 

(n«=0,  +1,  -1), 
oder  vereinzelt,  wenn  man  n  durch  180**  erseUt, 

(17) 

«  =  2V/'.co8|;  -av/.cosri  +  eOoV,  — 2v/.co8(^|— 60<>Y 

Hier  sind  demnach  alle  drei  Wurzelwerthe   der  Gleichung  (12) 
reell  «nd  die  slmfitlicben  V/  bat  man  positiv  lu  nehmeo. 

Sonderfälle. 
1)  Ist  insbesondere  f^=zg*,  also  die  gegebene  Gleichung 

so  ist  g:=z±fVf9  A=0,  rz^±g,  daher  cosg?=^=±l,  sin^ssO 

nnd  9>  =^  0  filr  positive  g,  dagegen  tp^n  tär  negative  g.    Sonach 
gehSrt  zur  Gleichung 

9=0  Uüd  der  Wurselwertb 

ar  ==:  (—  1)*2V/.  CO«  5  jr 

=  2VA  -V/*; -V'/*; 
dagegen  zur  Gieich^n^ 

a:»  =  3/a:  -  2V/*» 

9  ^  7c  und  der  Wurzelwerth 

«4-1 

or  =  ( -  1)»2  V/.  cos  -y-  n 

=  V/^;  V/;  -  2V/'. 
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Jede  dieser  zwei  Gleicfaungen  beeilst  also  zwei  gleiche  Vini- 
zelwerthe. 

2)  Ist   iDsbesoodere  ^  =  0,  also    die  aufsulSseDde  Glei- 
cbaog 

SO  Ist  r=A=:V/*';  cos9=0,  siii9?=l;  9=0,  ;nithin 

a:  =  (— 1)"2  Vfcoa     g      k 

wie  auch  sonst  leicht  zu  finden  war. 

B.    Redocibler  Fall, 

wo  die  V^*— /"•  reell,  also  f^^g^  ond  sonach  /'positiv  oder 
negativ  ist. 

In  diesem  Falle  setzen  wir  den  positiven  Radicand  selbst 

(18)  g^^r  =  h^, 

wobei  wir  zugleich  die  reelle  Zahl  h  ffir  positiv  ansehen  woHen. 
Dann  wird 

u^^g  +  h, 

t?»  =  ^  -  A. 

Wir  versneben  nun,  solche  zwei  reelle  Zahlen,  g  und  k,  be- 
ziebungsweis  dem  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus  einer  Zahl, 
q>,  der  MasszabI  eines  hyperbolischen  Sectors,  proportional  an* 
zunehmen,  und  den  Quotienten  jeder- von  jenen  zwei  Zahlen  durch 
ihre  Proportionale  mit  r  zu  bezeichnen,  folgUch  zu  setfeen: 


9  A 


Cos  9      Sin  q> 
dann  ist  dies  noch 

V^Cos9«-Sin9«=l  ^ 

Wir  ersehen  demnach  hieraus,  dass 

o)  hier  g*^  h^  sein  müsse,  daher  von  jenen  beiden  Zahlen 
g^  h  diejenige  dem  hyperbolischen  Cosinus  proportional  gesetzt 
werden  müsse,  welche  unter  ihnen  den  grosseren  Zahlwerth 
besitzt,* 
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P^4wBm^  weil  Cos y«— Sing)«  =  l  also  nie  Nqll  ist,  folglich 
]osg)«  oDd  Sin  9«  nie  gleich  sein  können,  diese  Proportionalstel- 
QDg  ganz  unstatthaft  bleibt,  wenn  ^•  =  **  Ist;  und 

y)  dass,  weil  Cos  (p  nur  positiver  Werthe  fthig  ist^  jedesmal 
r  mit  g  gleichstimmig  gewählt  werden  muss  und  sonach  mit  ihnen 
luch  Sin  9  und  tp  gleichstimmig  ausfällt,  da  h  für  positiv  festge- 
stellt worden  ist. 

Sonach  bereebnel  man  hier  zuvdrderst  die  mit  g  gielchstim- 
nige  HUIszabl  r  aus 

lann  die  ebenfalls  mit  g  einstimmige  Masszahl  tp  aus  einer  der 
iwei  Gleichungen 

Co8cp  =  ^,     Sing)  =  --f 

v^  T  T 

vonach  man  umgekehrt  erhält: 

j^srrCos^,    A  =  rSing), 
iaber 

g±h  =  r(Cos  tp  ±  Sin  g>). 

*  ist  jedoch  den  bekannten  Erklärungen  gemäss: 

_,            e9+e-9                   gy— e-y. 
Cos^:=; 2 »      öinq}  = ^ ' 

aber 

Cos  9  ±  Sin  g?  =  e±9  =  eiv .  (—  l)"e*»^  =  (—  I)"e±y-M-* 

^emgemäss  erhält  man 

)iglich> 

j;  j  =  (- l)-rli5     »      , 

'0  wieder  wie  oben  die  n,  nur  irgend  welche  drei  nach  einander 
hlgende   Glieder    der    natQrlichen    Zahlenreihe,    am    einfachsten 
-1,  0,  4-1  vorstellt 

In  dem  uns  vorliegenden  Falle  Ist 

« 
»igUch  damit  auch  ^>A*  ausfalle,  muss 


r 
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1.    /positiv  and  oberhalb  NoH  sein.    Dano  habe»  wk 

folglich  berechnen  wir  die  Zahl '9  aus 

iodem  wir  sie,  well  A  stels  poeitiF  genonmen  weirden  0OIL 
jedesmal  mit  der  g  und  der  Vf^  gleichstimmig  machen;  ani 
dann  ist 

Auch  hier  muss  das  Product  uv^=:f  sich  ergeben»  mithin  mfisseo 
abermals  wie  oben  die  den  u  und  v  entsprechenden  Ansahleo  r 
gleich  gross  aber  entgegengesetzt  sein;  und  man  hat 

tt=(_i)Y»c   •  , 

folglich  den  fraglichen  Wurzelwerth 

(20)  ar  =  (- 1)«2  V^/*.  Cos  5L+i^ . 

Löst  man  diesen  Cosinus  zum  besseren  Verständnisse  nach  dce 
leicht  erweisbaren  Formen: 

Cos  (tp  -f  ^)  =^Cos  q>  Cos  t/;  4-  Sin  9  Sip  ^^ 
Cos  tflo  =  cos  m ,    Sin  too  t=  t  sin  o> 
auf;  so  erfolgt: 

ar=(-l)«2V/*.(cos^Cos|  +  tsiB~Sin|) 
21)^   ^     =5  2V^Cos|;    -v/:(Co8|  +  tV3.SiB|); 

-  V/".  (Cos  |— tV3  -  Sin  ^. 

Id  allen  diesen  Ausdrücken  muss  die  Vf  mil  der  g  einstiiunif 
gewählt  werden. 
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2.  Ist  dagegen  f  negativ,  and  ebenfalls  von  der  Null  ver- 
schieden, 80  ist: 

folglich  haben   tvi^  die  (absolut)  grössere  Zahl  A  dem  hyperboli- 
scKen  Cosinus  proportionirt  zu  setzen,  nemlich 

*  9    ^ 

Cos  9>      Sin  <p        * 

daher  auch 

V^Cosy«— Sin9*  =  l  ^ 

Hier  ist  h  positiv  festgestellt,  Cos9>  an  sich  jederzeit  positiv, 
mithin  raass  auch  r  immer  positiv  gewählt  werden  und  Sin  ^,  also 
auch  ip,  dasselbe  Torzeichen  wie  g  erhalten.  Sonach  berechnen 
wir  erstlich  die  positive  Hilfszahl  r  aus 

dann  die  mit  g  einstimmige  Hilfszahl  tp  aus  einer  der  beiden  Glei- 
chungen 

A 

T'  '  T 


fy  A  ^.  O 

Cos  9  ^  - ,      oin  9  =  — 


und  hiernach  ist  umgekehrt: 

A^rCos9>,    ^=rSin9>, 
folglich : 

^±  A  =  ±r(Cos9)  J:Sin9>)  =  ±(— l)««rel:«H-wr 
and 

"j=V^^±A=±(-l)»rie     »      , 

wo  n  gleichfalls  nur  die  drei  Werthe  —1,0,  +1  annimmt. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  zwar  wie  früher 

allein 
daher 

folglich  kommmt  die  mit  g  einetimmige  Zahl  if  sa  berechnen  aus 
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(22)  Sin,p=;^-= 

and  «8  wird 

Damit  auch  hier  uvz=zf  werde,  muss  wie  früher,  wenn  sv  ■ 
die  n  gehört»  zur  v  die  —  n  gehören,  mithin  findet  man: 

ti  =  ±(-l)«V^— /".e    »     . 

_y-H«» 

»=:i:(-l)«V^/*.e        »    . 

Es  dürfte  an  dieser  Stelle  nicht  überflässig  sein  za  benier* 
ken,  dass  man  in  allen  bisher  bebandelten  Fällen  auch  blos  k 
auszudrücken  und  dann  v  der  Gleichung  (9)  gemäss  als 

u      ' 
zu  bestimmen  brauchte. 

Schreibt  man  nun  diese  Ausdrücke  des  ti  und  v  in  die  Glei- 
chung (8)  und  berücksichtigt  noch,  dass  e^ — 6'~^  =  2Sino>  ist, 
80  findet  man  den  verlangten  Wurzelwerth 

C23;  a:  =  (-l)-2^^Z7.Sln?^3^". 

Löst  man  zum  besseren  Verständniss  und  zur  wirklichen    Aus- 
rechnung der  X  den  Sinus  nach  der  leicht  erweisbaren  Formel 

Sin (9> 4-^)  =  Sin 9>Cosif;  -{-  Cos ^Sin  ^ 
auf,  so  erfolgt: 

ar  =r  (^  1)«2 V^(cos^ Sin  3  +  tsin-!^ Cos |) 
(24)      ^     =2V=7.Sin|';    - V^^T-CSinl  +  iVS-CosI); 

-  \r=7(Sin|-tV3.Cos  |). 

In  all  diesen  Ausdrücken  von  x  ist   die  V^ — f  positiv  einzn- 
stellen. 

Als  Sonderfall   ist  hier  der  zu  betrachten,  wo  ^=:0  ist 
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(versteht  sich  flir  negative  f).     Da  ist  die  aufzalOsende  Glei- 
chung 

und  nach  CHeichang  (22)  8ing>  =  0j  also  9>=:0,  und  sohin  all* 
gemein 

X  =  (— l)»2\^:=7.Sin'-j^  =  (-  l)«|-2\^^.siny , 
daher  zerföllt: 

was  mit  den  Ergebnissen   der  kürzeren  gewöhnlichen  AuflOsang 
zusammenfällt. 

3.  bt  endlich  /* gleich  Null  und  ^>0,  so  erfolgt  A<=^*; 
mitbin  können  nach  dem  oben  (in  ß)  Erwiesenen  g  und  A  durch- 
aus nicht  dem  (hyperbolischen)  Cosinus  und  Sinuft  eines  Hyperbel- 
sectors  proportionirt  gesetzt  werden ;  daher  gilt  hierffir  auch  keine 
der  auf  dieser  Grundlage  abgeleiteten  Gleichungen  (22),  (23)  und 
(24);  sondern  man  muss  die  diesfällige  Form  der  aufzulösenden 
Gleichung  selbst,  nämlich 

x^^^g 

in  Betracht  ziehen.    Nur  um  der  Vollständigkeit  halber  mag  noch 
erwähnt  werden,  dass  man  sie  zuerst  so  schreiben  kann: 

ar»=:2^.(— l)"«*"?» 

und  hiernach  sofort  erhält: 

a'  =  (— l)'"V2^.e  » 
=  (—  1)«  v2^(cos  y  + 1  sm  3  ) 

3  3  A/3  ^  i/3 

=  V27;    -V2^(i+i-^);    -V2i7(i-,--^). 


m. 

Zweite  Umwandlungsweise  der  Cardanischen  Formel. 

In  einer  andern,  nach  meinem  Dafilrhaiten  besseren,  Weise 
lässt  sich  die  der  Gleichung  (12)  entsprechende  Gardanische  For- 
mel iß)  mit  (13)  wie  folgt  umwandeln. 

Tli«U  XXXYII.  S8 
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(0  *»—%<■  +  (— l)»3A«<-(—l)'»^A«  =  0. 

Da  diese  Bestimmongsgleichang  der  Hilfsunbekaonten  i  vooi 
dritten  Grade  ist  iind  lauter  reelle  CoefBcieoten  besitxt,  so 
liefert  sie  für  t  sicher  Einen  reellen  Werth.  Zu  diesem  nm 
geben  die  Gleichungen  (ß)  und  (s)  je  einen  reellen  Werth  der 
in  Frage  stehenden  Zahlen  p  und  g\  somit  bleibt  es  gestattet, 
nach  dem  Ausdrucke  (26)  die  dritte  Wurzel  aus  jenem  Biaoa 
ähnlich  binomisch  darzustellen. 

Durch  Verwendung  dieses  Ausdruckes  (26)  verwandeln  sich 
nunmehr  die  letzten  Ausdrücke  der  u  und  v  in 


u  =  (p  +  t«9)(— l)«e'3, 

r  =  (p — t*»  q)( —  l)^e     ^ 
und  sohin  ist  ihre  Summe  als  der  verlangte  Wnrzelwerth 

(27)  a:  =  ( -  l)«2(p  cos  g  «  +  i^+^y  sin  g  n) . 

Dieser  allgemeine  Wurzelausdruck  unserer  Gleichung  gibt  n 
xerkennen^  dass  für  iii==1  alle  drei  Wurzelwerthe  reell,  dage- 
gen für  fn^=0  nur  Ein  Wurzelwerth  reell,  die  beiden  andereo 
dagegen  conjugirt  complex  ausfallen;  welche  zwei  Fälle  wir  ab 
den  irreduciblen  und  reduciblen  unterscheiden«  bei  deae» 
es  sich  jetzt  nur  noch  um  die  angemessenere  Ausdrucksweise 
der  Hilfszahlen  p  und  g  handelt. 

A.    Irreducibler  Fall. 

Hier  ist  m=h  ^•— ,/"•=-**  also  f^ff^  und  sohln  Ist  die 
positive  Zahl  A  =:  Vy — g*  und 

Wir  setzen  deshalb 

COS  (p      sin  q> 
und  dies  ist  noch  femer: 

cos^  +  tsiny""    e^9    * 
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mithin  haben  wir 

g  +  ik^^.^n 


und 


9 

p+ig^Vf'  e*^  =  V/.(co8 1  + 1  slo  |) , 


woraus  wir  sofort  finden: 

q  ^  V/ .  810  Q  • 

Nehmen  wir  demnach»  da  fhier  positiv  sein  muss«  auch  die 
V/  positiv,  so  berechnen  wir  zaVurderst  9  =  0.... 9*  nach  der 
Gleichung 

und  zufolge  des  Ausdruckes  (27)  den  Wurzeiwerth : 

Yt         (V  n     ,   <p 

a:  =  (—  l)^Vf(co9  g  n  cosj — sin  k  »sin  -g) 

(M)     ; 

=  (-J)«2\//'cM^^^- 


B.    Reducibler  Fall. 
Da  ist  Yit=:0,  g^^f^^K^  also  f^<g^,  mithin  ist  die  posi- 
tive Zahl  h=Wg*—r  «"<! 

8    

^/^g-kh=p±q, 
dabei  ist  jedoch  zu  unterscheiden ,  ob  f  positiv  oder  negativ  ist 
1.     Wenn  f  positiv  ist,  so  ist  flr*>Ä«,  folglich  setzen  wir 


9     _ 


Cos  9      Sin  9 
und  dies  ist  weiter 

V^Cosy* — Sin  9)* 

9±h        ^g±h 
""Cos9)dbSln9)       e±9  * 
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sonach  haben  wir 

ff±h^e±9Vf^ 


und 


9 


woraus  wir  sogleich  finden: 

/>=  V/.Cos^, 

7  =  V/.Sin-s- 

Nehmen  wir,  da  hier  A  und  Cos<p  positiv  sind,  die  ^^f  wM 
g  gleichstimmig,  so  muss  mit  ihnen  auch  Sin  9  und  also  auck  f 
einstimmig  sich  ergeben  und  zwar  berechnen  wir  zunächst  tp  nacfc 
der  Gleichung: 


(30)  Cos  9 


a_ 


3 


\ 


und  danach  zufolge  des  Ausdruckes  (*27)  den  Wurzelwerth: 

(31)  ar  =  (— l)«^V/(cosyCos|  +  tslB~^Sin|). 
Auch  lässt  sich  hiefiir  schreiben:  , 

X  =  (— l)«2\//'(Co8  *-^  Cos  I  +  Sin  ^Sin  |), 

oder    zusammengezogen   (wenngleich   Rir  eine    directe    Ausreck- 
nung  ungeeignet): 

(32)  X  =  (^l)«2V/.Co8^^^y^. 

2.    Wenn  /negativ  ist,  so  ist  g^'^h^,  daher  setzen  wir: 

,4- = ^  =  VF:^  =  V -7» 

C.osy      Siny  ^  ' 

_        g±h g±h 

Sin^iCos^      ±e±9* 

und  sonach  ist 

g±h=z±e±9.srz:fi, 

also 
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/>i:y  =  i:V^.e*8=V'^.(Sin|i:Co8|), 
woraus  wir  sogleich  finden: 

p  =  V^^.Sio|, 

9=V^.Cos|. 
Mithin  ist  der  in  Frage  gestellte  Wurzelwerth 

(33)      ar  =  (-I)«2V^.(co8^Sin|  +  ^8i*n~Cos|), 
oder,  wenn  man  ihn  erst  so  umschreibt: 

*  =  (-  m^TTf.  (Cos  ^  Sin  I  +  Sin  '^Cos  |) , 
auch  zusammengezogen: 

(34)  x  =  {-  mV— f.  siD  5i±^ .     - 

Hiebei  muss,  weil  A  und  Cosg?  positiv  sind»  auch  Sf—f  positiv 
gewählt  werden,  und  Sin 9,  also  auch  9  muss  mit  g  gleichstim- 
mig sein;  zugleich  berechnet  man    diese    erforderliche  Hilfszahl 

9>  aus 

(35)  SiDV  =  ;^^=4=. 
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Ueber  Eble's  Stundenzeiger,  ein  Instrument  zur 

Zeitbestimmung. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Die  Bestimmung  der  Zeit  ist  wegen  der  Berichtigung  der 
Uhren  ffir  die  Bedörfnisse  des  gemeinen  Lebens  von  so  grosser 
Wichtigkeit,  dass  man  sich  nicht  wundern  darf,  dass  schon  viel- 
fache Methoden  und  Instrumente  angegeben  worden  sind,  wei^ 
dazu  bestimmt  sind ,  dieses  Geschäft  auf  möglichst  leichte  oiHi 
einfache  Weise  zu  verrichten,  wobei  es  sich  natürlich  von  selbst 
versteht,  dass  hiebei  von  den  Methoden,  deren 'sich  der  eigeot- 
liehe  Astronom  bedient,  und  von  den  vielen  Hulfsmitteln,  die  den- 
selben zu  Gebote  stehen,  nicht  die  Kede  sein  kann  und  soll,  b 
neuester  Zeit  hat  Herr  M.  Eble,  Lehrer  der  Mathematik  uod 
Physik  an  der  Realanstalt  in  Ellwangen  in  Würtemberg,  unter 
dem  Namen  „Horoskop**  oder  „Stundenzeiger'*  ein  losfra- 
roent  zur  Zeitbestimmung  angegeben,  welches  mir  besondere 
Beachtung  zu  verdienen  scheint,  und  auch  namentlich  den  Schu- 
len zu  empfehlen  sein  möchte,  da  sich  nach  meiner  Meinung  von 
demselben  bei*m  Unterrichte  in  mehrfacher  Beziehung  ein  in- 
structiver  Gebrauch  machen  lässt,  wobei  ich  zugleich  bemerke,  dwf» 
der  Director  der  Sternwarte  in  Wien,  Herr  v.  Littrow,  der  dor- 
tigen Akademie  der  Wissenschaften  einen  sehr  vortheilhaften  Be- 
richt über  diese  sinnreiche  Vorrichtung  erstattet  hat*).   Es  scheint 


*)  M.  s.  Sitziinj^sberichte  der  kain.  Akademie  der  Wii- 
■  enschafCen.  Band  XLII.  Nr.  2*2.  Sitsung  vom  11.  Octeber 
1860.  S.208. 


ein  Instrument  zur  Zeitbestimmung.  421 

mir  daher  zweckniSssig,  in  dein  Archiv  eine  etwas  ausführlichere 
Nach  Weisung  über  die  ErOndung  des  Herrn  Eble  za  ertheilen» 
und  dieselbe  dadurch  namentlich  auch  den  Schulen  zum  Gebrauche 
bei'ro  Unterrichte  zu  empfehlen. 

Das  Instrument  hat  und  erfüllt  auch,  nach  meiner  Ueberzeu- 
gung,  den  doppelten  Zweck:  erstens  eine  leichte  und  schnelle 
Beobachtung  der  Sonne  bei  jedem  Azimuth  oder  jedem  Stunden- 
Winkel  zu  ermöglichen;  und  zweitens  jede  Rechnung  entbehrlich 
zu  machen  und  auf  die  blosse  Ablesung  einer  Scale  zurückzufüh- 
ren, welchem  letzteren  Erfordernisse  natiiriich  nur  dadurch  genügt 
werden  konnte,  dass  an  die  Stelle  der  Auflösung  des  bei  der 
Zeitbestimmung  zur  Betrachtung  kommenden  sphärischen  Dreiecks 
durch  Rechnung  eine  graphische  Construction  gesetzt  wurde. 

Um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  theile  ich  im  Anhange 
zu  diesem  Aufsätze  die  Beschreibung  des  Instrumentes  nebst 
Zeichnung,  und  die  Anweisung  zu  dessen  Gebrauche  mit,  welche 
Herr  Eble  selbst  in  seiner  Schrift: 

Das  Horoskop  oder  der  Stundenzeiger,  erfunden 
von  Mich.  Eble  (medaille  d'hooneur  par  Tlnstitut  des 
Arts-unis  de  Londres  etc.).     Ellwangen,  1860.    4^. 

gegeben  hat,  und  bitte  die  Leser  dieses  Aufsatzes«  sich  damit 
vor  allen  Dingen  genau  bekannt  zu  machen,  bevor  sie  zu  der 
Theorie  des  Instrumentes  übergehen,  dieiich  im  Folgenden  ent- 
wickeln werde.  Am  Besten  ist  es  natürlich,  das  Instrument  selbst 
vor  sich  zu  haben,  welches  zu  sehr  niedrigem  Preise*)  durch 
Herrn  Eble  oder  die  Buchhandlung  des  Herrn  Rudolph  Eng- 
ler in  Ellwangen  bezogen  werden  kann« 

Wenn  die  PolhOhe  durch  q,  die  Declination,  die  H5he  und 
der  Stunden  Winkel  der  Sonne  respective  durch  d,  h,  a  bezeich- 
net werden;  so  hat  man  bekanntlich  die  Gleichung: 

sin  A  ==  sin  ^sin  q  -f  cos  6 cos  acos  öS , 

oder,  wenn  an  die  Stelle  der  Polhuhe  Q  die  Aequatorsh5he  (p 
gesetzt  wird,  die  Gleichung: 


«)  Etwa  2—3  Tbaler  (4  FL  ö.  VV).  Herr  Eble  hat  vielleicht  die 
Gute,  einmal  die  genauen  Preise  seiner  Instrumente  von  verschiedenen 
Qualitäten  zum  Abdruck  in  dem  Archiv  einzusenden.  Das  mir  gütigst 
sogesandte  Instronient  ist  nur  von  Holz  gearbeitet;  wahrscheinlich  giebt 
es  mit  noch  mehr  GenaoigkeiC  und  Sauberkeit  angefertigte  Ezenplare. 
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also : 

Entsprechen  nun  zunSchst  die  oberen  und  unteren  Zeicben 
einer  negativen  und  einer  positiven  Declination»  so  ist  offenbar: 

JEG=  OG.tang(90o+*)=TOG.cot*, 
also: 

OG 

g^=Ttangö, 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

£F=:^EK.Ungd; 
femer  Ist: 

* 

und  0£=r  cos  9. 

Im  Falle  einer  negativen  Declination  ist  nun  nach  Fig.  I.: 

EK=OE+OE=z^r(^-coBip\ 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

^^—^  (ii^  ~  ^^®  9> J  tang  * . 

Im  Falle  einer  positiven  Declination  Ist  dagegen,  wenn  das 
obere  Zeichen  dem  Falle  Fig.  2.,  das  untere  Zeichen  dem  Falle 
Fig.  3«  entspricht: 

JBj:=i:(Ojr-0£)=±r(||^-cosg>), 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 


JEF  =  ±  r  (11^  —  cos  g>)  tang  * . 


Nimmt  man  also  in  den  Fällen  Fig.  1.  und  Fig.  2.   das  obere» 
In  dem  Falle  Fig. 3.  das  untere  Zeicben,  so  ist: 


£F=:  ±  r  ^j|^  —  cos  g>J  taog  d 


oder: 
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folglich«  wenn  man  die  Entfernung  des  Punktes  F  von  dem  Punkte 

Ey  indem  man  dieselbe  in  den  Fällen  Fig.  1.  und  Fig.  2.  als  po- 

siti?«  in  dem  Falle  Fig.  3.  als  negativ  betrachtet,  und  mit  Rück-; 

sieht  hierauf  im  Allgemeinen  durch  x  bezeichnet,  in  vt^lliger 
Allgemeinheit: 

sinA  —  sind  cos  Q> 

ar  =  r r • 

coso 

Aas  der  Gleichung 

sin  h  =  sin  ö  cos  (p  -f  cos  dcos  tfsin  (p 

folgt  aber: 

sinA — sindcoso 

cosasina>  = r > 

^  coso 

also  nach  dem  Vorhergebenden: 

j;  =  rcosasin9), 

woraus  man  sieht,  dass  die  Entfernung  x  für  jeden  be- 
stimmten Halbmesser  r,  den  man  beliebig  wählen«  auch 
der  Einheit  gleich  setzen  kann,  bloss  von  dem  Stun- 
denwinkel  c  und  der  Aequatorshohe  <p  oder  der  Pol- 
huheö,garnlchtvonderHuheundvonder  Declination, 
abhängt,  welches  der  Hauptpunkt  ist,  auf  den  es  bei  dem  In- 
strumente des  Herrn  Eble  ankommt,  auf  welchem  dasselbe  le- 
diglich beruhet,  und  der  von  dem  Erfinder  selbst  nicht  mit  solcher 
Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  hervorgehoben  worden  ist,  wie  es 
wQoschenswerth  gewesen  wäre. 

Neben  der  allgemeinen  Empfehlung  des  Instruments  war  die 
recht  deutliche  und  bestimmte  Hervorhebung  dieses  Hauptpunktes 
der  nächste  Zweck,  den  ich  bei  der  Abfassung  dieses  Aufsatzes 
hatte.  Auch  ist  hiedurch  in  der  That  die  Theorie  des  Instruments 
vollständig  gegeben  \  denn  man  übersieht  leicht,  dass  sich  mittelst 
der  Gleichung 

ar=:rcostfsiD9> 

fär  jede  bestimmte  PolbChe  und  die  verschiedenen  Stundenwin- 
kei  eine  geradlinige  Scale  der  x  verfertigen  und  auf  dem  Instru- 
mente gehurig  anbringen  lässt  (wobei  man  zu  beachten  hat,  dass 
0£=rcos9>  ist),  aus  welcher  sich,  wenn  gewisse  x  durch 
den  Lothfaden  des  Instruments  auf  dieser  Scale  abgeschnitten 
werden,  natürlich  auch  umgekehrt  die  entsprechenden  Stunden- 
winkel oder  die  durch  dieselben  bestimmten   Zeiten  entnehmen 
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oder  vielmehr  auf  derselben  unmittelbar  ablesen  lassen.  Audi 
lassen  sich  leicht  mehrere  solcher  Scalen  für  verschiedene  Pol- 
buhen zu  einer  Art  von  Netz  mit  einander  vereinigen»  wie  anf 
dem  Instrumente  des  Herrn  Cble  wirklich  geschehen  ist.  Ausser 
dieser  Scale  ist  alles  Cebrige  auf  dem  Instrumente  Nebenwerk 
und  leicht  ohne  alle  weitere  Erläuterung  durch  sich  selbst  ver- 
ständlich, wenn  man  nur  die  im  Anhange  beigefugte  Beschreibosg 
und  Gebrauchs -Anweisung  aufmerksam  gelesen  hat.  Die  oben 
angeführte  Schrift  des  Herrn  Eble  enthält  noch  eine  Tafel  der 
Declinationen    oder    Polar- Distanzen    der    Sonne    für    die   Jabre 

1860   , .       1863      ,  u  .  j      .   r  *  1.        j      I     . 

ri8ßi^  nS67)'  ^^^^^  ^^^  "^*  ^^^  Aufstellung  des  Instrumenti 

bedarf,  und  aasserdem  eine  Tafel  der  mittleren  Zeitgleichung  tm 
Reduction  der  wahren  Zeit,  welche  letztere  natürlich  nur  durch 
das  Instrument  erhalten  werden  kann,  auf  mittlere  Zeit.  Vollstän- 
diger und  genauer  finden  die  Liebhaber  der  Astronomie  diese 
Dingein  dem  trefflichen  Kalender  für  alle  Stände.  Herais- 
gegeben  von  Karl  v.  Littrow^  den  wir  denselben  als  eine  sehr 
brauchbare  kleine  Ephemeride  hier  wiederholt  in  Erinnerung  brin- 
gen und  recht  sehr  empfehlen. 

Wir  wünschen  sehr,  durch  das  Obige  und  Nachfolgende  m 
weiteren  Bekanntwerdung  und  Empfehlung  des  jedenfalls  sehr 
sinnreichen  und  zu  dem  Gebrauch  in  der  Praxis  für  einen  Jeden, 
der  seine  Uhr  schnell  und  leicht  zu  berichtigen  wünscht,  sehr 
geeigneten  Instruments  des  Herrn  Eble  Einiges  beizutragen,  in- 
dem wir  dasselbe  auch  namentlich  den  höheren  Unterrichtsan- 
stalten  zur  Beachtung  empfehlen.  Wegen  der  Geschichte  der  Er- 
findung des  Instruments,  dessen  Grundidee  eigentlich  Lambert 
gehurt,  aber  von  Herrn  Eble  in  sehr  verdienstlicher  Weise  we- 
sentlich vervollkommnet  und  für  den  praktischen  Gebrauch  erst 
wirklich  fruchtbar  gemacht  worden  ist,  verweisen  wir  aufLittroirV 
oben  angeführten  in  mehrfacher  Beziehung  lehrreichen  Au&ats, 
welcher  zugleich  auch  auf  das  von  Herrn  Zescevich  in  der 
„Rivista  marittima  del  Lloyd  austriaco.  1854.  Novem* 
bre'^  (m.  s.  auch  Heinrich  v.  Littrow's  Seemannscbaft 
8.294.  und  Moigno:  Cosroos.  1860.  Sept  7.  pag.  %8.)  be- 
kannt gemachte  Verfahren  zur  graphischen  Auflosung  sphärischer 
Dreiecke  gelegentlich  Rücksicht  nimmt 


Anmerkung. 
Absichtlich  habe  ich  reich  bei  dem  vorliegenden  Gegenstasd« 
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im  Vorhergebenden  ganz  einfacher  und  elementarer  geometrischer 
Betrachtungen  bedient.  Allgemeiner  und  besser  kann  man  aber 
zu  dem  Satze^  auf  den  es  jiier  eigentlich  ankommt,  mittelst  der 
Formeln  der  analytischen  Geometrie  gelangen,  wie  ich  jetzt  noch 
zeigen  will. 

Die  Ebene  des  Vertikalkreises  der  Sonne  sei  die  Ebene  ei- 
nes rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy»  dessen  Anfangs- 
punkt das  Auge  des  Beobachters  oder  der  Mitteipunkt  der  Sphäre 
ist;  die  Axe  der  x  sei  horizontal,  die  Aze  der  y  werde  also  ver- 
tikal angenommen.  Durch  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten 
werde  eine  Gerade*)  gelegt»  deren  Gleichung 

1)  .    .   .   .  y  =  artang(90®  +  ^),    also    3^=— arcot6 

sei,  und  in  dieser  Geraden  nehme  man  einen  Punkt  {uv)**)  an, 
dessen  Coordinaten  ti,  r  durch  die  Formeln 

!ii  =  rco8  9).cos(90*'+  d)= — rsin  Acos^, 
r  =rcos9.sln(90^ +  ^  =     rcosÄcos^? 

bestimmt  werden,  wo  rcos9>  die  Entfernung  dieses  Punktes  von 
dem  Anfange  der  Coordinaten  ist.  Durch  diesen  Punkt  lege  man 
eine  auf  der  Geraden  1)  senkrecht  stehende  Gerade,  deren  Glei- 
chung also  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 

3)  .   .    .    .  y— •rcos4cos9)  =  tangÄ(a:  +  rsintfcos9) 
ist.    Nun  ziehe  man  die  durch  die  Gleichung 

4)  .....   .    a?  =  rcos(90®  +  A)= — rsinA 

bestimmte  Vertikale***),  und  bezeichne  deren  Durchschnittspunkt 
mit  der  Geraden  2)-}-)  durch  {u^  Vi)\  so  bat  man  nach  4)  und 
3)  zur  Bestimmung  von  tfi,  Vi  die  Gleichungen: 

tti=: — rsinA, 
Vi  — rcosdcosg)  =  tang^(tii  +  rsinöcos  tp) ; 
also,  wie  man  leicht  findet: 

5)  .   .   .  tii= -rsinA,    i>i  =r(^^— tangdsinA^ 

^  OB  in  der  Figur. 
••)  E  in  der  Figur. 
♦^)  A6  in  der  Figur. 
t)  F  in  der  Figur. 
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oder: 
^^  .        .    M  cosy— sioÄflinA 

Betrachten  wir  nun  die  von  dem  Punkte  {ut>)  aus  gerechnete 
Entfernung  des  Punktes  (tt|Vi)  von  dem  Punkte  (tco)  als  positif 
oder  als  negativ,  jenacbdem  (mit  Rücksicht  auf  die  Figur)  der 
Punkt  (ttiVi)  rechts  oder  links  von  der  durch  (up)  gehenden  Ver- 
tikale liegt,  und  bezeichnen  mit  Rficksicht  hierauf  diese  Entferooig 
durch  X\  so  ist  offenbar  in  dem  ersten  der  beiden  in  Rede  ste- 
henden Fälle: 

im  zweiten  Falle  dagegen: 

m  =ti  +  ( — X)cosS, 

Vi  =©  +  ( — A')sinA; 
also  offenbar  in  beiden  Ffillen,  und  daher  völlig  allgemein: 

Uy  =ti — JCcos^, 

Pj  =  p — XeXnS; 
folglich : 

y  _    U tt|  P— 1?| 

cosd         sind  ' 

also  nach  2)  und  6): 

^  ^        sin  A^  sind  cos  op 

7) Jr=r ^ ^, 

'  coso 

und  daher,  weil,  wie  aus  der  bekannten  Gleichung 

sin  h  :=  sin  dcos  €p  -f-  cos  dcos  <r  sin  9> 

sogleich  folgt, 

sinA — sindcoso) 

cos  tf  sin  op  = 3 — 

^  coso 

ist: 
8) X=rcos<rsin9, 

welches  der  ^q  beweisende  Satz  war. 
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Anhang* 

(Gani  nach  Herrn  Eblc.) 


Beschreibung  des  Horoskops. 

Das  Horoskop  hat  drei  Haupttheile,  in  die  es  sich  zerlegen 
lässt,  wobei  man  Taf.  III.  zu  vergleichen  hat. 

Dei  erste  Theii,  von  der  Form  des  Bachstabens  T,  ist 
aus  zwei  Schienen  A  und  B  gebildet»  welche  rechtwinklig  zasam- 
meDgefögt  sind. 

Diesen  zusammengesetzten  Theil  will  ich  AB  nennen. 

Der  zweite  Theil,  von  der  Form  eines  Ii,  ist  aus  den 
Schienen  C  und  D  gebildet. 

Er  heisse  CD, 

Der  dritte  Theil  ist  das  Gestell  EF^  bestehend  aus  dem 
Pfosten  £J  und  der  Fussscheibe  F, 

(Diese  Scheibe  mochte  der  Besitzer  eines  Exemplars  unter- 
halb mit  Blei  versehen,  um  den  festen  Stand  zu  sichern.) 

Auf  der  Schiene  A  fällt  zuerst  die  aus  krummen  Linien  ge- 
bildete  Stundenskale  in  die  Augen,  an  deren  unterem  Rande  die 
Vor-  und  Nachmittagsstunden  von  10  zu  10  Minuten  oder  auch 
voo  20  zu  20  Minuten  angeschrieben  sind. 

Nahe  am  oberen  Rande  der  Schiene  A  ist  die  Skale  der  Pol- 
abstände der  Sonne  angezeichnet.  Rechts  und  links  der  Stunden- 
Bkale  ist  eine  kleine  Skale,  die  der  Polhohen.  Zu  äusserst  links 
ist  der  Titel:  Horoskop. 

In  der  mit  A  festverbundenen  Schiene  B  steckt  bei  g  ein 
Zapfen  fest  eingeleimt;  mittelst  dieses  Zapfens  lässt  sich  AB  im 
Zapfenloch  p  des  Pfostens  £  drehen  und  mittelst  einer  Schraube 
lässt  sich  AB  in  erforderlicher  Stellung  (die,  wie  wir  bald  sehen 
«werden,  vom  Datum  oder  vom  Polabstand  der  Sonne  abhängt) 
unbeweglich  fest  erhalten. 

Die  Schiene  C  trägt  bei  k  und  /  zwei  Messingplättchen ;  das 
erstere  k  hat  zwei  Löchlein  zum  Einlassen  der  Sonnenstrahlen» 
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auf  dem  Plättchen  /  aber   ist  aaf  weissem  Grund  ein  schwarzer 
Strich  in  der  Mitte. 

Die  Schiene  D  ist  an  einem  Ende  auf  die  Schiene  C  befestigt 
und  hat  am  anderen  Ende  ein  kleines  Messingplätteben  nt»  welches 
an  einem  Faden  das  Loth  o  trägt 

(Das  Knupfchen  des  Auf  hängefadens  ist  bei  m  nach  voroe  za- 
gekehrt,  also  hängt  der  Faden  hinterhalb  des  Plättchens  m  her 
unter.) 

Bei  n  ist  ein  Loch  eingebohrt,  worin  das  Loth  o  bei  der  Ver- 
packung seinen  Platz  bekomnit. 

^  Das  ganze  Stück  CD  ist  mittelst  einer  bei  t  angebrachteo 
i^ersenkten  eisernen  Schraube  In  dem  Loch  h  4es  Stuckes  AB 
drehbar  und  mittelst  einer  Mutterschraube  sanft  stellbar,  sonitf* 
lieh,  dass  man  zwar  mit  dem  Finger  das  Stiick  CD  am  den 
Zapfen  i  drehen  kann,  dass  aber,  sobald  die  Bewegung  mit  den 
Finger  aufbort,  das  Stuck  CD  in  der  erhaltenen  SteUang  Ttrliarrt 


II. 

Bestimmung  der  Zeit  durch  den  Horoskop. 

Gm  f3r  einen  Augenblick,  in  welche^  «He  Sonn^  schehit,  die 
Zeit  zu  bestimmen,  verfahrt  man  so: 

Für  den  Aufenthaltsort  z.  B.  Berlin,  Mainz,  Stuttgart,....  h^ 
man  ein  für  allemal  nach  einer  Landkarte  die  PoIhSfae  gesockt 
(an  den  Seitenrändern,  rechts  und  links  der  Landkarte)  ond  luf 
der  Stundenskale  des  Horoskops  die  erforderliche  Linie  gecogeo 
wie  dies  beispielsweise  für  Mainz  (upterm  50.  Polhuhegrad)  schoc 
geschehen  ist. 

(Zu  diesem  Zweck  wird  der  Besibcer  ekves  Exemplars  des 
Horoskops  an  den  beiden  Enden  rechts  und  links  d*r  Polkihfli^ 
skale  (welche  nach  Fünftelsgraden  abgetheilt  ist,  woran  min  aher 
leicht  Zehntelsgrade  unterscheiden  kann)  den  erforderlicheo  Ponk^ 
diesseits  und  jenseits  aufsuchen,  und  diese  zwei  Punkte  dorcli 
eine  Linie  verbinden ,  welche  zu  der  mittleren  Mainzer  Lioie  p 
rallel  ist  Diese  Verbindungslinie  zieht  man  mit  einer  scbarfei 
Nadel  an  einem  Lineal  hin,  die  Nadel  ritzt  in  den  Pirniss  od<1 
diesen  Ritz  überföhrt  man  leicht  mit  einer  rothen  Tinte  oder  ^' 
bigem  PulTer^ 

Auf  einer  Ebene,  die  nicht  viel  ron  der  HorizotitalricMo"! 
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mbfi^eicbt,  stelle  man  das  Hsrodrep  «o  vor  stdb  au£,  dass  -dte 
Sonoe  links,  iwliezu  in  der  Verlängerung  der  Skalen -£bene  A 
lieigt  (webei  also  der  von  d«eser  Schiene  A  geworfene  Sobatten 
als  Liste  erscbeint). 

Aus  der  dieser  Anweisung  vorangestellten  Polabstands- 
ii^belle  (Taf.  1)  *)  siicbt  man  nun  für  das  diesmalige  Datom  (mit 
Beaobtnng  des  Jahres,  des  Monats  uad  4es  Monatstages)  den 
Polabstandsgrad  auf.  Den  gleioben  Pdabstandspunkt  sucht  man 
nun  am  oberen  Rande  der  ^-Schiene  und  bringt  diesen  Punkt  ver- 
tikal über  den  Drehpunkt  h  der  ^-Schiene,  was  durch  Drehen 
des  ^ß- Stucks  um  den  Zapfen  ff  geschieht. 

(Um  diese  vertikale  Stdhmg  des  Polabstand«^iik>ts  üher  dem 
Drebponkt  zu  erkennen,  kSfinte  ein  Messingklemmcben  mit  'einem 
LiotbÄtden  an  den  Poiabstandspankt  gesteelU  trnd  darnach  AB 
am  g  gedreht  werden,  bis  nahezu  die  richtige  Stellung  erlang 
wäre;  aber  —  am  einfachsten  wird  man  zu  Beobachtung  dieser 
Stellung  das  an  der  Z)- Schiene  bei  m  hängende  Loth  brauchen. 
Die  feinste  Stellung  gibt  man  zuletzt  mit  <ien  Schrauben  qq  am 
Gestellfuss.)  * 

Nachdem  nun  das  Stuck  AB  in  Betreff  des  Polabstandsgrads 
die  richtige  Stellung  hat  und  in  dieser  du^ch  die  Schraube  am 
Zapfen  bei  g  recht  fest  erhalten  wird,  dreht  man  das  Stück  CD 
um  den  Zapfen  A  so,  dass  die  Sonne  ihre  Strahlen  durch  die 
zwei  Lüchlein  des  Diopters  k  nach  dem  Messingplättchen  /  sen- 
den kann,  und  beobachtet  hiebei  die  Stellung,  wo  eben  das  Dop- 
pelsonnenbild in  Form  zweier  über  einander  stehender  Scheib- 
chen %  von  der  schwarzen  Mittellinie  durchschnitten  wird. 

In  diesem  Augenblick  zeigt  der  Lothfaden  auf  der  Stunden- 
skale da,  wo  der  Faden  die  dem  Beobachtungsort  zugehörige 
Polhohenlinie  durchschneidet,  die  derroalige  Stunde  und  Minute 
wahrer  Sonnenzeit. 

(Ob  Vor-  oder  Nachmittagsstunden  abgelesen  werden  rofissen, 
ergibt  sich^  im  Zw  ei  felsfalle,  daraus,  dass  Vormittags  die  Sonnen- 
höhe wächst,  Nachmittags  abnimmt.) 

Die  ganzen  Stunden,  von  Vormittags  4  bis  9  Uhr  oder  Nach 


*)  Weder  diese  Tafel  L,  noch  die  nachher  erwähnte  Tafel  II.,  sind 
hier  mitgetheilt  und  in  der  Schrift  des  Herrn  Eblc  nachzusehen.  Na- 
törlich  finden  sie  sich  auch  in  jedem  guten  astronomisrhen  Kalender, 
wie  namentlich  in  dem  von  Littrow.  G. 
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mittags  TOD  3  Uhr  bis  8  Uhr  sind  too  2  zu  2  Miooteo  abgetheiH 
wobei  von  10  zu  10  Minuten  etwas  stärkere  Theiisstriche  gezo- 
gen sind;  die  Stunde  von  Vormittags  9  bis  11  Uhr  oder  Nach- 
mittags von  1  bis  3  Uhr  sind  von  4  zu  4  Minuten  abgetbeilt,  und 
zugleich  sind  von  20  zu  20  Minuten  die  Theilstriche  kräftiger. 

Eine  Stunde  vor  oder  nach  der  Mittagszeit  ist  die  Beobtck- 
tung  behufs  der  Zeitbestimmung  mitteist  eines  Höhen -Instromeats 
ungeeignet,  daher  keine  Abtheilung  angebracht  wurde. 

Die  durch  die  Beobachtung  der  Sonne  erhaltene  wahre  SonoeB- 
zeit  ist  aber  nicht  diejenige,  welche  unsere  gewuhulichen  Thomi- 
und  Taschen  -  Uhren  zeigen  müssen.  Man  muss  diese  Cbrai 
vielmehr  nach  der  mittleren  Sonnenzelt  richten.  Die  mittlere  Sob- 
nenzeit  weicht  aber  um  eine  Anzahl  Minuten  ab ,  die  man  zu  g^ 
wissen  Zeiten  des  Jahres  zur  wahren  Sonnenzeit  hinzufügen,  n 
anderen  Zeiten  davon  abziehen  muss. 

(Nur  viermal  im  Jahr  stimmt  die  wahre  Sonnenzeit  mit  der 
mittleren  Zeit  übereio,  am  15.  April,  15.  Juni,  1.  September  ond 
24.  December.)  • 

Die  Angabe  der  zu  addirenden  oder  subtrahirenden  Miooteo 
nennt  man  die  Zeitgleichung  und  es  ist  eine  solche  Zeltglei- 
d&mil^stabeUe  (Taf.  II.)  dieser  Gebrauchsanweisung  angeßgt. 
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Ueber  einige   allgemeine    Formeln   zor  Answerthnng 

bestimmter.  Integrale. 

Von 

Herrn  Eugen  Lommely 

Professor  in  Schwyz. 


Fahrt  man  in  das  bestimmte  Doppelintegral 

fff(P  +  qx+ry).dydx, 

in  welchem  f  eine  ganz  beliebige  Funktion,  p,  q  und  r  beliebige 
Constanten  bedeuten,  während  unter  dem  Doppelintegral  selbst 
die  Summe  aus  den  unendlich  Mal  unendlich  vielen  Gliedern 
verstanden  wird,  welche  aus  dem  Produkt 

f{p^r9X^rry).dydx 

* 

dadurch  hervorgehen,  dass  man  dem  x  und  dem  y  unabhängig 
von  einander  alle  bezieblich  um  die  unendlich  kleinen,  positiv 
gedachten  dx  und  dy  von  einander  verschiedenen  Werthe  bei. 
legt,  welche  zugleich  einer  (oder  mehreren)  gegebenen  Bedingun- 
gen genügen,  —  statt  der  Veränderlichen  x  und  y  vermittelst  -der 
Gleichungen 

ia:  V  9*  +  r*  =  qx' — ry[ , 

die  neuen  Veräoderlichen  x'  und  ^  ein,  indem  man  sich  hiezu 
der  bekannten  Formel 
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bedient  (wenn  nämlich  x  =  tp(*c\  y')  und  y  =  ^{x't  y')  die  Glei- 
chungen vorstellen,  mit  deren  Hilfe  man  die  neuen  Veräoderlicbeo 
einfuhrt),  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

A)      ffIXp  +  ^^  +  ry) .  dydx  ^^fSfiP  +  ^'  VV*Tr*)  •  dy'd^^'. 

Nun  l&sst  sich  aber  auch  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichme 
die  Integration  nach  y'  ohne  weiteres  durchfShren;  hat  man  als- 
dann aus  den  obenerwähnten  und  mit  Hilfe  der  Gleichungen  a) 
ebenfalls  transformirten  Bedingungen  die  Grenzen  von  y'  als  Funk- 
tionen von  x'  bestimmt  und  eingesetzt,  so  bleibt  rechts  noch  ein 
einfaches  Integral  nach  x'  übrig  (oder  auch  mehrere),  dessen 
constante  Grenzen  aus  den  nämlichen  Bedingungen  abzuleiten 
sind.  Durch  die  Formel  A)  ist  demnach  das  vorgelegte  bestimmte 
Doppelintegral  auf  ein  bestimmtes  einfaches  Integral  zorückge* 
fuhrt. 

Auf  diese  Weise  erhält  man,  wenn  man  In  ^em  gegebenes 
Doppeiintegral  den  Variablen  x  und  y  die  Bedingung 

vorschreibt,  die  Gleichung: 

I) 


— 1 


wo  nur  zur  Rechten  wieder  x  an  die  Stelle  von  x'  gesetzt  wor- 
den ist.  Vertauscht  man  in  dieser  Formel  r  mit  r.  V  — i  oder 
rt^),  so  ergibt  sich: 


*)  Man  köontv  die  Znläsugkeit  der  SubUlttttioo  einer  linagioirf« 
an  die  Stelle  von  r  in  Zweifel  ziehen,  weil  die  Transforiualioo,  welcher 
die  Formel  I)  ihr  Dasein  Terdankt,  zunärhtt  nnr  für  reelle  WerÜie  ▼•■ 
q  und  r  giltig  ist.  Man  gelangt  aber  ohne  Schwierigkeit  zu  derUeber- 
zeugnng,  datt  die  Formel  I),  wenn  sie  für  beliebige  reelle  Wer^ 
yon  q  und  r  richtig  ist  (und  das  ist  ja  nnbettreitbar),  nothwendig  auch 
dann  noch  gelten  mnss,  wenn  q  und  r  ganz  allgemein,  als  blosse  Trä- 
ger des  Operationszeichens,  aufgefaset  werden,  also  namentlich  aodit 
wenn  sie  imaginär  werden. 
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f f  Av\HX\TVii) . dydx  =  2  /*   Vl^^. Ap  +  ar  V^^TZ:^) .  dx. 

Diese  Gleichang  geht  aber,  wenn  man  r  =  ^  setzt,  sogleich  Ober 
In  die  folgende: 

wo  in  dem  Doppelintegral  zur  Linken  die  Teränderlicben  x  und 
y  an  die  Bedingung  x^  +  y^'^l  gebunden  sind. 


^ie  Richtigkeit  dieser  Formel  lässt  sich  auch  leiebt  synthe- 
tisch lieweisen.  Entwickelt  man  nämlich  zur  Linken  die  FunkÜon 
f  mit  Hilfe  des  Maclau r in *schen  Satzes  nach  Potenzen  von  q, 
so  erhfilt  man  n./Xp)  als  erstes  Glied  der  Entwickelung,  während 

q^  einerseits  mit  dem  Differentialcoefficienten  ;3~^>  andererseits 
mit  dem  Doppelintegrai 

/  {x -{■  iy)^  .dydx 

niultiplicirt  erscheint;  integrirt  man  hier  zuerst  nach  y^  so  er- 
gibt sich: 

wenn  man  nur  unter  y  jetzt  die  Wurzel  V^l— j;*  versteht.  Ent- 
wickelt man  nun  die  beiden  (m-f  I)ten  Potenzen  mittelst  des  bi- 
nomischen Lehrsatzes,  so  findet  man 

(o:  +  ijy)« +* — (ar  —  iy)»  4-^ 

=  2i.  S[(-l)«.  (m  +  l)2a+i.a:'»-««  .y««+i], 

(m  +  l)«l-* 
wo  unter  (tn  +  l)o  der  Binomiaicoefficient  -i verstanden 

wird»  und  die  Summenzelcben  5  andeuten,  dass  die  Summe  aller 
Glieder  genommen  werden  soll,  welche  aus  dem  eckig  einge- 
khmmertei  allgemeuMm  Gliede  dadurch  hervorgeben,  dass  man 
daaeUbflt  «tatt  a  nach  und  nach  0  und  alle  positiven  ganzen  Zah- 
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ieo  einsetzt.     Das  obige  Integral  erscheint  also  jetzt  in  folgen- 
der Form: 


_ .  S[(^  i)a.  („,  ^  i)^^i  J      x^'^,  (l  ^x^)  «    .  Ar] 


Nun  föllt  unmittelbar  in  die  Augen,  dass  diese  Summe  rer 
schwindet,  so  oft  m  ungerade  ist,  weil  dann  jedes  einzelne  b 
derselben  vorkommende  Integral  für  sich  der  Null  gleich  wird. 
Sie  verschwindet  aber  auch  für  jedes  gerade  m  =  2n;  man  int 
nämlich  alsdann: 

r  ^^  a:a(«-a) .  (l  —0?«)«+* ,  Ar  =  2 .  /^ *  a^i^-^) .  (1 — j:«)a-N .  ds 

—1  0 

o 

In-aia.la+lia 

=  — öM^ijä — •^' 

Die  obige  Summe  geht  dadurch  über  in: 

i  • 

(2n  +  l).2«+i|a'^l^^^  -^      '    1"+^  •      (2a+l)f     J" 
Nun  ist  aber: 

(2n  +  l)««+i|-i  =  (2>i  +  l)«+il-2 .  (2ii)al-« , 
(2a  + 1)!  =  l««+^li  =  ^+il*  .2«i«, 

(2n  +  I )«+!!-« .  1  "-«I*  =  (2n  + 1)«+!!-« .  (2n  —  2a  —  !)•  -«H« 

=  (2n+l)»+i|-«=l»+il*, 

2a|2     —   |a|l    —     o!    ^"  ' 

man   erhält  demnach,  unter  Berücksichtigung  vorstehender  Rela* 
tionen,  statt  jener  Summe  jetzt  diese: 

27i;.ln+^I2 

« 
welche  bekanntlich  der  Null  gleich  ist.  Da  nun  alle  Coefficieo- 
ten  der  Potenzen  von  q  in  der  oben  vorgenommenen  Relheniot' 
Wicklung  verschwinden,  so  ist  hiemit  nachgewiesen,  das«  die  Glei- 
chung (II)  eine  identische  ist  in  allen  jenen  Fällen,  in  weleheo 
der  Maclaurin'sche  Satz   zur  Reihenentwickeinng  angewendet 
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wefdeii  kaoD.  l>er  Hflclanrin'sehe  Satz  gilt  aber  fiir  jede  be- 
liebige Funktion,  so  lange  nur  der  specielle  Werth  der  Variabein, 
welchen  man  in  die  .Funktion  und  in  ihre  Ableitungen  einsetzt, 
um  die  Coefficienten  der  Reihe  zu  erhalten,  weder  die  Funktion 
selbst  noch  irgend  eine  ihrer  Ableitungen  auf  eine  Im  Calcul  un- 
zulässige Form  bringt.  Wir  können  demnach  behaupten,  dass 
unsere  Gleichung  III)  fiir  jede  beliebige  «Funktion  f  gilt,  so 
lange  nur  p  keiner  jener  Ausnahraswertbe  ist,  ffir  welche  die 
Funktion  f  oder  irgend  eine  ihrer  Ableitungen  eine  unzulässige 
Form  annimmt.    Nimmt  man  nun  an,  dass 

'//i;a:)-<te  =  g>(a:)  +  C 

sei,  so  findet  man  auch: 

1 

//(p  +  9(^  +  V)).^  =  ^.9>(P+fl'(^+ty))+C'; 

folglich,  wenn  man  bei  dieser  Integration  nach  y  die  Grenzen 
einfuhrt,  welche  die  Bedingung  ^^-f^^^l  verlangt: 

f{p'{q{a:\iy)).dy 

=  ^  •  [(P+7(^  +  i  \rV^^^)  -  q>(p  +  ^(:r-  iVn=^)]- 

Setzt  man  diesen  Werth 'in  die  Formel  III),  so  erhält  man: 

IV) 

y*"^'  [9>(P+9(:c+tVX=:^)-9(p+9(^-«VP^)j.d^ 

Diese  Gleichung,  welche  eigentlich  |iur  eine  andere  Form  der 
Gleichung  III)  ist,  gilt  unter  den  nämlichen  Bedingungen  wie 
diese.  Setzt  man  in  derselben  ^=cosz,  so  nimmt  sie  folgende 
Gestalt  an: 

IV)       J      \(p(p^qe*i)^tp{p  +  qe-*^yB\fkz.dz  =  %nq.^ . 
o 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  p  =  0  und  9  =  1,  so  wird  sie 
identisch  mit  einer  bereits  von  Cauchy  auf  anderem  Wege  ge- 
fundenen  Formel,  nämlich  mit 

y  ^  [q>{e^--q>{€-^i)\.e\uz.dt  =  t«.[^]^* 
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derW  Richtigkeit  jedoch »  nach  Caochy*«  Herleitang,  nur  filr  deo 
Fall  als  erwiesen  anzusehen  ist,   dass  I)  ^x)  för  keinen  Werth 

von  X  die  Form  -r  annimmt  und  dass  2)  q>{x)  nur  eindeatig  ist; 

indem  sich  nämlich  diese  Formel  als  specielles  Resultat  aus  einer 
allgemeineren  ergibt»  welche  nur  unter  den  ebengenannten  Be- 
diogungen  stattfindet.  Obgleich  nun  die  Constanten  p  und  q  un- 
serer Gleichung  (V)  nur  scheinbar  eine  grossere  Allgeroeinh^ 
verleihen,  indem  dieselben  ohne  Weiteres  auch  in  die  Cauchy- 
sche  Formel  eingeführt  werden  können,  so  ist  dieselbe  dennoch 
als  eine  Erweiterung  dieser  letzteren  anzusehen,  weil  wir  nach- 
gewiesen haben,  dass  unsere  Gleichung IV)  ebensowohl,  als  Glei- 
chung III),  eine  von  der  Natur  der  Funktion  9  (oder  f)  völlig  un- 
abhängige Identität  ist  und  ihre  Giltigkeit  bewahrt,  so  lange  die 
Coostante  p  keiner  jener  Ausnahmswerthe  ist,  welche  die  Fonktion 
fp  oder  irgend  eine  ihrer  Ableitungen  auf  eine  im  Caicul  unzuläs- 


sige Form  (q>  logO,....)  bringen. 


AUgetnein  giltige  Ableitung  der  Fundamentalgleicbung 
der  sphärischen  Trigonometrie   and   allgemeiner  Be- 
weis des  Satzes  vom  Polardreiecke. 

Von 

Herrn  Doctor  Eduard  Sehreder 

in  Gras. 


Allgemein  giltige  Ableitung  der  Fundamentalgleichung 

der  sphärischen  Trigonometrie. 

Es  sei   das  sphärische  Dreieck   ABC  (Taf.IIl.  Fig.  4.)  von 
beliebigen  Seiten  und  \))inkeln.    Man  halbire  die  Sehnen  AB  und 
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AC  in  P  nnd  Q,  ziehe  durch  diese  Punkte  die  Kngelhalbmesser 
und  verlängere  dieselben,  bis  sie  die  von  A  aus  zu  den  Bogen 
AB  und  AC  gezogenen  Tangenten  in  den  Punkten  T  und  T* 
durchschneiden.  Hierauf  verbinde  man  noch  P  mit  Q^  und  T  mit 
T'  durch  gerade  Linien.  Bezeichnet  man  dte  B5gen  BCt  AC^mA 
AB  der  Reihe  nach  mit  a,,b  und  c,  und  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  mit  O,  so  ist: 

OA  —  l,    Or=sec|,     OT'^sec^.     OP=cos^,     OQ  —  cob^, 

c  beb 

2l7=:taDgH»    i4I*=tang-5,    AP=:a\n^,    AQ=zmn^, 

PQ  =  ii?C=  sin  |. 
Für  das  Dreieck  TAT  besteht  die  Relation: 

1)  TT^  =  tang*2  +  tang^ — 2tang^tang^  cos  A. 
Aus  dem  Dreiecke  707^  ergibt  sich: 

2)  TT'«  =  sec«2  +sec«|— 2sec28ec|cos  TOT\ 

Setzt  man  die  rechten  Theile  der  Relationen  1)  and  2)  einander 

gleich  und  multiplicirt  beide  Theile  der  so  entstehenden  Gleichung 

b         c 
mit  cos^nCOs^Q »  80  erhält  man: 

3)  •mVcosV+co«^sinV--*«n2  *®*2**"2*^**2  ^®* 

=  cosV  +  cos^ — 2cosh- cos  o  ^^^  TOT. 
Im  Dreiecke  POQ  findet  die  Relation  statt : 

•     ttß  Jb  A  ^  r»  b  O  mwt^^  fmu 

sin»ö  =  cos*ö-  +  cos*-5 — 2  cos  2  cos  rt  cos  rOi*» 
woravs  man  erhält: 

— 2  cos  s-  cos  Q  eos  TOT  ^sz  sin*^-  —  cos*  jr  —  cos*^' 

Substituirt  man  den  rechts   vom  Gleichheitszeichen    befindlichen 
Ausdruck   in   die  Relation  3)   nnd   schreibt  \{\  —  cosd)   anstatt 

sin^2»  ™^'^^P'i^^  ferner  alle  Glieder  dieser  Relation  Mit  2,   so 
erhält  man :  ' 
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b        c  b       c 

28111*2  cosV +2  cog^s-s»  0*5" — ein  6  sine  cos  il  =  1 — cosa. 

Dieser  Gleichung  lässt  sich,   wenn  man  sinV-f  cos^  anstatt! 
schreibt 9  folgende  Form  geben: 

4) 

b  c  b  c 

cos  a  =  sin  VC — 2  cosV )  +  cosV  (1—2  sinV)  +  sin  b  »in  e  cos  A» 

c  c 

Da  1 — 2  cos V  =  —  cos  c  und  1 — 2  sin^ = cos  c,  so  reduciren  sich 

das  erste  und  zweite  Glied  des  rechten  Theiles  der  Gleichung  4) 

auf  cos  c  (cos V — sinV)'  ^*  i«  cos  c  cos  6,  so  dass  diese  Gleichung 
übergeht  in :    cos  a  =  cos b  cos  c  -f  sin  6  sin  c  cos  A, 

Die  hier  dargestellte  Ableitung  dieser  Formel  ist  darum  all- 
gemein giltig,  weil  die  Bögen  ^  und  5*  stets  <90^  sind  und  da- 
her die  Tangenten  AT  und  AT*  m  jedem  Falle  die  verlängerten 
Radien  OT  und  OT"  schneiden  mfissen,  so  dass  die  zum  Be- 
weise benutzten  ebenen  Dreiecke  immer  zu  Stande  kommen  werden. 


II. 

Allgemeiner   Beweis    des   Satzes   vom    Pölardreiecke. 

1.  Weil  das  zu  einem  gegebenen  sphärischen  Dreiecke  coo- 
struirte  Polardreieck  durch  den  Durchschnitt  von  drei  gr5ssten 
Kreisen  entsteht,  welche  von  den  gegenüberliegenden  Scheiteln 
des  gegebenen  Dreieckes  um  90^  entferot  sind,  so  ist  klar,  dass 
die  Seiten  des  Polardreieckes,  welche  Bugen  dieser  grOssteo 
Kreise  sind,  ebenfalls  um  90^  von  den  genannten  Scheiteln  ab- 
stehen müssen.  Da  ferner  jede  Seite  des  Polardreiecks  von  einem 
andern  Scheitel  des  gegebenen  Dreiecks  um  90^  absteht,  so  folgt 
daraus,  dass  ein  Scheitel  des  Polardreieckes,  da  er  zwei  Seiten 
desselben  angehört,  auch  von  zwei  Scheiteln  des  gegebenen  Drei- 
eckes und  somit  von  der  ganzen  gegenüberliegenden  Seite  des- 
selben um  90^  entfernt  sein  müsse. 

2.  Unter  Berücksichtigung  des  Vorhergehenden  lässt  sich 
nun  die  bekannte  Relation  zwischen  den  Seiten  tind  Winkeln  des 
gegebenen  sphärischen  Dreieckes  und  des  zugehörigen  Pelardret- 
eckes  folgenderweise  darthun. 
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Es  sei  AB  (Taf.  III.  Fig.  5.)  eine  Seite  des  gegebenen  Drei- 
eckes und  somit   <  =  oder  >  90®. 

ist  AB  <  90^9  80  werden  die  zwei  grOssten  Kreise^  welche 
den  AB  gegenQberliegenden  Winkel  C  des  Polardreieckes  bil- 
den >  durch  die  beiden  in  den  Verlängerungen  der  Seite  AB  ge« 
legenen  Punkte  a  und  b  gehen,   wobei  Aa  =  Bb=zW^. 

ist  AB=iXP,  so  gehen  naturlich  diese  grussten  Kreise  durch 
A  und  B  selbst. 

Ist  AB  ^  90^5  so  werden  sie  durch  zwei  innerhalb  AB  ge- 
legene Punkte  a'  und  b'  gehen,  wo  dann  Aa'=:Bb'  =  90^  sein 
wird.  Der  Fall,  dass  der  eine  grusste  Kreis  durch  einen  aus- 
serhalb AB  liegenden  Punkt,  z.  B.  a,  der  andere  durch  einen 
zwischen  A  und  B  befindlichen  Punkt,  z.  B.  6',  gehe,  ist  darum 
unmuglich,  weil  dann  zufolge  1.  sowohl  Aa  als  Bb'  gleich  90® 
sein  mussten. 

Da  der  Scheitel  des  der  Seite  AB  gegenfiberliegeoden  Win- 
kels C  des  Polardreieckes,  von  AB  und  somit  ;eiuch  vom  Bogen 
ab  oder  a'b'  um  90®  absteht,  so  ist  ab  (oder  im  dritten  Falle  a*b') 
=  C.    Man  hat  nun  im  1.  Falle: 

ab=ibA+AB+Ba=i90^'-AB)+AB+(90''—AB)=:lSO^'^AB. 

Im  2.  Falle  ist  AB  selbst  das  Maass  des  Winkels  C,  woraus 
folgt 9  dass  dieser  =90®  ist,  so  dass  jetzt  wieder  AE(  +  C  :=180^* 

Im  3.  FaUe  ist  a'b\  d.i. 

c^  z=i  AB  --  Ab'  --  Ba'  =z  AB  —  2  (AB  -  90«)  =  180«  —  AB, 

wie  es  sein  soll. 

Cm  den  analogen  Satz,  dass  jede  Seite  des  Polardreieckes 
mehr  dem  gegenQberliegenden  Winkel  des  gegebenen  Dreieckes 
=  180®  sein  müsse,  zu  beweisen,  sei  A'B'  (Taf.  III.  Fig.  6.)  die 
Seite  des  zum  gegebenen  sphärischen  Dreiecke  construirten  Po- 
lardreieckes. 

Die  beiden  gr5ssten  Kreise,  in  welchen  die  den  gegenüber- 
liegenden Winkel  C  einschliessenden  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
eckes liegen,  können  im  Allgemeinen  entweder  durch  die  Punkte 
af  und  b',  oder  durch  a  und  b,  oder  endlich  durch  A'  und  B' 
selbst  gehen. 

Im  1.  Falle  bat  man:  a'b',  d.  i. 
C^A'B-^A'a'^b'B'  =  A'B' --2(A'B' -^90^)  =  190^ -A'B, 
Im  2.  Falle:  ab  oder 


4^  Grüner t:   üeber  die  AmfUtting  dreier  ßleUkunfem  wUt  drti 

C=ad'+A'B'  +  B'b  =  2<90<>—  d'ß')+A'B'  =  lBli»—A'B'. 

Im  3.  FaHe  ist  A'B'  =  90^  und  C  ebenfalls  90»,  woraus  wieder 
die  Richtigkeit  des  Satses  erhellet. 

Die  Figuren  Taf.  IIl.  Fig.  7.,  8.,  9.,  10.  geben  die  Darstellung  der 
Polardreiecke  in  allen  Fällen  mit  Ausnahme  des  in  sämmtlicbeo 
trigonometrischen  Lehrbüchern  abgebildeten  Falles,  dass  die  drei 
Seiten  des  einen  Polardreieckes  <90^,  die  des  anderen  >90^  sind. 

In  Taf.  III.  Fig.  7.  bat  das  eine  Polardreieck  ABC  eine  Seite 
(BC)  >90^9  die  beiden  anderen  <90^,  das  andere  Polardreieck 
A'B'C  hat  zwei  Seiten  >90ö  und  die  dritte  (Ä'C)  <90<>. 

Die  Taf.  III.  Fig.  8.  stellt  den  Fall  dar,  dass  im  gegebenen 
Dreiecke  ABC  eine  Seite  (BC)  =90^  und  die  beiden  anderen 
<90<>  sind;  in  Taf. III.  Fig. 9.  hat  das  gegebene  Dreieck  ABCeÄne 
Seite  (BC)  =900  und  die  beiden  anderen  >'90o.  Die  Taf. III.  Fig.  10. 
zeigt  den  Fall,  dass  in  dem  einen  Polardreiecke  ABC  eine  Seite 
(BO  <90^  und  die  beiden  übrigen  =90^  sind,  während  das  an- 
dere Polardreieck  eine  Seite  (B'C)  >90o  und  zwei  Seiten  =90»  bat 


Ueber  die  Auflosung  dreier  Gleichnngen  mit  drei  on- 
bekannten  Grossen ,  von  denen  wenigstens  zwei  liaetre 

Gleichungen  sind. 

dem   Herausgeber. 


Man  kommt  häufig  in  den  Fall,  drei  Gleichungen  mit  drei  ob- 
bekannten  Grossen  Xy  y^  z  auflösen  zu  müssen,  von  denen  we- 
nigstens zwei  lineare  Gleichungen  von  der  Form 


il= 


unbekannt.  Grauen,  9on  den.  leenipU.  %v>ei  lineare  Gleichung,  sind.  443 

i    «©ar  +  Äoy  +  Cö^^A-o, 

sind.     Bei  der  Avfllisong   solcher  Gleichuogen  verföbrt  man   in 
sehr  vteten  Fällen  mit  besoDderer  Eleganz  auf  folgende  Art. 

Wenn  man 

2) 

J  I  flo(«i»  +  *i'  +  Ci*)  —  «1  (<M>i  +  fto*i  +  Coc,)  I *o  ) 
t  -f  I  Ol  (gp*  +  V  -I-  Co*)  —  «0  (gQgi  +  ftpfti  +  CpCt )  1  A|  j 

^  l  ftp  («1*  +  6i« +c,«)  -  6,  («o«i  +  *oAi  +  cpc,)  I  *p  ) 

-t     <  + 1 6|  (gp* + V + gp*)  -  ftp  (gpgi  +  Ml  +  gpCi )  I  A|  ( 
*~(go*+V+Cp*)(gi»+*i'+Ci*)-(gpgi+*p6i  +  CpCi)*' 

g_)  ^■k^(go*^^6o*^-Co»)-Co(qoa^^-6o6l-^CftCl)|*^  f 

Mtxt,  80  liefern,  wie  man  sich  auf  der  Stelle  durch  die  Idchteste 
Rechnung  fiberzengt,  die  drei.GrSraen  4,  "&,  i  im  Allgemeinen 
eine  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  I);   und  weil  also 

j    Ooll  +  6o»  +  «p«=*p. 
(    0,4 +  6,» +  <;,«=*, 

ist,  so  folgen  aus  den  Gleichungen  I)  und  3)  durch  Subtraction 
die  beiden  Gleichungen: 

op  (;t-il) + 6o  (y-}3) + cp  (x-tf) =0, 

i»)+*i(y-»)+gi(»-«)=0. 

Setzen  wir  nun  femer  der  Kürze  wegen  : 

5)    A  =  6o<?i  —  <?o^i >    B  =  Coai — «0^1,    C  =  OoAi— ÄoOi; 


80  ist,  wenn  G  einen  gewissen,  bis  jetzt  noeh  unbestimmten  Fac- 
tor bezeicbnety  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  1),  wie 
sogleich  erhellet,  in  den  Formeln: 

:r-il=GA,    y—»=GB,    i— tf=CC 
oder : 

6).   .   .   .j:=Ä+GA,    y  =  »  +  GB,    2  =  tf  +  GC 


^^Grunert:  Veö.d.Auflös.  dreier GMch, mit dreinnbehanni.Grös$^tU. 

enthalten.  FOhrt  man  nun  diese  Ausdrücke  von  x,  y,  x  in  Ae 
dritte  der  zwischen  diesen  drei  Grössen  gegebenen  drei  Glei- 
chungen ein,  so  erhfilt  man  eine  Gleichung  mit  der  einen  unbe- 
kannten Grösse  G,  aus  welcher  dieser  Factor  bestimmt  werden 
musSy  worüber  sich  natürlich  im  Allgemeinen  nichts  sagen  lasst, 
da  die  dritte  Gleichung  von  den  mannigfaltigsten  Formen  seie 
kann.  Hat  man  durch  Auflosung  dieser  Gleichung  G  besümmt, 
so  ergeben  sich  x,  y,  z  unmittelbar  mit  Hülfe  der  Formeln  6). 

Die  obige  Form  der  Grössen  Ü,  Ti,(i  ist  zwar  nicht  die  ein- 
fachste, aber  för  viele  Untersuchungen,  besonders  für  solche, 
welche  die  Anwendung  der  Kreisfunctiooen  in  Anspruch  nehmen, 
vorzüglich  bequem  und  geeignet.  Andere  Formen  der  in  Rede 
stehenden  Grössen  sind  die  folgenden: 

7) 

^__t(go^i  -bpOi  )bi  -(cpOi  -gpCi  )C|  IAtq-I  (gpftt  -ftpfli  )&o-(cocr,  -OpCi  )co)^ 

^_K^0g|~g0^l  )^l  "(Oq^I  -^0«!  )«l  1^0-1(^0^1  -Cpbi  )co-(qo6|  -fepgi  )gol^i 

"■  («0^1  —  ^oöi)*  +  (*oCi  —  Co6,  )*  +  (cpai  —  OoCi)« 

^_t  (cpOi  -OpCi  )ai  -(bpCi  -Co6,  )bi  ]  kp-A  (cpOt  -apCi  )<yo-(^>Ct~Cö^i)^o>*i 
(Oobi  — ÄpCfi)«  +  (bpCi  — Cpfti)«  +  (Codi  —  «rpCi)« 

und : 

8) 

(«0*1  —  *oai)* + (Vi  -  Ml)*  +  (coOi  —  OpCi)*         ' 

^ _  (Ml  —Ml)  (ci^— Ml)  -  (Ml  —Ml) (^i^h  —Ml) 

(^0*1 — *o«i)*  +  (*o<?i — ^o^i)*  +  (<?oOi — OoCi)* 
g_  (^0^1  --gog|)  («1^0— Ml)  —  (Ml  —  Cpbi)  (6|Ap^Mi) 

(Ml  —  *0fll)*  +  (Ml  —  Cpbi)^  +  (CpQi  —  OpCi)« 

Für  ^o  =  (^»  ^1=0  verschwinden  diese  Grössen,   und  es  ist 
dann  nach  6): 

9) x=GAy    y=<;B,    x=«?C 

zu  setzen. 
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lieber  eine  Aufgabe  von  der  geraden  Linie  and  Ebene 

im  Räume. 

Von 

dem    Heransgeber. 


Ich  werde  in  diesem  Aufsätze  die  folgende,  auch  praktisch 
nicht  unwichtige  Aufgabe  losen,  und  dabei  zugleich  eine  Anwen- 
dung der  im  vorhergehenden  Aufsätze  entwickelten  Methode  zur 
LOsnng  dreier  Gleichungen  mit  drei  unbekannten  Grossen,  von 
denen  wenigstens  zwei  lineare  Gleichungen  sind«  machen: 

Aufgabe. 

Es  seien  z^vei  gerade  Linien  im  Räume  und  eine 
Ebene  gegeben:  man  soll  die  gerade  Linie  bestimmen, 
welche  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht  und 
die  beiden  gegebenen  Geraden  schneidet. 

Um  diese  Aufgabe  zu  losen,  sei 

1)  .......   .   Aa:  +  By+Cx  +  D=zO 

die  Gleichung  der  gegebenen  Ebene  ^  und 

^— 'go_y  —  ^o 2—Co 

COSOq         COS/Jq         COSVq^ 

2) 

X — g| y  —  6i      z  —  C| 

cosai  ""cosft  """cosyi 

seien  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden,  wobei  wir 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Crrnnde  legen. 

TheU  XXXVn«  80 
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Der  Durcbscboittspunkt  der  gesuchten  Geraden  mit  der  ge- 
gebenen Ebene  sei  (XYZ);  dann  baben  deren  Gleicbungen  die 
Form : 

3)  .t-^^y-r^»-Z. 

^ COSÖ  COSflO         C06O  ' 

und  weil  diese  Gerade  anf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  stebes 
soll,   so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

^ B    _    C        1 

*    cosÖ      cos  w*^  cos  ö      C 

Die  Durcbschniltspunkte  der  gesuchten  Geraden  mit  den  itU 

den  gegebenen  Geraden  seien  (oToyo^o)  ^^^  (^iyih)>   ^^  ^^^  >&^ 
die  folgenden  Gleicbungen: 


5)  .   .   .   . 


und: 


fl) 


also: 


^o'"'go_.yo — ^^^^'"^^^^C 
costto        cosj^o        cosyo         ®' 

^i  —  «!  _yi— fti__g|""gi  _  Q 

COStti  COSj^i  COS/i  ' 


^0— -y_yo—  y_^—z      , 

COSd  COSflO  coso  **  ' 

^i  -"-y  __  yi  —  y_  ^i  —^  =  c '. 

COS0  cos  CO  coso  ^   ' 


Xo  =  <io-h  Gocosoo»    J?i=:ai  -fGiCOsai, 

7)  .   .    ^  yo=*o+GoCos/Jo»    yi=6i  +  GiCosft, 

2o  =<56  +  Gocosyo,    X|  =Ci  +  6'i  cosyi 

und: 

a'o=-X^+Go'cosö,     jri  =  -¥+Gi'cosd, 

8)  .  .    ^  yo=  F+Co'^<>«ö>»    yi  =  F+Ci'cosw, 
2o  =Z+Go'cos5,    ii  =Z  +  Gi'co8Ö; 

woraus  sich,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  einander  snbtrahirt. 
die  folgenden  Gleichungen  ergeben: 

ao  =  -X— GoCosa^+  Gq'cos^, 
6o  =3  F —  GqCos/^o  +  Go'  cos  «o, 
c^s  Z--Gt  00»^ -f  Go'cesS 
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iiid 


Ol  =  X — Gj  coscfi  +  6j'co«ö, 
6i  =  F —  Cj  cos/5|  +  Gl'  cos  », 
Cj  e=  Z — G|C0S7|  +  Gi'cosS; 

also   durch  Subtraction  dieser  beiden  Systeme: 

a^  —  «/i== — Gocosffo-f  G|C08cir|  +  (Go'  —  Gi')cosö, 
60  — &i  =  —  G0COS/S0+  GiCos/Si-t-CGo'  — Gi')co6(o, 
Co  — Ci= — GoCosyo  +  G|  cosyi  +  (G©'  — Gj')cos5; 
tbiglich  nach  4): 

O0 — a|= — GoCosao  +  Gicos«!  +  G{Gq  '—Gi)A, 

bo-bx  =  — Gocos/Jo  +  GiC08/?i  +  G(Go'-  Gi')Ä, 

Co  — Ci  =  —  Go cos/o  +  Gl  cos y,  -f  G(Go'  — G,')G. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 

J?  cos Yi  —  Ccos  ßi ,     Ccos  «1  —  A  cos yi ,    /l  cos ft  —  ^cos  ai ; 

dann  mit 

J9cos  yo  "-  Gcos  ßo ,     Ccos  «0  ■"  -^  cos  yo  >    ^  cos  ^0  —  Äcos  «o  5 

und  addirt  sie  in  beiden  Fällen  zu  einander,  so  erhSit  man  zwei 
Gleichungen,  aus  denen  sich  unmittelbar  für  Go  und  Gf  die  fol- 
genden Ausdrücke  ergeben: 

9) 

f  (Bcos/i— Ccos /3|)(flo—fl|)  + (Ccos ai—Jcosyi)(6o— 61)  | 

g  __l -fCi^cosft  — gcosa|)(Co  — C|) | 

^~      i  (Bcosyi  —  Ccos/3i)cosao  +  (Ccosaj  —^Icosyj)  cos/Jq  V 

\  -|-(i4cos^j  —  Äcosajjcosyo  j 

{(Äcosyo-  Cco8/3o)(ao-öi)  +  (Cco«ao--^cosyo)(6ö-*i)  1 
^  _       +(ilcos|3o  — gcos«ö)(cö— ci) 1 

"*  (  (Äcosyo—  Ccos/Jo)co8«i  +  (Ccosa© —  i4cosyo)coe/Ji  1 

I  +  (i^cos/Jo~-öcosao)co8yi  J 

odei;: 

30» 


448  Grüner l:    Lieber  eine  Attfgabe 

10) 


(Bcoayi  —  CcosftXöo— «i)  +  (Ccosaj  —  A  cosy,)(6o-6,) 

il  (co«  /?o  C08  yi  —  cos  yo  cos  ßi)-\-B(co8  y©  coscfi  — cosoocos/i) 
+  C  (cos  Oo  cos  ßi  —  cos  ß0  cos  Cf,  ) 

cos  yo—  Ccos  ßo)  (flo— «1 )  +  (Ccos  ao  —  2lcosyo)(6o— 6i) 
+  ( J  cos  ßo  —  B  cos  a„)  (c„  —  c, ) 


r' 


cosj^Q  cosyi— co8yoCOS|?|)-f  i^(co8yoco$tf|— cosa0C»syi) 
+  C(cosaoCOs^  — cos/^o^osai) 


Hat  man  mittelst  diesier  Formeln  Gq  und  G|  berechnet,  so  fiiKk 
man  a:o»  .70*  ^o   ""^  ^1»  yi  >  -1    mittelst  der  Formeln  7). 

Weil  die  Punkte  (aro^o^o)  "nd  (ar,y|2j)  in  der  gesuchten  Ge 
raden  liegen,  so  kann  man  deren  Gleichungen  auf  eine  der  bei 
den  folgenden  Arten  ausdrücken : 

^--^o  __.  y— .vo  __  ^— ^0  ^ 
^0—^1     yo— yi      «0— 2/ 

£zj?l  -.  y— yi  _  ^— ^1  . 
^o— «a^i     yo— yi      2:0  — zi' 

so  dass  also: 

^0  ""^1      yo — yi     *ü — ^1 
^o~a:i      yo— yi     «0— M       *  ' 

und  folglich: 

F=yo  +  G„''(yo-yi)=yi  +  C/(yo-yi). 

,Z=io  +  Go"(iö-^i)=^i+Gi''(ro-»i) 

ist.    Weil  nun  aber  der  Punkt  (XYZ)  in  der   gegebenen  Ebene 
liegend  vorausgesetst  worden  ist,  so  ist: 

AX+Br+CZ  +  D=zO, 
also: 

Axo+Byo+Czo+D+\A(Xo-Xi)+B(y^^f„)+C(2o^2i)]Go'=(^ 
^^1 +Äyi +G21 +/>+ {^(a:o-x,)+ B(yo-yi)+ C(^o-^i) }  G,  ^=^0: 


r 
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irorans  sieb: 

^^       ,   *'•>  -      .4(x„-ar,)  +  Ä(yo-y,)+C(j„-*,)' 
f.„ /lx,+gy,  +  C»,+Z) 

folglich  nach  II):  < 

''-*"-  ^(xo -a:,)+Ä(3(o-y,)  +C(»o-*,) ^  "     *•' 
lind 

ergiebty  wodurch  die  Aufgabe  nun  schon  vollständig  gelost  ist. 

Weit  nach  7),  8)  und  4): 

X —  ao  =  Co  costto  —  GGq'A^ 
Y —  6o  =  Co  cos  ß^  —  GGq' B, 
Z — Co:=Go  cos/o  "~  GGo'C 


und 


A  —  Ol  t=  G|  coscfj  —  GGi'A, 
r  —  ^1  =  G,  cosft  —  GC/Ä, 
Z  —  Ci  =  Gicosyi—  GGi'C 


int;   so  ist: 


15) 

(i?  008  y.)  —  Ccos  ßo)  ( A^—  «o)  +  (Ccös  «„  —  A  cos  y^,)  (  F  —  6„) 
+  (A  cos  /Jo  -  B  cos  «o)  (Z  -  c„)  =  «, 

(Äcosyi  —  Cco8/?i)(A— tti)  +  (Ccoscfi  — Jcosyi)(F — 6|) 
+  (i4cos/Ji  — ÄcosttjXZ — ci)=0; 
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aus  welchen  beiden  Gleichungen ,  in  Verbindung  mit  der  GleichiBC 

16) i<jr+ÄF+CZ  +  />=:0, 

die  Coordinaten  X,  F»  Z  bestimmt  werden  müssen,  wenn  hob 
fGr  dieselben  ganz  independente  Ausdrücke  haben  will.  Weas 
auch  diese  Gleichungen'  alle  drei  linear  sind,  so  wollen  wir  ms 
bei  deren  Losung  doch  der  in  dem  vorhergehenden  Aufsätze 
wickelten  Methode  bedienen,  um  zugleich  die  Anwendung  dli 
Methode  an  einem  Beispiele  zu  erläutern,  bemerken  jedoch» 
deren  Nutzen  hauptsächlich  dann  hervortritt,  wenn  die  drei 
gebenen  Gleichungen  nicht,  wie  hier,  sämmtlicb  linear  sind. 

Wir  setzen  der  Kürze  wegen: 

17) 
Ko^{BcoBy^^CcoBßo)ao'\-{CcoBcio-ActtsyQ)bQ'\r{Acosßo-J^^^^^9)c*^ 
i(ri=(JBcosyi — Ccos/?|  )ai +(Ccoso| — Jcos}^i  )6| -f  ('^  cos /?!  ~  ^cosa|)C| 

und  haben  dann  also  die  drei   folgenden  Gleichungen  aufznioseB- 

18) 

(Äcos/o— Ccos/3„)^+(Ccosao— -4cosyo)F+(2lcos/?o— i?cosao)Z=J^ 

(Äcosyt— Ccos/3i)-¥+(Ccosa|— ilcosyi)  F+(i4cos/Jj-  ßcosa,)Z=fi, 

2lJC+BF+CZ+Z>=0. 

Man  kann  nun  jede  zwei  dieser  drei  Gleichungen  als  lineare 
Gleichungen  zu  Grunde  legen,  und  wird  daher  nach  der  im  vor- 
hergehenden Aufsatze  entwickelten  Methode  drei  verschiedene 
Auflösungen  ableiten  können,  wobei  die  folgenden  leicht  zu  be- 
weisenden Relationen  sehr  gute  Dienste  leisten: 

19) 

(/lcos/3o— -ßcosao)*  +  (Äcosyo— C'cos/?o)*  +  (Ccosao  —  ilcosy«)* 

=  2l«+  Ä«+  C«-  (ilcosao  +  Äcos/3o  +  Ccosy«)*, 

{Acosßx  — -ßcosai)*+  (i^cosyi  —  Ccos/3i)^  +  (Ccosai  — -^cosyj)* 

=  J«+Ä«+C«  -  (i^cosai  +  Äcosft  +  Ccosyi)* 
und: 

20).  .  .  (/Icosj^o — Bco^Uq)  {Acosßi  —  Bcosui) 
-f  (Äcosyo  — Ccosj5o)(-ßcosyi  — Ccos|?j) 
+  (Cco8ao*~-^cosyo)  (Ccosa|  —  A  cosyi) 

=     (i4*+-B*+C*)(co8aoCOsa|  -|-cos/3oC08/3| +  cosyoCosy^) 

—  (ilcosoo  -|'iBcos/3o-|'  Ccosy»)(Jco8ai  +Äcos/3|  +  Ccosyi) 


eon  der  geraden  Linie  und  Ebene  im  Räume.  451 

9    wenn 

gesetzt  wird^    wo    W^i   den  von  den  beiden  gegebenen  Geraden 
iiag^es^ossenen  Winkel  bezeichnet : 

22)  ....      (AcosßQ  —  Bcosa^)(Aco9ßi'^Bcif9Ui) 
'  +(Äco8yo —  Ccosßo)(Bcosyi  —  Ccosft) 

— (i^cos  «0  +  BcosßQ  +  Ccosyq)  (A  cosaj  +  Bcosßi+Ccosyi). 

Wir  begnGgen  uns  jedoch  hier,  nur  den  Weg  etwas  genauer 
aozugeben,  welchen  man  einzuschlagen  hat,  wenn  man  die  erste 
uod  dritte  der  Gleichungen  18)  als  lineare  Gleichungen  zu  Grande 
legt.  Dann  hat  man  in  den  im  vorhergehenden  Aufsatze  ent- 
wickelten Formeln  zu  setzen  *) : 

ao=Äcosyo — Ccos^o,  ai  =     Ay 

bo=Ccosoo  —  AcoBfQ,  h|  =s     B, 

CQ^^AcoaßQ  —  BcoßttQf  Ci  =     C*, 

Ko^^^oj  k|  =s  —  U\ 
und  es  ist  folglich : 

»0*  +  bo*  +  Co*=-4»  +  Ä«+  C«— (/Icosoo  +  Bcos/Jo+  Ccosyo)*. 
ai*  +  hi«  +  Ci«=2l«+B«+C*, 

«0*1  +*>o'^i  +CoCi  =0; 
also  nach  dem  vorhergehenden  Aufsätze^  wie  man  leicht  fibersieht: 

23) 

(B  cos  Yq  —  Ccos  /?o)  Kq ^^  AD 

^  "A^-i-  B^+  C*—(Acosao  +  Bco8ßo+  Ccosyo)^  "*  A^B^+C^' 

(Ccosoo — ^co8yo)Äo BD 


A^  +  B*+  C*'-(Acosao+Bco8ßo  +  CcosYo)^     ilM-ÄHC«' 
^__  (Acosßo — BcosaQ)Ko  CD 


2l«  +  Ä«+C«— (Jcostto  +  Äcos/Jo+Ccosyo)*      AHBH-C*' 


*)  Wir  bedienen    uns  bier  geradttebender  Bachslaben  statt  der  im 
^ffhergehoodra  Aafiiatse  gebrauchten  tcbiefatebenden. 
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Ferner  ist: 


B: 
C: 

und: 


(J*+ß*+C«)co8yo 


24) 

A  {A  cog  «0  +  Ä  cos  /3o  +  Ccos  y^)  . 
iB(i4co6  0o  +  Äcos^o  +  Ccosy,), 
C(i4  cos  «o  +  Ä  cos  ßo  +  C  cos  y,) 


25).    .    A  =  il  +  GA,     F=»  +  GB,    Z  =  tf  +  GC. 

Ffifart  raao  nun  diese  Ausdrücke  in  die  zweite  der  GieichaDgeii  IS* 
ein,  so  wird  dieselbe: 

£l(Bcosyi  —  Ccos /3i)+ 36  (Ccos  «1 — ^cosyi)  +  £(^cosj3^— ^cosoi; 
+ 1  A(Äco8yi— Ccos^i)+B(Ccosai  — ^cosyi)+€(2lco8/3|^^cosoi))€ 

und  fährt  also  zu  dem  folgenden  Ausdrucke  von  G: 

26) 

Ki''{Ü{BcoSYi-CcoBßi)+l$lCco8ai-Äcosyi)+(i(Aco8ßi-Bco6ai)t 
""  A  (^cosyi — Ccos/Jj )  +  B(Ccosa|  — i^cosyi )+  C(/lcos/5|  — Äcosöi)' 

wobei  man  noch  bemerken  kann,  dass 

A(BcosYi  —  Ccos  j3|)+)$  (Ccos  «1 — Jcosyi)-f£(2lcos^i — ficosai) 


r  (^«+Ä2+C*)cosFFox  1 

_  i  —  (>/lcoscgo+gcos/3o+Cco8y<t)(/<cosceg+gcosft+Ccos yi  j 


,+g  cos  ßo+Ccosyti)  (A  cos  ctj+B  cos  ft +Ccos 

^«+^+Ca  — (/lcosao  +  ^cos/3o  +  Ccosyo)* 


«. 


und 


A  (B  cos/i  —  Ccos  ft  )  +  B  (Ccos  cci  —  A  cos  yi)  +  C  (^  cos  ft — Böosoi) 

i      2I  (cos  ßf,  cos  yi  —  cos  y©  cos  /5i ) 
=  — (il*+Ä^+C*)  <  +Ä(cosy„cosai  — cosoo^osyi) 

\  +  C(cos  a^,  cos  ft  —  cos  j3o  cos  «j) 
ist.    Setzt  man  der  Abkürzung  wegen: 

27) 

ilf  =  (il«+ ^+ C»)  (ÜTi  —  i^o  cos  IFo  J 

lcosao+i^cos/}o+ Ccosy« 
cosoi-f^cosl^+Cbesyi 


—  (i4  cos  «0  +  Ä  cos  ßo  +  Ccos  yo) 


o)*ri) 
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A{cosßo  cosyi  —  cosy«  cos  j?|) 
+  B{coB  yo  C08of|  —  cosOq  cos  yi) 
+  C(co8  a„  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  «1 ) 

so    ist^   ^\e  man  leicht  Ondet: 

28) ^=-^' 

Es  ist  nicht  meine  Absicht,  diese  Auflrisung  weiter  auszu- 
führen, da  das  Vorhergehende  zur  allgemeinen  Erläuterung  der 
Methode  schon  hinreicht,    worauf  es  hier  zunächst  allein  ankam. 

Vorzfiglich  einfach  gestaltet  sich  aber  das  Vorhergehende, 
wenn  man,  was  -natürlich  jederzeit  verstattet  ist,  die  gegebene 
Ebene  selbst  als  Ebene  der  xy  annimmt.  Dann  ist  nämlich  im 
Obigen 

J  =  0,    Ä  =  0,    C=I,    Z>  =  0 
zu  setzen;   und  nach  10)  ist  also: 

r  —  ^^"  —  «i)  cos  ft  —  (6o  --  6| )  cos  cci 
^  cos  a«  cos  ßi  —  cos  ß^  cos  ctt 

29)  ...  ' 

Q  __  (flo  — qi)cos/g^-^(6o  — 6|)cosan  ^ 

*  COSaoCOS/^l  —  GOS/^oCOStti 

mittelst  welcher  Gr5ssen  die  Coordioaten  o:«,,  t/„,  Zo  und  arj,  yi,  Zi 
wie  gewöhnlich  nach  den  Formeln: 

^0  =  Wo  +  Gocosao»    a?i  =  Ol  +  Gl  cos  «1 , 

30).  .  .  ^  yo=*o  +  GoC08/3o,    yi  =6i  +  G,  cosft  , 

2o  =Co+  Go cosy,, ;    xi  =ei  +  Gi cosyj 

gefunden   werden.     Zur  Bestimmung  von   Jf,   F  hat   man  aber, 
da  oatfirlich  Z  =  0  ist,  nach  ]5)  die  folgenden  Gleichungen: 

(X — a(i)co8ßo^  (F — 6u)cosao  =  0, 

{X — a|)cos/?|  —  (F — 6i)cosa|  =0 

oder : 

Acos  ß^  —  Fcos  «0  =  a„  cos  ß^  — ^o  cos  a© »   ^ 

Acos  ft  —  Fcos  Ol  =  ff|  cos  ßi  —  6|  cos  «1 ; 

woraus  sich  sogleich  die  Formeln: 
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y      {ül  COSft  -»6t  CPgCi  )COSCgo-(goC08P^^6oC08ao)c»8fl| 

cosao<^<^B/^i — cos /So  cos  «1 

31)  ' 

y(fltC08^|  — fe|COSai)cOS/3o— (qoCOS/?o— 6oC08Co)C08ft 

cos  a©  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  «i 

ergeben. 

Setzt  man,   wie  es  verstattet  ist: 

/  cos  Oo  =  cos  Uo  cos  Vo  y     cos  tti  =r  COS  tl|  COS  ri , 

32)  .  .    \  cos  ßo  =  sin  Uo  cos  Vo »    cps  ßi  =  sin  ti|  cos  ri , 

^  cos  yo  =  A>D  Co ;  cos  yi  =  sin  c^  ; 


so  ist: 


33) 


und: 


C    _(^o""^l)^'""l  — (6o  — 6t)C08Mi 

^""  sin(uo — tti)cosro  ' 

Q    _(flo  —  gl)8'imo— (feo--6,)c08l<o 

*  sin  (uo  —  tti)  cos  Ol 


34) 


•    •    •    • 


/    j;o  =  Ao'l'CroCOStloCOSOo' 

^0  =  6o  +  Go  sin  11^  cos  v^ , 

oTi  =  a|  -f  Gj  costtj  cos  Ol , 
yi  =  6i  -h  Cri  sin  U|  cos  Vi , 
«i  =  C|  +  Gl  sin  Ui . 
Ferner  ist: 

(g^^sintto— 6ocostio)costii-(aisintii-6icostii)cos«o 

~  8in(uo— «i) 

36)  \ 

__    (apsintf o— 6oCOStto)8intfi  — (ci  sintti~tiCoatf|)siPtto  . 

sin(tiu  — tii) 
und  naeh  13)  ist  auch : 

^     '    '    '  «u  — 3;i      '  «o  —  2i 

NatQrlich  raoss  aber  im  vorliegenden  Falle 

jr  =  a:„=a:i    und     F  =  yo=yi 

sein,  was  auch  durcb  die  vorstehenden  Formein  vollkommen  öe- 
stStigt  wird. 


1 
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Beweise  einiger  planimetriscben  Lehrsätze. 

Von 

Herrn  Hermann  Schwarz 
in  Berlin. 


I.  Unter  allen  durch  einen  Punkt  der  Halbiruogslinie  eines 
Winkels  gebenden  und  von  den  Schenkeln  desselben  begrenzten 
Transversalen  ist  die  Normale  auf  der  Halbirungslinie  die  kürzeste. 

Ausser  Diy  (Taf.IV.Fig.l.  u.Fig.2.)  ±AP,  der  Halbirungs- 
linie des  j^Af  gehe  durch  den  Punkt  P  noch  BC.  Zu  bewei- 
sen ist,  dass  BODiy. 

Erster  Beweis.  (Taf.  IV.  Fig.l.)  Es  sei  AC  der  kürzere 
der  beiden  durch  BC  gebildeten  Schenkeiahschnitte ,  so  mache 
man  AC'=AC  und  ziehe  PC,  so  ist  PC'  — PC;  manftlle  von 
C  auf  DP  die  Normale  C'E,  welche  in  ihrer  VerlSngerung  die 
PB  in  F  schneidet,  so  ist  A  CEP^^FEP.  Endlich  ziehe 
man  durch  F  mit  PD  eine  Parallele,  welche  den  Schenkel  AB 
m  G  schneidet.    Nun  ist: 

BP— PC-  BP^  PC  =  ÄP—  PF=BF 

2PC = 2PC 

BP+PC  =  BF+2PC 

BC  =  BF+2PC. 

BFiBt>FG,  weil  ^FGA=^PDA  ein  spitzer  ist;  FG=2DE, 
weil  C'F=2C'£;  also  ist  BF'>2DE;  PC>  PE;  also  ist 
BF+2PC>2DE+2PE>2PD,  oder  es  ist  BC>2PD,  BC>D!y. 

Noch  einfacher  als  dieser  erscheint  folgender 

Zweiter  Beweis.  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  Es  mQssen  B  und  C 
zu  verschiedenen  Seiten  von  Diy  liegen.  B  liege  auf  der  A  ent- 
gegengesetzten Seite,  so  ist  ^BDP  jedenfalls  ein  stumpfer, 
also  PB  >  PD.  Nun  kann  PC  entweder  >  oder  =iPD'  seid, 
oder  es  ist  ^PD^.    in  beiden  ersteren  Fällen  erhellet  von  selbst. 
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dass  ßC=ßP+PC>  DP+PD',  aUo  auch  >/>!>'  Ut  Ia 
letzteren  Falle  ist  der  Beweis  folgender.  ^PCD'  ist  <  aU  d« 
Nebenwinkel  von  PD'C  oder  als  der  Winkel  PUB;  man  km 
also  den  ersteren  auf  den  letzteren  abtragen,  so  dass  ^  PDt 
=  Z  PCD'  ist.  Dann  sind  die  AA  /^^C  und  PED  ähnlich  and  « 
ist  PD'-'PC:PE'-PD=:PC.PD.  Nach  der  Annahme  ist  aber 
PC<,PD',  also  auch  <PA  nnd  mithin  ist  PD'  —  PC<PE^PD 
oder  es  ist  PD' ^  PD<,PC ^  PE,   also  ist  DD'  <,BC. 

II.  Gehen  durch  einen  Punkt  der  Halbirungslinie  eines  Wia- 
kels  zwei  von  den  Schenkeln  desselben  begrenzte  Traosversales. 
welche  angleiche  Stücke  von  den  Schenkeln  abschneiden,  mi^ 
betrachtet  man  von  den  zwei  durch  jede  Transversale  gebildeten 
Schenkelabschnitten  die  grösseren,  so  können  diese  beiden  ent- 
weder gleich  oder  ungleich  sein.  Im  ersteren  Falle  sind  aacfa  die 
Transversalen  einander  gleich;  im  letzteren  gehurt  zu  dem  länge- 
ren der  beiden  Abschnitte  auch  die  längere  Transversale. 

Beweis.  Erster  Theil.  Liegen  die  längeren  Abschnitte  as/ 
demselben  Schenkel,  so  sind  die  Transversalen  identisch^  also  aoci 
gleich;  liegen  sie  aber  auf  verschiedenen  Schenkeln,  so  gelaoft 
man  durch  die  Vermtttelung  zweier  Paare  congruenter  Dreiecke 
zur  Gleichheit  der  Transversalen. 

Zweiter  Theil.  Liegen  die  beiden  längeren  Scbenkelab- 
schnitte,  wie  ABnu^  AB",  auf  verschiedenen  Schenkeln,  so  trage 
man  den  einen  von  beiden  auf  den  andern  Schenkel  ab  und  ziehe 
die  entsprechende  Transversale  B'C,  so  «ind.nach  dem  erstei 
Tbeile  dieses  Satzes  die  Transversalen  B'C  und  B''C'',  w^ 
sie  gleichen  Schenkelabschnitten  angehören,  einander  gleich. 
Der  Satz  braucht  also  nur  für  den  Fall  bewiesen  zu  werde«, 
in  welchem  die  beiden  längeren  Schenkelabschoitte  demselben 
Schenkel  angehören.  Es  seien  also  BC  und  B'O  die  beiden 
Transversalen,  es  sei  AB>AC,  AB'>AC'  und  AB">AB\ 
es  soll  bewiesen  werden,  da^s  B'C'^BC  ist. 

^  ABC  ist  ein  spitzer,  weil  AC  im  ^  ABC  nach  der  Vor- 
aussetzung -^AB  ist;  ^PBB'  ist  also  ein  stumpfer  und  dt* 
her  PB'  >  PB,  Nun  ist  entweder  PC  >  oder  =  oder  <  PC 
Nur  für  den  Fall,  dass  PC  <  PC,  braucht  noch  bewiesen  zu  wer- 
den, dass  Ä'O^C.  Es  sei  also  PC  < PC.  j^ABC<^ACB, 
weil  AC<AB,  also  ABfBP'^APCB";  nun  ist  APCB' 
^  APCC  als  Aussenwinkel  des  ^  PCC ,  mithin  ^B'BP 
>  Z  PCC  Trägt  man  also  den  ^PCC  auf  den  ^  B'BP  ab, 
so  schneidet  der  zweite  Schenkel  die  PBf  zwischen  ihren  End- 
punkten in  Ey  und  es  ist  dann  ^PCCco^PEB,  also 
PC-  PC :  PE  -  PBzzzPC  :PB;    es  ist  aber  nach  der  Annahne 
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*C'  <  PC,  und  weil  PC:  PB  =  AC:  AB  und  nach  der  Voraus- 
etzan^  AC<AB\8t,  Ist  PC<  PB,  also  PC  <PB,  und  zufolge 
biger  Proportion  PC- PC  <  PE-PB  oder  PE+PC  >  PC+PB, 
EC  >  ÄC;    um  so  mehr  ist  also  B'C  >  ßC 

Der  Satz  ist  also  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen. 

111.  Um  kehrung.  Gehen  durch  einen  Punht  der  Halbirungs- 
linie  eines  Winkels  zwei  von  den  Schenkeln  desselben  begrenzte 
Transversalen,  und  sind  diese  einander  gleich,  so  haben  ihre  End' 
punkte  beziehlich  gleiche  Abstände  von  dem  Scheitel  des  Win- 
kels, und  sind  sie  ungleich,  so  entspricht  unter  den  grösseren 
Schenkeiabschnitten  der  grösseren  Transversale  der  grössere  Schen- 
kelabschnitt. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  indirekte  Folge  des  Vor- 
hergehenden, denn  die  Behauptung  des  geraden  Gegentheils  wörde 
ein  Widerspruch  mit  dem  vorigen  Satze  sein. 

Anmerkung.     Ein   ganz  specieller  Fall  dieses  allgemeinen 
Satzes  ist  folgender :     Sind  in   einem  Dreiecke  zwei  winkelhalbi- 
rende  Transversalen  einander  gleich,   so   ist  es  gleichschenklig. 
Den   Beweis  dieses  Umkehrungssatzes  rechnet  man  bekanntlich 
schon  zu    den   schwierigeren.     Es  gibt  mehrere  Beweise  für  den- 
selben ;    die  dem  Verfasser  bekannten  sind  jedoch  sehr  weitläuf- 
tig.    Leichter    zu   Gnden,    als   die  geometrischen    Beweise   über- 
haupt,   durfte   folgender  arithmetischer  sein.      Sind    a,  6,  c   die 
Seiten    des    Dreiecks;   may  mb,  tuc  die  winkelhalbirenden   Trans- 
versalen,  und  ist  mb  =  THc9    so  ist  zu  beweisen,    dass  b  ^=  c  ist. 
Zunächst  drucke  man  eine  der  drei  Transversalen,  etwa  ma,  durch 
die  Seiten  des  Dreiecks  aus.    Nennt  man  n  den  an  6  anliegenden, 
durch  i/ia  gebildeten  Abschnitt  von  a,   und  g  den  ebenfalls  an  6 
anliegenden,     durch     das     Höhenperpendikel    auf    a'    gebildeten 
Abschnitt    von   a,    so    besteht    zunächst   die     Gleichung   ma^z=: 

ab              a*4-6^— c* 
nH6^-2ii^;  es  ist  aber  n=~j-7,  7= 0 •    Nach  gehö- 
riger Substitution  erhält  man  ^g^^^(«-«'^^^-^H*  +  ^-"«)^  ^1^ 

.     ac(a+6-fc)(a— 6+c)         .        ^      ab(a  +  b+c)(a+b--c) 

rmr^- -z — 7— TS und    me^z=: .    .  . .  4      . 

(a  +  c)*  (a  +  ö)^ 

Setzt  man  diese  beiden  letzteren  AusdrQcke  einander  gleich  und 

K^K*     •*     /    ■  r  •    N  L«ix  c(a  — 6+c)       b(a+b—c) 

nebt  mit  a(o+6-fc),  so  erhält  man      \    ,    xg     =  — r  \  l\^    » 

eine  Gleichung,  welche  sich  nach  den  gehörigen  Reduktionen  in 
folgende  verwandelt:  [(a*+6c)  (a+6+c)+2a6c](6— c)=:0.  Aus 
dieser  ist  nun  ersichtlich,   dass  b  —  c=:0  sein  muss,   weil  der 
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andere  Faktor  nicht  gleich  Null  werden  kann.  —  Einen  auf , 

selben  Prinzipe  beruhenden  Beweis  kann  man  auch  mit  Benntsaiii 

der  Relation  m«*  =  6c  —  t-t—  •  r-i~   fuhren.     Beide  Reltfi^Mi 

0  -t  c   0  -f-  c 

finden  sich  in  der  Sammlung  von  Aufgaben  und  LebrsSts« 
aus  der  Planimetrie  von  Gandtner  und  Junghan»,  TbLi 

L.  56.  und  57.  *) 


Ueber  die  ExcentricUät  der  Boussole. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Ich  habe  noch  nirgends  Regeln  zur  Berücksichtigung  de* 
Excentricitäts- Fehlers  der  Boussole  entwickelt  gefunden,  vt> 
denen  ich  hätte  sagen  können,  dass  sie  mir  völlig  genfigt  hittei. 
Wenn  man  freilich  das  Instrument  so  gebraucht,  dass  man  wt 
demselben  die  Winkel  der  Figuren  wirklich  misst,  so  wird  leicfat 
erhellen,  dass  man  nur  das  Maass  des  zu  bestimmenden  Winkel» 
sowohl  durch  Ablesungen  an  der  Nordspitze,  als  auch  durch  Abte 
sungen  an  der  Sildspitze  der  Nadel'  auf  bekannte  Weise  zu  enmt- 
teln,  und  dann  zwischen  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  Be- 
stimmungen des  Winkels  das  arithmetische  Mittel  zu  nehmen  bat. 
Wenn  man  aber  die  Boussole  auf  die  gewöhnliche  Weise  gebraut 
80  dass  nämlich  damit  nicht  die  Winkel  wirklich  gemessen ,  senden 
nur  die  Spitzen  der  Nadel  abgelesen  werden,  um  dadurch  die  Abwei- 
chungen gewisser  Visirrichtungen  und  der  Richtung  der  Nadel  vm 
einander  anzugeben  und  zu  bestimmen;  so  muss  man  jedenfalls  rn^d 
dem  Princip  verfahren ,  dass  man  die  an  den  Spitzen  der  wirklicbei 
Nadel  gemachten  Ablesungen  so  reducirt,  als  wenn  sie  an  den  est* 


*)  Von  dem  hier  beiproehenen  Satse  iit  im  Arohiv  ochoD 
die  Rede  gewesen ,  oelbot  hi  noch  verallgemeuierter  Gettalt«    M.  •»  to 
Inhalteversoichniee  cuThl.  I. -i- X\V.  S.  182  ff.    (Ebene  Gee») 
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aprechenden  Spitzen  eioer  durch  deo  Mittelpunkt  des  Linibus 
mit  der  wirklichen  Nadel  parallel  gelegten  Nadel  gemacht  worden 
wären;  und  dazu  bat  man,  so  viel  ich  weiss ,  noch  keine  ganz 
allgemein  gültige  und  völlig  genügende  Regel  gegeben^  so  dass 
«8  bei  der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  dieses  Gegenstandes 
wohl  nicht  ganz  unverdienatlich  sein  dürfte,  eine  solche  Regel 
zu  entwickeln,  wie  ich  in  dem  Folgeoden  zu  thon  versuchen  werde. 

Die  wirkliche  Nadel  der  Boossole  werde  ich  die  excen- 
tr Ische  Nadel»  dagegen  die  dieser  Nadel  durch  den  Mittel- 
punkt  des  Limbus  parallel  gelegt  gedachte  Nadel  die  centrische 
Nadel  nennen;  die  erstere  ist  in  Fig.  I.—  Fig.  IV.  und  Fig. P. 
—  Fig.'lV*.  *)  durch  einen  völlig  aasgezogenen,  die  letztere 
durch  einen  punktirten  Pfeil  bezeichnet.  Der  an  dem  Umfange 
der  Kreise  befindliche  kleine  Pfeil  deutet  die  Richtung  an,  nach 
welcher  auf  der  Boussole  die  Grade  gezählt  sein  sollen.  Die  an  der 
durch  eine  Pfeilspitze  bezeichneten  Spitze  und  an  der  dieser  ent- 
gegengesetzten Spitze  der  excentriscben  Nadel  geroachten  Able- 
sungen sollen  respective  durch  n  und  it|,  die  Ablesungen  dage* 
gen»  welche  man  an  den  entsprechenden  Spitzen  der  centrischen 
Nadel  machen  würde,  respective  durch  N  und  Nx  bezeichnet 
werden»  wo  es  also  jetzt  darauf  ankommt,  N  und  iVg  aus  n  and 
it|  zu  bestimmen.  Den  zwischen  den  entsprechenden  Spitzen 
beider  Nadeln  liegenden  Bogen  des  Limbus»  welcher  bei  einem 
guten  Instrumente  immer  sehr  klein  sein  wird»  wollen  wir  durch 
•»  den  Anfangspunkt  oder  den  Nullpunkt  der  Theilung  aber  durch 
0  bezeichnen.  In  Fig.I.  — Fig.  IV.  und  Flg.P.— Fig.lV^  sind 
alle  Fille  dargestellt»  welche  rücksichtlich  der  gegenseitigen 
Lage  der  beiden  Nadeln  und  der  Lage  des  Nullpunktes  der  Thei- 
lung gegen  dieselben  vorkommen  können»  und  alles  Folgende 
wird  nun  gewiss»  mit  fortwährender  Beziehung  auf  die  genannten 
Figuren»  ganz  durch  sich  selbst  verständlich  sein. 

Zuerst  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle  von  der  Richtigkeit 
der  folgenden  Gleichungen: 

A-iVi=— 180« 


*)  Wegen  ^r  Figuren  •.  m.  äberall  Taf.  IV. 
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UI.      N=n-\-<a 

iV,  =«,-«0+360» 
^_iV^=— 180« 

IV.    JV^=n  +  a) 
iV|  =  n,  —  tu 
N-Ni  =  180» 

1*.     N^n—m 
Ni=zni+u 

JV— iV,=— 180« 

II*.     iV  =  n  — «9 

iV,  =«,  +  p)— 360» 

iv-jy,  =  i80» 

III*.     N=n-a> 

^i  =  «1  +  » 
iV— /V|  =  180» 

IV*.      iV=n— a)+360» 

iV,  =:  «1  4-  » 

^— iv,  =  180» 

Aus  diesen  Gleichangen  leitet  man  die  folgenden  Formeln  ab 

I.     jy+iV,  =n+n,— 360» 
N—Ni=  -180" 

2iV= n  +  n, -3.180» 
2iV,  =n+ni  — 1.180» 

iV=!i±^_3.90» 


iV,=^-l.90» 


II.     iV+iVi=n+n, 

N—Ni=  -180», 

2iV=n+n,  — 1.180» 
2iV,=n+ni  +  l.IdO» 

iV=^-1.90» 
^,  =  ?L±^+1.90» 
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III.  A+JV,=«+n, +360» 

N—Ni  =  —ISO» 

2iV=n+», +1.180» 
2iV,=«  +  «x +3.180» 

i\^  =  ?i±^  +  1.90» 
iV,  =Ii±^  +  3.90» 

IV.  iV+A,  =n+n, 

iV-iV,  =  180» 

2iV=n+M, +1.180» 
2iV,=n  +  »i -1.180» 

A=^^  +  1.90» 
iV,  =^-^-1.90» 


1*.     JV+iV,=«  +  », 

A-A,  =  -180» 

2iV  =  «  +  »i, -1.180» 
2iV,  =  n  +  », +1.180» 

^,  =1+^+1.90» 

If.     iV  +  A^|  =  «+>»,- 360« 
A-iV,  =  180« 

2iV  =  «  +  n,  — 1.180« 
2A,  =«  +  «1—3,180» 

JV  =  ^_1.90» 

iV,=^i±^-3.90» 

III*.     /V+iV,=«+n, 

N-Ni=  180» 

2A^=  n  +  n, +1.180» 
2iVi  =  «+«,- 1.180» 

Theil   XXX  VU.  m 


462  Grüner t:    Deöer  die  ExeentrtcUät  der  BohuoU. 

iV=^^i^  +  1.90» 

iV,=:^^-1.90« 

IV*.    iV+JVi  =  n+ »1+360» 
iV— Ai  =  180» 

2iV  =  n-Mii-f  3.180« 
2Ai=n  +  ni +  1.180» 

i\r=5±5i4. 3,900 
A,a^  +  >.90». 

Weil  jede  der  beiden  Grössen  N  und  Ny  immer  zwischen  ( 
und  360»  oder  zwischen  0  und  4.90»  liegt,  so  ergiebt  sich  hieraa» 
Folgendes: 

I.  0<^^^— 3.90»<4.90» 

0<^^-1.90»<4.90» 
3.90o<*-i^<7.90» 
1.90»<^^^<6.90» 
3.90»<^^<4.90» 


II.  0<^^— 1.90»<4.90« 

0<^i^+1.90»<4.90» 


1.90»<-'t5i<;6.90o 
-1.90»<^^±2l<;3.90o 

l.90»<?^i^<3.90» 
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III.  0<5:tül^.  1.900^4. 90» 

-I.90o<^^^<^.flO» 

-S.90»<^^<1.90« 
0  <  5+!ä  <  1 .  900 

IV.  0<^^^  +  I.90»<4.«<' 
0<^^— 1.90<»<4.90» 

0<^^^  +  i.90»<4.90o 
I.90<><^^^<6.90«» 

1.90<»<?i^<3.90<> 

II*.  0<^i^-I.90«<4.90« 

0<^5i__3.90o<4.90» 

31* 
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\ 


III 


* 


l.flO«><-'|^<5.90«> 
3.9e»<^^<7.90o 

0<^-  + 1.90«  <  4.90» 
0<^-— 1.90o<4.90» 

1.900  <  ^^^0.90» 

l.90o<^i^<5.90» 

1.90»<~^<3.90» 


IV*.  0<^4^  +  3.90»<4. 


90» 


0<^i^  +  l.90o<4.90» 

— 3.90«  <^^<  1.90» 
-1.90«<^^^<3.90« 

0<^— <1.90«. 

Sueben  wir  nun  das  Gemeinschaftliche  dieser  Fälle  auf. 
In  den  Fällen  III.  und  IV*   ist: 

0<ü+Iil<l.W>. 
In  den  Fällen  II.,  IV.,  I*.,  III*.  ist: 

In  den  Fällen  I.  und  11*.  ist: 
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3.90o<?-t5i  ^4.900. 


In  dem  Falle  lU.  Ut: 

n>n„    iV=!^?l  +  1.90«» 

nnd  in  dem  Falle  IV*.  ist: 

A,=?^'  +  1.90<>. 
In  dem  Falle  II.  ist: 

iD  dem  Falle  IV.  iat: 

„>„,.     iv=?L|ül+ 1.900, 

in  dem  Falle  I*.  ist: 

iV,=^^  +  l90<>; 
in  dem  Falle  III*.  Ist: 


2V,  _»+üi_  1.900. 


In  dem  Falle  1.  ist: 
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n>n,,    ff=5iÄ_3.90o. 

und  in  dem  Falle  11*.  Ist': 

«<»,,    'WW^-i'-l.«»«, 

JV,  =  i±^-J.90». 

Hierans  ergiabt  sich  nun  zuvördersl  die  falgende 

H  e  g  e  L 
Wenn 

ist,  so  muBS  man 

.  [     oder 

setzen,  jenacbdem  n>n|  oäsr  n<»|  ist. 
Wenn 

ist,  80  muBS  man 


setzen,  und  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehm 
jenacbdemn>Riode 


3.tt 
ist,  so  muss  msn 
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oder 


setzeD,  jenachdem  n>n|  od^r  n<n|  ist 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  aber  ferner  unmittelbar  die  folgende 


Wenn 


Regel, 


0<'-^<1.90«» 


ist,  so  ist  die  der  Spitze,  an  «reicher  die  grossere  Ab» 
)esung  gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl 

^+1.90»; 

und  die  der  Spitze,  an  welcher  die  kleinere  Ablesung 
gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl  ist 

^-^+3.900. 


Wenn 


1.90<»<-"^-^<3.W> 


ist,  so  ist  die  der  Spitze,  an  welcher  die  grossere  Ab- 
lesung gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl 

und  die  der  Spitze,  an  welcher  liie  kleinere  Ablesung 
gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl  ist 


Wenn 


^-2l_1.90o. 


3.90o<^^^<4.90» 


■  st,  so  ist  die  der  Spitze,  an  welcher  die  grossere  Ab- 
lesung gemacht  worden  Ist,  entsprechende  Zahl 
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und  die  d^r  Spitze,  an  welcher  die  kleinere  Ablesung 
^gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl  ist 

ü+fl  _  1 .900. 

Für  den  Gebrauch  in  der  Praxis  ist  die  auf  die  vorstehende 
Weise  ausgesprochene  Regel  noch  zu  weitläufig;  man  kann  ab& 
durch  die  folgenden  Betrachtungen  aus  derselben  eine  praktisefc 
brauchbarere  Regel  ableiten. 

Zuvörderst  überzeugt  man  sich  sogleich  von  der  Richtigkeit 
der  folgenden  Sätze,  wobei  wir  jedoch  bemerken,  dass  wir  der 
Kürze  wegen  eine  besondere  Discussion  solcher  Fälle,  wenn  etwt 
eine  der  nachstehend  vorkommenden  Zahlen  gleich  4.90^  oder 
gleich  0  sein  sollte,  unterlassen  haben,  weil  ein  Jeder  dieselbef 
leicht  selbst  zu  deuten  verstehen  wird;  man  hat  im  Folgendes 
0  mit  zu  den  negativen  Zahlen  zu  rechnen,  und  in  einigen  besos- 
deren  Fällen  statt  der  Worte  ,,grüsser  als  4.90^'^  die  Worte  „gleich 
4.90****  zu  setzen: 

Wenn  keine  der  beiden  Zahlen 

!L+Ü.^.,.9oo,    ^i?l  +  3.9oo 

grosser  als  4.90^  ist,  so  sind  die  beiden  Zahlen 


w 


'l+iLi.  3.900,     ü+ül_  1.900 


negativ. 

Wenn  von  den  beiden  Zahlen 


p+1.900.    !^_5i_i.90o 


die   erste   nicht  grosser  als  4.90®,  die  zureite  nicht   negativ  i«t, 
so  ist  von  den  heideii  Zahlen 


^üi_3.90o,     'i+J?l +3.900 


die  erste  immer  negativ,  <iie  zweite  grösser  als  4.90®. 
Wenn  keine  der  beiden  Zahlen 
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'        ^^-3.900.     =^-1.90« 
negativ  ist,  so  sind  die  beiden  Zahlen 

grosser  als  4.90^. 

Nach   dem   Obigen  liefern  nur  folgende  Zahlen  Auflösungen 
unserer  Aufgabe: 

!L+!!l_3.90o.     !HH!._i.yoo; 

welche  aber  nur  dann  zulässig  sind,  wenn  keine  Zahl  grösser 
als  4\90^9  keine  Zahl  negativ  ist.  Aus  dem  Vorstehenden  er- 
hellet daher,  dass  immer  nur  eine  dieser  Auflösungen  zulässig 
ist,  und  es  ergiebt  sich  nun  mit  Rücksicht  auf  das  Obige  offen- 
bar die  folgende,  in  der  Praxis  leicht  anwendbare  und  leicht  zu 
behaltende 

Regel, 

Die  Zahl  — ^-^   vermehre  und    vermindere  man   um 

1.90^  und  3.90^;  erweiset  sich  eine  der  beiden  dadurch 
erhaltenen  Auflösungen  als  zulässig,  so  ist  diese  die 
richtige,  und  es  entspricht  die  kleinere  und  grössere 
der  beiden  erhaltenen  Zahlen  der  Spitze  der  Nadel, 
an  welcher  respective  die  grössere  und  die  kleinere 
Ablesung  gemacht  worden  ist.  Erweisen  aber  beide 
auf  diese  Art  erhaltenen  Auflösungen  sich  als  unzu- 
lässig,  80  liefern   die  beiden   durch    Vermehrung  und 

Verminderung  der  Zahl  — ^p^  um  1.90^  erhaltenen  Zah- 
len die  richtige  Auflösung,  und  es  entspricht  die  klei- 
nere und  grössere  dieser  beiden  Zahlen  der  Spitze 
der  Nadel,  an  welcher  respective  die  kleinere  und  die 
grössere  Ablesung  gemacht  worden  ist. 

Wir  wollen   dies   durch  ein   Paar  Beispiele  erläutern,  indem 
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wir  annehmen,  dass  an  der  Nordgpitze  die  Ablesung  n,  ao  der 
Sodspitze  die  Ablesang  n^  gemacht  worden  sei. 

Es  sei  nzzzUl^,  n^  =2;io,  also: 

n  +  n,      147O-h23o_170o 

^±1.90o  =  85o±  900=1     ^,. 

^^±3.90«»  =  86012700  =  |_55^. 

Daher  ist  die  richtige  AuflSsung: 

Nordspitze:  1750 
Südspitze:  35Ö<» 

Es  sei  lt  =  26^  it|=322<>,  also: 

n  +  fii  _2öo  +  32^Q_348o_ 

2      ""         2         ""     2    "~  ' 

?Lt!?tj^,.90o=,i74o±  900:=!   2Mo^ 

^— ^  ±3.900  =  174o±270o=  j_^- 

Daher  ist  die  richtige  Auflösung: 

Nordspitze:    84<> 
SudspiUe:  2d4P, 

Es  sei  n=:3l9^,  ni=:195^  also: 

n+ni      3190  +  1950 _  5140 _ 

— j—  =  2         —  "2" ""  ' 

^±1.90o  =  257o±  900=  j    f^. 


t^±3.90o  =  257o±270o=jj^. 


Daher  ist  die  richtige  Auflösung: 

Nordspitze:  347o 
Südspitze:  167o. 

£s  sei* nr:  2350,  fi|  :=:347o,  also: 


5610 
210- 
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»t+n,      23504-3470      582«  ---„ 

— jj—  = 2 =  "2"  =       2910, 

^^±1.90o  =  29P±  W»=|   ^11. 

Daher  Ut  die  richtige  AafJOeimg: 

NofcJApitze:  201« 
SOdspitze:    fl«. 

Es  sei  n=:12o,  tii  =64»,  also: 

w  +  nt      iy  +  g4o_7ff>  _ 

— 2~  —        2        "^"S"""  ^' 

!L+3±i.90o=38o±  90o=j  J*^^ 

I^±3.90o=:38o±270o=:)_^. 

Daher  ist  die  richtige  AnflOsang: 

Nordspitze:  308<> 
SOdspitze:  128o. 

Es  sei  n  ==  SU«,  n^  =  356o,  also : 

n  +  iH_3I4o  +  356o      670o_ 

2      —  2  ~    2    ""  ' 

^2j±1.9(y>  =  336o±  900=  j   ^^, 

?^±5ij.3.90o  =  336o±270o=  j   ^J- 

Daher  ist  die  neblige  AnflOsong: 

Nordspitze:  245« 
Sadspitze :    6Ö0. 

Man  wird  sich  von  der  Richtigiceit  der  in  diesen  Beispielen, 
welche  zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Regel  hinreichend  sein 
werden,  erhaltenen  Resultate  leicht  in  jedem  einzelnen  Falle  durch 
Betracbtnog    einer  demselbeD  eotspreehetideD   Figur  «überzeugen 
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können"^).  Der  grosse  Vortheil  unserer  allgemeinen  Regel  tiegt 
aber  eben  darin,  dass  dieselbe  in  allen  Fällen  bloss  durch  eio- 
fache  Rechnung,  ohne  jedwede  Betrachtung  einer  Figur  ganz 
leicht  und  sicher  zu  dem  gesuchten  Resultate  fffhrt,  weshalb  es 
wOnschenswerth  su  sein  scheint,  dass  dieselbe  in  die  LehrbGcfaer 
der  Geodäsie  übergebe.  Man  sollte  nach  meiner  Meinung  nie 
unterlassen,  beide  Nadelspitzen  sorgföltig  abzulesen,  und  die  Ab- 
lesungen nach  der  obigen  Regel  zu  corrigiren;  dann  wurden  £e 
Messungen  mit  der  Boussole  zu  zuverlässigeren  Resultaten  fBhren. 

Wenn  die  Excentricität,  wie  dies  meistens  der  Fall  sein  wird, 
sehr  gering  ist,  so  ist,  wenn  wir 

setzen,  J  eine  der  Null  sehr  nahe  kommende  6r5sse,  die  übri- 
gens positiv  und  negativ  sein  kann. 

Wenn  nun  erstens 

w— fii=180D+^, 
also 


•)  Dem    Falle  ii=;319o,  «j  =  195«   eiiU|>richt    Fig.  V.     lo  di< 
Falle    iiat    man,    wie   au«  der   Figur    oriiellet,    offenbar    die    folgende 
Gleichung: 

ar+195<>  — 1600  =360«— 319«  — ar, 

x+15«  =  41o— ar, 

2J?  =  4|0  — 150  =  26°,  jr=i=13«; 

also  nach  der  Figur  offenbar  für  die  centrische  Nadel: 

Xordspitze:  360»  — 13«  =  34T« 
SudspiUe:  180o  — 13«  =  167« 

ganx  wie  oben  nach  der  Regel  gefunden. 

Dem  Falle  »=.314«,  »i  =s356«  entspricht  Fig.  ¥1.    In  diesem  FaUc 
ist  nach  der  Figur:     ' 

a:  +  360«  —  356«  =  814«  — 180«  — X, 

j:4-4«  =  134«— <r, 
2X=i34«  — 4«  =  130«,  a?  =  65«; 

also  nach  der  Fi^^ur   für  die  centrische  Nadel: 

NordspiUe:  l80«  +  65«  =245« 
Südspitze:  65« 

gaai  eben  «o  wie  wir  elben  nach  maerer  Regel  gefsadea  haben. 
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n=:iH-f  180<^+^.    n,=«— ISQO-z^ 
ist;  so  ist 

und  folglich: 

!L+JL.±3.9()o  =  „-90o-4^±27üo=  |;ijjl^. 
Wenn  ferner  zweitens 

also 

n=w,  -180«+^,     n,  =n+1800— ^^ 

ist;  so  ist 
uod  folglich: 

Weil  nun^  im  Allgemeinen  wenigstens  oder  meistens«  im  ersten 
Falle  n>180o,  fi<360^,  im  zweiten  Falle  iii>  ISO«,  n^  <36(K> 
ist;  so  erhellet  aus  dem  Vorstdienden  leicht,  dass  es  unter  Vor- 
aussetzung einer  sehr  geringen  Excentricität  meistens  genügen 
wird,  für  die  Spitze  der  Nadel,  an  welcher  die  kleinste  und  die 
grSsste  Ablesung  gemacht  worden  ist,  respective 

^»-90«»    uod    !i±BL+90o""" 

ZU  setzen.  Aher  freilich  ist  diese  Regel  keineswegs  theoretisch 
y5Hig  genau  und  ganz  allgemein  gültig,  so  dass  man  natürlich 
immer  besser  thun  wird,  sich  an  die  oben  entwickelte  theoretisch 
allgemein  richtige  und  gültige  Regel  zu  halten. 

Zur  Erläuterung  dieser  Regel  mögen  die  folgenden  Beispiele 
dienen : 

1) ll  =  2504^    n,=:71äO;     also: 
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folj^licb : 


«+«,=322»,  ?^ 
^-^i:1.90«>  =  J61«±  90« 
^— '  ±3 .  900  =  löPdb  270» 


/.♦...  1+51 


=  161*; 


251» 

0 


_  \     251 
-  I       71 

=  1 


431» 
—  109»' 


Nordspitze :    — ~i  + 1 .  90»  =  251» 
Sfldspitee:  ^—»-1.90»=   71«. 


2) 


folglich : 


3) 


foi^kh 


.    «=48J«.    «,=2281«;    also: 
n+«,=277J0,     1^3  =  138^0; 


^-^±1.90»  =  138t''8»±  90»  = 
»L+J!«  ±3.900=  138A«±270»  = 


5 


228Ä« 
48A» 

408A» 
131/,« 


Nordspitze:   l±l»_1.90o  = 


48^« 


Sfidspitze :  ^^  + 1 .90«  =  228Ä». 


.  n  =  301j«,    n,  =  I2I|«;    abo: 
«+n,  =  423«,     1+3  =  211}»; 


^-^±1.90»  =  2Hi»±  90«  =  $ 
•^-21  ±3.90» = 211{«±270« = ^ 


301«« 
1212« 

48i:« 

— 58J«' 


Nordspitze:  ' 


2—i  + 1.90«  =  3011« 
Sadspitze :  ~^ — i .  9Q0  —  i2i}0. 
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4)    .    .    .    .       n  =  130J«,    ni  =  310<»;   also: 

folglich : 

Nordspitze :     ^^ — 1 .  90«  =  130 ,',» , 

Südspitze:    ^-^  +  1.90o  =  310i*«o 

Id  allen  diesen  Fällen«  wo  die  Ablesungen  wirklich  an  einer  schon 
etwas  alten  und  viel  gebrauchten  Boussole  gemacht  worden  sind, 
ist  also  die  obige  Regel  richtig. 


Analytischer  Beweis  eines  geometrischen  Satzes  und 
Anwendung  dieses  Satzes  in  der  Feldmessknnst. 

dem   Herausgeber. 


In  einer  und  derselben  Ebene  seien 

Af  Ai,  A^  und    A' ,  A^\  A^ 

zwei  Systeme  dreier  in  gerader  Linie  liegender  Punkte 
Man  ziehe  die  Geraden: 

AA^'    und    AxA*, 
A\A^       ti       A^Ai  , 
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und   bestimme  die  Durchschnittspankte 

dieser  drei  Paare  gerader  Linieo;  so  liegen  diese  drei 
Punkte  jederzeit  in.einer  und  derselben  Geraden. 

Man  nehme  die  Gerade,  in  welcher  die  drei  Punkte  A,  Ai,  A^ 
iegen»  als  die  Axe  der  x  eines  beliebigen  Coordinatensysteias 
der  xy  an,  und  bezeichne  in  Bezug  auf  dieses  System  die  Coor- 
dinaten  der  Punkte 

A,  Ai,  A^    und   A' ,  Ai  ,  A^ 
respective  durch 

flf  0;    «1,  0;    öj,  0   und   a',  6';    Oj',  6/;    er/,  b^ , 
Dann  sind  die  Gleichungen  der  Geraden; 

AA^    und     A^A' , 
A\  A2     9*       A^Ai  , 
A^  A       ,f       AA^ 
respective : 

f/= — r* — (x  —  ä)    und   v  =  "t (^ — Oi)» 

b'      ,  ,  _hl_.         ^ 

und  bezeichnen  wir  also  die  Coordinaten  der  Dnrchscbnittspunkte 
4,  Üi^  üs  respective  durch  X,  ^;  Tj»  i)i;  Xt,  9a;  so  haben  wir 
zu  deren  Bestimmung  die  folgenden  Gleichungen: 

Wenn  man  diese  Gleichungen,  damit  die  Grossen  6%  61',  6^' 
wegfallen,  auf  geeignete  Weise  durch  einander  dividirt,  so  erhfiU 
man  die  folgenden  Gleichungen: 
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1^2  ""*  ö'  —  ^2    ^2  ~"  ^l 

1^  "■  «i'— «  'jr^-c%* 


oder: 


«  ~a,)  (jri  — a)t>  =  «— a)  (ir— ai)»i, 
(a'— ii2)(ra-ai)i;i  =  (a'  — ai)(jr,  -«a)!^«, 
(fli'  — a)(jr— aa)i^  =  (fli'  — aa)(ra  — o)i^; 

oder  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

<i(ri  -  fl«)«?a  — (^2— ^^i)«?!  I  =  ai«2(«?i-«^)  +  «i^i<?2-<V2«?i» 
Ferner  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen: 

«— öi)t?  =  V(jf— fli),   (öl'— fl2)<)  =  *i'(if— «2); 

(a'— Ca)l|i  =  *'(jri— Oa),    (aj'  — a)i;i  ;x=  Vfri  —  o); 
(o/— a)i;a  =  fti'(ra— fl),    («'— ai)t?a  =  6'(r2—  «i); 
aUoi 

(«a'  — ai)Wi=VOf— fli)«^i*     K'— fl2)«?2«?  =  *i'(^  — fla)«^^; 
(a'  — Oa)«?i«^2  =  *'0fi— ö2)«?2*     «—0)^1  =V(^i— a)<>; 
(ai'-a)9ai?  =6i'(Ta— a)t?,      («'  — «1)1^1  «^2  =  ^'(^2-01)% ; 

und  verbindet  man  nun  diese  Gleichungen,  damit  a' ,  oi' ,  a^  weg* 
fallen,  anf  geeignete  Weise  durch  Subtraction  mit  einander;  so 
eT%Slt  man : 

'        2) 
(ffi— aa)t^t^  =  ftM(jri— aa)9a-(ra— öi)ih). 

Wenn  nun  die  Gerade,   in  welcher  die  Punkte  A\  Ai  ,  A^ 
liegen,   der  Cieradeo,   in  welcher  die  IHrnkte  A^  A^y  A^  liegen, 
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die  als  Axe  der  o;  aiigenommen  worden  ist,  nicht  parallel  ist,  so 

kann  man  die  erstere  Gerade  als  Axe  der  jf  annehmen,  wo  dana 

offenbar 

a'  =  0,    ai'  =  0,    a.'=0 

ist,  und  die  Gleichungen  1)  also  in  die  folgenden  Obergehen: 

a«!  (t>— i|i)  +  onji  —  flilTitj      =0, 

oder,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit 

Ü^X% ,     üSy     Qi  Xi 

multiplicirt,  in  die  folgenden: 

aaia^(j0  —  pOr^^  +  a^ar^JCtJi  —  010^1X2^  =  0, 
aaia^(t)i—t}^X  +  aUiXXiV^--  ^hP^tJ^i  =  0» 

ans  denen  sich  durch  Addition  die  Gleichung: 

3)    .    .    .  T(t^i -i^2)  +  ri(t^— t^)  +  ir,(i>— ili)=0 

ergiebt. 

Wenn  die  Gerade,  in  welcher  die  Punkte  A',  Ai\  A^  De- 
gen,  der  Geraden,  in  welcher  die  Punkte  A^  Ai,  A%  liegen,  die 
als  Axe  der  x  angenommen  worden  ist,  parallel  ist,  so  sind  die 
Coordinaten  ft',  bi  ^  b%  einander  gleich,  und  die  Gleichongen  % 
nehmen  also  die  folgende  Form  an: 

(a  -  ax)ptf^    =  ö'  I  (r— ai)9i  —  (^i  —  a)p  |, 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit  t^,  p,  f| 
und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  offenbar  die 
Gleichung: 

+  {(1^1-02)92— (r2-"ai)%li?     =0, 

also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

,    (fl— ai)t>t^i  +  (a,  —02)1^11^+  (o,— «)%!>=«, 
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90  das«  also  nach  dem  Obigeo  offenbar  auch 

Kr— ai)th— (Ti  — a)i^| 
+  1(^1— «i)i?a— (r,-a,)t^,|    =0, 

folglich : 

Ist 

Nach  3)  uod  3*^)  ist  also  io  beiden  hier  betrachteten  Fällen: 

woran«  sich  onmittelbar  ergiebt»  dass  die  drei  Punkte  {pij),  (ri9i)» 
(%9i)  <>d^'  Ü»  Üi»  Üft  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen, 
welches  der  zu  beweisende  Satz  war. 

Zur  Erlftuterung  dieses  Satzes  dienen  Taf.  IV.  Fig.  4  und 
Taf.  IV.  Fig.  5.,  die  aber  naturlich  nur  ein  Paar  besondere  FäHe 
desselben  darstellen. 

Man  kann  von  diesem  Satze  die  folgende  Anwendung  machen? 
Auf  dem  Felde  seien  zwei  Punkte  A  und  A^'  (Taf.  IV.  Fig.  6.) 
g^ebeuy  und  entweder  in  der  diese  beiden  Punkte  mit  einander 
verbindenden  Geraden  oder  in  der  einen  Verlängerung  dieser  Ver- 
bindungslinie über  den  Punkt  Ai  hinaus  befinde  sich  ein  Hinder- 
nisSy  weiches  nicht  gestattet,  von  A  nach  Ai'  oder  tiber  Ax' 
hinaus  zu  sehen;  man  soll  Punkte  in  der  Verlängerung  von  A'Ai 
über  Ai  hinaus  angeben.  Zu  dem  Ende  nehme  man  auf  dem 
Terrain  drei  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  Ai,  A^  an, 
ziehe  die  Linien  AAi  und  AiA'  und  bestimme  deren  Durch- 
schnittspunkt Üs;  hierauf  ziehe  man  die  Linien  A^A'  und  A^Ai', 
lege  durch  den  Punkt  J^  eine '  beliebige  Gerade  und  bestimme 
deren  Durchschnittspunkle  Üi  und  Ü  mit  den  Linien  A^A'  und 
A%Ai  ;  endlich  ziehe  man  die  Linien  A£ii  und  AxSiy  und  bestimme 
deren  Durchschnittspunkt  A^\  so  wird  dieser  Punkt  in  der  Ver- 
längerung der  Linie  A' Ai  über  Ai  hinaus  liegen  ^  also  der  Be- 
dingung der  Aufgabe  genügen.  Dass^dieses  Verfahren  mancherlei 
Abänderungen  gestattet,  auch  sich  wohl  noch  andere  Anirendun- 
gen  von-  dem  obigen  geometrischen  Satze  machen  lassen  dürften, 
erhellet  leicht;  an  diesem  Orte  werden  aber  die  vorhergehenden 
Bemerkungen  genügen. 
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Einige  Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  Oberletuner 

J.  Helmes  im  Archiv  Theil  XXXY.  Seite  136.:     Geber 

die  Bedeutung  und  Gültigkeit  einer  gebrochenen  GliedJerzaU 

in  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen. 

»V«in  Herrn  Oberlehrer  J.  F.  W.  Gronau  an  der  RenUchnle  erster  Or^ 

nang*  za  St.  Johann  in  Danzig. 

lade«!  Herr  Helmes  einen  Fehler  verbessert,  welchen  Ben 
Or.  Hechel  in  Riga  bei  Behandlung  obigen  Thenas  gemacht 
hat,  entschlüpfen  auch  ihm  einige  Behauptungen  >  welche  eiatr 
Erörterung  bedürfen. 

I.  Zunächst  spricht  er  wiederholentlich  sich  dahin  aus,  da» 
die  Summeuformeln  {s)  und  die  Formeln  für  das  allgemeine  GIie4 
(t)  nur  deshalb  auch  für  eine  gebrochene  Gliederzahl  (it)  gelten, 
weil  und  insofern  bei  den  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen 

die  nach  irgend  einem  Brache  f -j  ,,zerlegten''  Reihen  dieaelbc 

Gesetzmässigkeit  befolgen,  wie  die  entsprechenden  Hauptreiheo; 
ja  er  lässt  sich  in  dieser  Beziehung  pag.  140.  bei  einer  dem  Wesen 
nach  schon  von  Vega  gestellten  Aufgabe  vom  Diamanten  (Tor- 
tes. I.  378.)  sogar  zu  folgendem  tautologischen  Satze  hinreisaen: 
»^Setzen  wir  voraus,  dass  Üe  Steigerung  des  Preises  durch  das 
Gewicht  nach  dem  Gesetze  einer  geometrischen  Reihe  auch  aof 
Viertel  des  Karats  sich  erstrecke,  so  werden  auch  die  Preise  der 
auf  einander  folgenden  Viertel  des  Karats  eine  geometrische 
Reihe  bilden. '^    , 

Herr  Helmes  scheint  also  der  Ansicht  zu  sein»  dass,  wenn 
die  zerlegten  Reihen   nicht  die  Beschaffenheit  der  Uauptreiheii 
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beibehalten,  die  GCiltigiceit  der  beiden  Formeln  fSr  ein  gebroche- 
nes n  aufhurt. 

Dem  ist  aber  nicht  so,  wie  aas  meiner  Schrift  vom  J|i1ire 
1845:  ,,Ueber  die  Anzahl  der  Glieder  Jn  den  Summen- 
formeln der  arithmetischen,  geometrischen  und  harmo- 
nischen Progressionen^',  worin  ich  nachweise,  dass  die  For- 
meln nicht  bloss  eine  gebrochene,  sondern  auch  eine  negative  und 
Imaginäre  Gliedereahl  zulassen,  zu  ersehen  ist. 

Dort  habe  ich  nSitilich  pag.  56. — 64.  gezeigt,  dass,  obgleich  die 
harmonischen  Reihen  sich  nicht  in  der  Art  zerlegen  lassen,  dass 
die  zerlegten  Reihen  wieder  harmonische  Reihen  bilden,  dennoch 
die  beiden  Formeln  für  ein  gebrochenes  n  ihre  volle  Geltung  be- 
balten. —  Mag  man  also  imiwerhin  bei  den  arithmetischen  und 
geometrischen  Reihen  sich  der  hier  allerdings  stattfindenden  Zer- 
legbarkeit m  confbrme  Nebenreihen  bedienen,  mn  £e  Gültigkeit 
der  Formeln  för  ein  gebrochenes  n  recht  klar  ror  Augen  sn  legen ; 
man  muss  aber  nicht  so  weit  gehen,  dass  man  diese  Gültigkeit 
▼on  der  Möglichkeit  einer  solchen  Zerlegung  abhängig  macht. 
Deshalb  habe  ich  in  meiner  Schrift  pag.  25.  auch  für  die  arithme- 
tische und  geometrische  Reihe  noch  einen  andern  Beweis  gege- 
ben, der  sieh  nicbt  auf  die  Zerlegbarkeit  in  gleiehartige  Neben- 
stützt. 


II.  Ferner  behauptet  Herr  Helmes  pag.  156.,  dass  die  Auf- 
gabe aus  Heis  Sammlung:  „Wenn  ein  senkrecht  in  die  Hohe 
steigender  Körper  in  der  ersten  Sekunde  a=  1000  Fuss,  in  jeder 
folgenden  aber  <^  =  31^  Fuss  weniger  als  in  der  vorhergehenden 
zurücklegt,  wie  lange  (n)  und  wie  hoch  {s)  wird  der  Körper  stei- 
gen und  nach  wie  viel  Sekunden  wieder  an  dem  Punkte  anlau- 
geo,  von  dem  er  zu  steigen  anfing  f  aus  den  Lehren  der  Pro- 
gression allein  nicht  zu  lösen  sei,  sondern  man  müsse  zu  dem 
Ende  aus  der  Physik,  welche  uns  Ober  die  Natur  der  gleichför- 
mig verzögerten  Bewegung  beim  Steigen  der  Korper  Aufschluss 
gieht,  noch  entlehnen,  dass  das  letzte  Glied  der  hier  in  Betracht 
kommenden  Reihe  /r=15|  =  j<Z  sei,  was  dann  erst  ic=r32| ergehe. 
Wer,  giebt  er  zu  verstehen,  mit  Heis  u.  A.  die  Resultate  durch 
Mathematik  allein  ableiten  wolle,  erhalte  tr=z^\\z=zd  oder  gar 
^=0,  tind  dem  zu  Folge  n  =  32  oder  33. 

Uro  Herrn  Helmes  in  diesew  Punkte  zu  widerlegen,  ddrfte 
ich  nur  auf  meine  Abhandlung:  „Ueber  die  allgemeine  und 
volle  Gültigkeit  mathematischer  Formeln,  1857*'  pag*  10. 
yerweiseti.  Indessen  lässt  sieh  die  8ache  ohne  Weiteres  auch  hier 
mit  wenig  Worten  abmachen.    Man  differensire  nialicb  die  Formel 
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n.n  — 1  - 
s=:  an s —  d 

nach  n,  so  findet  inaQ  auch  ohne  Hilfe  der  Physik,  daaa  für  des 
Fall  des  Maximums 

w  =  |  +  i  =  32i  und   folglich  <  =  a  — (n-l)d  =  | 

ist  Oder»  wenn  es  nicht  angemessen  sein  sollte,  bei  einer  ele- 
mentaren Aufgabe  Differentialrechnung  anzuwenden,  so  darf  maa 
ja  nur  die  obige  Gleichung  fär  s  nach  n  auf  losen ;   aus 

^^    2d    "^M  \    2d   J  ""d 

würden  sich  dann,  wenn  t  möglichst  gross  werden  soll,  nack 
einander  ßir  «,  n  und  i  dieselben  Werthe  ergeben,  wie  vorhb. 


Von   dem   Heraoigeber. 

Die  Gleichung  der  Fläche  des  dreiaxigen  Ellipsoids  oder,  wk 
man  wohl  auch  in  der  Kürze  bloss  zu  sagen  pflegt,  des  dreiaxi- 
gen Ellipsoids,  ist  bekanntlich: 

er + er  HO*- 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  z=0,  so  erhält  man  die  Gleichnnj; 


©■ +(!)*=■ 


des  Durchschnitts  des  Ellipsoids  mit  der  Ebene  der  xjy,  welcher 
also  eine  Ellipse  ist,  deren  Axen  die  Axen  der  o:  und  y,  und 
deren  der  Grosse  nach  bestimmte  beide  Halbaxen  a  und  6  sind. 
Legen  wir  jetzt  durch  den  Punkt  (a:ifz)  des  Ellipsoids  und  £e 
Axe  der  z  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  Ebene  die  in  Rede 
stehende  Ellipse  in  einem  ihrer  Durchmesser,  dessen  Gleichung, 
wenn  x,  ff  die  Teränderiichen  Coordinaten  bezeichnen ,  offenbar 

Ist;  und  bezeichnen  nun  Jlt,  Tf  die  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte  dieses  Durchmessers  mit  der  Ellipse  in  der  Ebene  dtr 
^,  so  hat  man  zu  deren  Bestimmung  die  Gleiekungen: 


» 
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^voraas  mit  Beiiehang  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein- 
ander «ehr  leicht: 

erhalten  wird.    Weil  nan,  wenn  r^r  die  Hälfte  des  In  Rede  steh- 
enden Durchmessers  beEeicbnet, 

ist,  so  ist  nach  den  vorstehenden  Formeln: 


oder 


also 


oder 


und  folglich,    weil 


ist: 


oder,  wenn  wir 
setzen : 


welches  wieder  die  Gleichung  einer  Ellipse  Ist.  Legt  man  also 
durch  den  Punkt  {xyz)  des  Ellipsoids  und  die  Axe  der  i  eine 
Ebene,  so  ist  deren  Durchschnitt  mit  dem  Ellipsold  jederzeit  eine 
Ellipse,  deren  Axen  der  Durchmesser  der  in  der  Ebene  der  ocy 
liegenden  Ellipse,  in  welchem  dieselbe  von  der  durch  den  Punkt 
{xyx)  und  die  Axe  der  %  gelegten  Ebene  geschnitten  wird,  und 
die  Axe  der  %  sind ;    die  der  Grösse  nach  bestimmten  beiden  Halln 


■■i 
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axen  dieser  Ellipse  sind  die  Hälfle  des  in  Rede  steheoden  Darcb- 
messers  der  in  der  Ebene  der  ary  liegenden  Ellipse  und  die  Grosse  c. 

Auf  diese  Weise  machen  sich  Anfönger^  wie  mir  scbeiat^  vm 
Besten  und  Einfachsten  eine  deutliche  Vorstellung  Ton  der  Ge- 
stalt des  dreiaxigen  Eliipsoidsy  und  übersehen  dann  auch  ferner 
auf  der  Stelle,  dass  dasselbe  io  das  Rotations •  Ellipsoid  übergebt, 
wenn  für  a=6  die  in  der  Ebene  der  xy  liegende  Ellipse  ein  Kreis 
wird»  und  dass  weiter  das  Rotations- EIKpisoid  fOr  a  =  6=:e  ift 
die  Kugel  übergeht.  Aehnliche  einfache  Betrachtungen  lassen  sich 
natürlich  auch  bei  den  übrigen  Flächen  des  zweiten  Grades  an- 
stellen. 


X  r        a  \r        aj 


2       1 

wird,    d.  h.  die  negative   reciproke  Vereioigungsweite    =  — |-  — 

f       ff 

Der  geometrische  Beweis  dafür  ist  folgender:  Bezeichnet'« 
(Taf.  IILFig.  12.)  den  leuchtenden  Punkt  in  der  Axe,  c  den  geo- 
metrischen Mittelpunkt  des  Spiegels,  ^den  Vereinigungspunkt  des 
reflectirten,  rückwärts  verlängerten  Strahles  mit  der  Axe,  so  i«t 
2Lmdc^=z^cdf,  Halbirt  man  noch  den  Winkel  fda,  so  ist  in 
dem  gleichnamigen  Oreieck  dieser  Winkel  und  sein  Nebenwinkel 
halbirt,  folglich  ac  harmonisch  getheilt.    Es  ist  daher 

fg'ag=fdiad, 

cf:ac  =  fd:ad9  oder  cf.ad=^ac.fd. 

Ist  ab^=^ad^^u,  c<2=c6==rj  fd=^fb  (für  ein  kleines  Segment)  =:jr, 
so  ist  (r  — j:)a=:(r  +  a)a?  oder: 


Geometrischer  Beweis  der  Formel  für  die  Vereinigangsweite 

bei  convexen  Spiegeln. 

Von  Herrn   Schnlrath   Loöff  in   Gotha. 

Gewohnlich  wird  die  Formel  für  die  V^einigungsweite  der 
Lichtstrahlen  beim  convexen  Spiegel  aus  der  ffir  den  coocavea 
Spiegel : 

X       r       a 
abgeleitet,  indem  man  r  negativ  nimtnt,  iTodarch 
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Von    dem    Heraufgeber. 

ir^enn  man  bei  FISchenmeAsungen  den  lohalt  eines  Dreiecks 
uitteln  hat,  bestinin^t  man  bekanntlich  mittelst  der  Kreuz- 
te oder  des  Winkelkreuzes  seine  Hr>he  in  Bezug  auf  eine 
als  Grundlinie,  misst  mit  der  Messkette  Grundlinie  und  H5be 
erechnet  den  Inhalt  auf  allgemein  bekannte  Weise.  W^enn 
iber  keine  Kreuzscheibe  zur  Hand  hat,  sondern  bloss  Kette 
iaketi,  so  konnte  man  alle  drei  Seiten  mit  der  Kette  mes« 
nd  daraus  den  Inhalt  nach  der  betreffenden  bekannten  For- 
berechnen.  Dazu  ist  aber  eine  Quadratwurzel -Ausziehung 
;  oder  die  Rechnung  mit  Logarithmen,  Rechnungen,  welche 
Jedermanns,  namentlich  oft  nicht  derer  Sache  sind,  die  am 
in  solche  einfache  Messungen  auszuführen  haben.  Wenn 
auch  die  eben  erwähnten  Methoden  jedenfalls  die  besten 
so  scheint  doch  in  manchen  Fällen  der  Praxis  eine  andere, 
den  Gebrauch  von  Kette  und  Stäben  in  Anspruch  nehmende 
>de  wQnschenswerth  zu  sein,  weshalb  ich  das  folgende,  mir 
»massig  scheinende  Verfahren  hier  angeben  will. 

Venu  ABC  in  Taf.  III.  Fig.  11.  das  Dreieck  ist,  dessen  In- 
»estioMnt  werden  soll,  so  messe  man  mit  der  Kette  zwei 
1  AB  und  AC  desselben,  trage  die  eine,  etwa  (jedoch  nicht 
endig)  die  kleinere  AC  auf  der  grosseren  AB  in  AD  ab, 
SS  man  nämlich  mit  der  Messkette  AD  eben  so  viele  Rutben, 
)  und  Zolle  wie  AC  lang  macht,  messe  d>,  nehme  von 
üe  Hälfte  und  suche  den  Mittelpunkt  E  von  CZ),  worauf 
dann  noch  AE  misst,  welche  Operationen  alle  bloss  mit  der 
and  Stäben  rasch  und  leicht  ausgeföhrt  werden  kOnnen. 
ehnet  dann  A  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC,  so  hat 
EU  dessen  Bestimmung  die  sehr  einfache  Formel: 

AB.CD.AE 

^=        2.AC       * 

e  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  werden  kann. 

•s  ist,  wenn  A  den  Winkel  BAC  bezeichnet: 

A=zi.AB.AC.s\nA. 
r  ist 

^ACDz=:\.AC.AC.8\üA, 
^ACD^i.CD.AE; 

.    ^      CD.AE 
sm^-  ^c.AC 

ch,  wenn  man  dies  in  den  vorhergehenden  Ausdruck  von  A 
irt  und  dabei  AC  aufhebt: 

32* 
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.      AB.CD.AE 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Freilich   hat  man   hier  mehr  gemessen,    als  niao 
braucht,   weil  ja 

ÄE^+C&z=iAC^   oder    Ä&  +  \.CB^^ÄC^ 

ist^    was  aber  in  der  Praxis  nicht  anders  angebt,  wctii 
gewisse  weitläufigere  Rechnungen  vermeiden  will. 


Zar    Beachtung. 

Herr  Doctor   O.  Boklen   hat  mir  unter  dem  2.  Jaoor 
(eingegangen  bei  mir  am  19.  Januar)  eine  neue  Redactioo 
Umarbeitung;  der  in  ThI.  XXXVI.  S.  186.  mitgetheilten  Säts 
Dreiecke,    welche  den   ein-    und  unibeschriebeneii  Krei$ 
haben,   eingesandt,  weil   sich   bei  der  früheren   Bearb«tar 
Irrthum  eingeschlichen  hatte,  der  auf  der  Voraussetzung 
dass  bei  den  fraglichen  Dreiecken  der  Cnifang  constant  »e 
sich  später  als  nicht  richtig  erwies.    Da  ich  bei*m  Einga^ 
ser  neuen  Bearbeitung  dieses  Heft  und  diesen  Band  zm 
sen  im  Begriff  bin,  und  den  Aufsatz  daher,  wie  esindiescaf' 
eigentlich  sofort  geschehen  sollte,   nicht  mehr  anfnebmeQ^ 
sondern  bis  zum  nächsten  Hefte  liegen  lassen  muss;  so  k^' 
mich  fdr  verpflichtet,    dies  hier  wenigstens  vortiufig  n  M 
ken,  und  zwar  um  so  lieber,  weil  ich,  wie  ich  auch  schoB  iH 
bemerkt  habe,   die  in  Rede  stehenden  8ätze  allerdings  Wn 
reich  und  Interessant  halte,    vollständige  Berichttgniig  dcis^ 
daher  sehr  zu  wünschen  ist. 

Den  19.  Januar  1862.  Der  Heraasgeber 


Druck  fe  hier. 

In  .  dem  auf  pag.  384.  des  36sten  Bandes  abgedrocktes  ^ 
zeichnisse   der   bisher   aufgefundenen   Druckfehler   in   Scbr'J 
Logarithmen  findet  sich  ein  Fehler.    Es  muss  nämlich  nickt  tj 
sen:   „statt  8150613  lies  8150613",   sondern  „statt  815061^ 
8150613.  •' 

Im  Literar.  Berichte  Nr.  CXLII.  S.  5.  muss  es  in  dem  A*^ 
Astronomie  (Z.  II.)  statt  „Rescript  vom  14.  Juli  H 
heissen:    „Rescript  vom  14.  Juni  1860. '^ 
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Literarischer  Bericht 

CXLV. 


Arithmetik. 

La  Division  reduite  a  une  Addition,  ouTrage  ap- 
proove  par  rAcad^raie  des  sciences  de  Paris,  Institut 
de  France,  augmente  d'une  Table  de  Logaritbmes  de 
norobres  äneufd^cimalesexactes,  renferm^es  en  deux 
pagesy  et  d'une  nouvelle  ni^thode  pour  calculer  avec 
une  grande  facilit^  lesTables  de  Logaritbn^es,  de  divi- 
sion  et  plusieurs  autres,  par  R.  Picarte,  niembre  de 
la  facuite  des  sciences  pbysiques  et  matb^matiques 
de  Tuniversit^  du  Chili.  Pari«.  1860.  4^  Prix:  13  fr. 
broch^;  15  fr.  cartonne.     (Klein  Folio.) 

Dieses  grosse  Werk,  über  weicbes  die  Herren  Mathieu, 
Herrn ite  und  Bienayroe  der  Pariser  Akademie  der  Wissen- 
schaften einen  sehr  günstigen  Rapport  erstattet  haben,  verdient 
eine  aasffibrlichere  Anzeige  in  diesen  literarischen  Berichten. 
Dasselbe  besteht  aas  drei  Theilen,  unter  denen  die  92  Seiten  um- 
fassende Divisions -Tafel  unter  dem  Titel:  La  Division  re- 
duite k  une  Addition  bei  Weitem  der  wichtigste  und  umfang- 
reichste ist.  Diese  Tafel  enthält  in  eilf  und  zehn  Decimalen  die 
Werthe  aller  Brüche,  deren  Zähler  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,. ...9 
sind  und  deren  Nenner  kleiner  als  10000  ist.  Die  Zähler  auf 
jeder  Seite  oben  in  horizontaler  Reibe  von  1  bis  9,  die  Nenner 
zur  Linken  in  vertikaler  Reihe  von  1000  bis  9999  bilden  die  bei- 
den  Eingänge  oder  Argumente  der  Tafel.  Der  Gebrauch  ist  hier- 
nach im  Allgemeinen  sehr  einfach.  Handelt  es  sich,  um  ein  Bei- 
spiel £u  geben,  welches  ich  nicht  aus  der  Einleitung  der  Tafeln 
entnehme,  um  die  Verwandlung  des  Bruchs 

Thl.  XXXVII.  Hfl.  1.  I 
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978542 
6627  • 

in  einen  Decimalbrach,  so  schlage  ich  unter  den  vertHsalen  Argt- 
menten  den  Nenner  5627  auf,  und  finde  In  der  neben  dieeea 
Nenner  stehenden  Horizontalreihe  (flr  die  horizontalen  Argnncalt 

9,  7,  8.  5,  4,  2 

die  folgenden  Zahlen: 

15994313133 
12440021326 
14217167229 
08885729518 
07108583615 
03554291807 

Um  bei  dem  Ausschreiben  dieser  Zahlen  sich  nicht  zn  irren,  ist 
in  sehr  zweckmässiger  Weise  den  Tafeln  eine  kleine  Regel  oder 
ein  kleines  Lineal  von  grünem  Kartenpapier  beigegeben,  aaf  wel- 
chem die  Zahlen  I,  2,  3,  4,  ....9  stehen,  und  welches  beTs 
Ausschreiben  der  obigen  Zahlen  unter  die  dem  Nenner  5627  ent- 
sprechende Horizontalreihe  gelegt  wird,  in  der  sich  dieselbes 
sämmtlich  finden.  Alle  obigen  Zahlen  enthalten  eilf  Zifferu,  we3 
der  Nenner  unter  9000  ist;  für  Nenner  über  9000  bis  9999  enthal* 
ten  die  in  den  Tafeln  sich  findenden  Zahlen  nur  zehn  Ziffern.  Die 
obigen  sechs  eilfziffrigen  Zahlen,  so  wie  dieselben  sich  in  den  Ta- 
feln finden,  sind  nun  (überall  bei  eilfziffrigen  Zahlen)  die  Mantissea 
der  den  Brächen 

9  7  8  5  4  2 


582?'     5627'    5627'    5627'    5657'    662? 

gleichen  Decimalbrfiche  von  der  dritten  DecimalsteUe  oder  der 
dritten  Stelle  hinter  dem  Komma  angefangen,  indem  bei  aUee 
diesen  BrOcben  die  beiden  ersten  Stellen  hinter  dem  Komma 
Nollen  sind*    Beachtet  man  dies,  denkt  sich 

978542 


l.l.l  I  ! 


5627 
70000  .  8000  .  600  .    40    .     S 


T  KAaivf 


~  5687    ^  5627  ^0627^5627^5627^6627 

gesetzt  und  verlangt  onn  den  io  einen  Decimalbnicb  verwaadal- 
ten  Brach 
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978S42 

bis  auf  sieben  Decimabtellen ;  so  wird  auf  der  Stelle  erhellen, 
dass  man  die  obigen  sechs  eilfziffrigen  Zahlen  aus  den  Tafeln 
auf  folgende  Art  ausschreiben  und  dann  zu  einander  addiren^muss : 

159, 9431313 
]2, 4400213 
1,4217167 
0,0888573 
0,0071086 
0,0003554 


oder  kürzer: 


173,9011906 

159,9431313 

12  4400213 

l  4217167 

0888573 

071086 

03554 

173,90119Ö6~ 

Wenn  der  Nenner  grosser  als  9000  ist,  so  liefern  die  Tafeln 
die  Mantissen  der  DeciroaibrOche,  weil  hier  die  drei  ersten  Ziffern 
hinter  dem  Komma  Nullen  sind,  von  der  vierten  Decimalstelle 
oder  der  vierten  Stelle  hinter  dem  Komma  angefangen,  so  dass, 
wenn  etwa  der  Bmch 

9849 

in    einen  Decimalbruch  bis  auf  sieben  Decimaliiffem  verwandelt 
werden  sollte,  die  Rechnung  folgende  Gestalt  annehmen  wOrde: 

0,0609199 

71073 

8123 


0,0688395 
Die  wirkliche  Division  liefert 

0,06883947 

al«o  bis  znr  siebenten  Decimalstelle  abgekürzt: 


1* 
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0,0688395 

ganz  übereinstimmend  mit  den  Tafeln.    Die  voll«tindigen  Zahle», 
welche  die  Tafel  in  diesem  Falle  liefert,  sind: 

6091989034 
7107320540 
8122652046. 

Wenn  der  Nenner  kleiner  ist  als  1000,  so  K\\i  aof  der  Stelle  u 
die  Augen,  .wie  man  sich  zu  verhalten  hat.    Wäre  z.  B.  der  Brack 

6732 
376 

in  einen   Decintalbroch   bis  zur  siebenten  Uecimalstelle   xn   ve^ 
wandeln,  so  bedenke  man,  dass 

5732  _  5732 
376  ~  3760''" 

5732 
ist,  and  hat  dann,  da  die  Tareln  für  0^  die  vollständigen  Zahl« 

13-297872340 
18617021277 
07978723404 
06319148936 

liefern,  offenbar  den  folgenden,  natfirlich  sogleich  in  dieser  Weite 
nomittelbar  ans  den  Tafeln  aussuschreibenden  Ansatz: 

13,2978723 

18617021 

0797872 

063191 


16,2446807 
Wenn  man 

6732      1433 
376  -    94 

«etat,  was  bei  der  Rechnung  nach  den  Tafeln  hier  absicbtlidi 
nicht  geschehen  ist,  so  liefert  die  wirkliche  Division : 

15,2446808 

Wenn  der  Nenner  oder  Divisor  grosser  jus   10000  ist  ud 
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daher  die  Gränse  der  Tafeln  übersteigt,  so  kann  man  sich  natfir- 
llch  nar  mit  Näherungen  helfen»  wobei  man  sich  verschiedener 
Methoden  bedienen  kann.  Herr  Pi carte  giebt  das  folgende  ein- 
Tache,  von  ihm  zugleich  mehrfach  durch  Beispiele  erläuterte  Ver- 
fahren an  9  mit  dem  mau  auch  gewöhnlich  ausreichen  wird.  Es 
ist  nSmIlch 

a  a         n       a 


b  +  n      b     6  +  n'  b 


oder,  wenn  t  =  c  gesetzt  wird : 


a  nc 


6+n  6+n* 

nc 
vro   r~i —  meistens  eine  nur  sehr  kleine  Correction  des  Werthes 
6  +  n 

c  ist.    Wäre  z.  B.  der  Bruch 

674 


513922 
in  einen  Decimalbruch  zu  verwandeln,  so  hätte  man 

0=674,    6=513900,    n  =  22 

zu  setzen,  wo  dann 

_    674 


513900'* 
und  folglich  nach  obiger  Formel: 

674  674  22         674 


513922  ~  513900     513922  513900 

ist;  man  wird  also 

_    674 
^"^  513900 

mittelst  der  Tafel  und  dann  die  Correction 

22. c 
513922' 

die  immer  nur  sehr  klein  sein  wird,  durch  wirkliche  Division,  oder 
auch  bloss  den  annährend  Ar  diese  Correction  zu  setzenden  Bruch 

22. c 


513900 
mittelst  der  Tafel  berechnen,  was  häufig  hinreichend  sein  wird. 
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Verlangeo  wir  obigen  Bruch  bia  auf  acht  Decimalstellen,  so  liefert 
uns  die  Tafel  fär  den  Nenner  5139  mit  dem  ZShler  674  die  fol- 
genden vollständigen  Zahlen: 

11675433234 
13621327106 
07783615489 

also,  weil  wir  acht  Decimalstellen  verlangen: 

c=  (  0.00116754 
13621 

0778 


0,00131153 
22 

262306 
262306 


513922  I  0,02885366 
2569610 


0,000000066 


3157560 


0,00131153 
—0,00000006 

Die  wirkliche  Division  giebt: 

Weitere  Correctionen  könnte  man  auf  folgende  Art  berecbueo: 
Man  setze  nach  und  nach: 

a 


"     — .  ^^ 


nc        , 


nc          ,       nc' 
=  c' 


b^n  6+«' 
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so  igt: 


nc'        - 

6  =«'. 

ne' 
b  + 

»-"       6  +  n' 
nc"       _ 

nc''        ^       nc*^ 
6  +  n""'^6  +  n' 

U.   8.    W. 

a 

n 

nc 

=  c- 

'^  +6  +  11 

=  c— 

nc" 

—  #•  — 

.»»X  «»_.««»  X- 

nc* 

-V      V  ^.        .    ^6  +  w 

U.   8.   W. 

wo  die  Grössen  c,  c'^  c^  c^, ....  sSnuntlich  bloss  mittelst  der 
Tafeln  berechnet  werden  kOnnen,  die  beizofögenden  subtractiven 
oder  additiven  Correctionen  aber  immer  kleiner  werden. 

Eine  Anzeige  wie  die  vorliegende  kann  natürlich  nicht  darauf 
berechnet  sein,  ihren  Gegenstand  zu  erschöpfen ,  weshalb  wir 
nns  mit  den  obigen  Erläotemngen  der  bei  dem  Gebranche  der 
Tafeln  anzuwendenden  Methode,  die  natürlich  noch  viele  Abkür- 
zungen zulässt,  welche  Jeder  leicht  selbst  finden  wird^  begnügen 
müssen.  Aoch  enthält  die  den  Tafeln  vorangeschickte  E%ileitung 
alles  Erforderliche  zu  der  Erklärung  derselben. 

Ausser  dieser  Divisionstafel»  welche,  wie  schon  erinnert,  bei  Wei- 
tem den  Haupttheil  der  Tafeln  ausmacht»  enthalten  dieselben  noch : 

V,  Une  Table  de  logaritbmes  en  deux  pages,  qui  permet 
de  trouver  avec  neuf  d^imales  ezactes  les  logaritbmes  de  nombres. 

3^.  Une  M^bode  pour  eaiculer  les  logaritbmes  depnis  100000 
jusqu'  h  101000; 

über  welche  zwei  werth volle  Zugaben  wir  uns  jedoch  hier  der 
Beschränktheit  des  Raumes  wegen  nicht  weiter  verbreiten  können» 
die  Leser  aber  auf  dieselbeo  aufmerksam  machen. 
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Wir  sind  der  Meinung,  dass  Herr  Pi carte  mit  diesen  scho- 
nen, auch  äusserlich  in  der  trefflichsten  Weise  ansgestattetea 
Tafeln  der  Wissenschaft  ein  sehr  werthvolles  Geschenk  gemacht 
hat,  und  würden  ganz  die  Worte  unterschrieben  haben,  mit  denen 
die  Herren  Mathieu,  Herroite  und  Bienayme  (rapporteur) 
ihren  der  Pariser  Akademie  eriitatteten  Bericht  schliessen: 

„Nous  proposons  donc  k  l'Academie  de  remercier  M.  Picarte 
de  sa  communication ,  et  de  Tencourager  ä  publier  sa  Table  de 
division/' 

Wir  haben  körzlich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  (Literar. 
Ber.  Nr.  CXLU.  $.2.)  .gesagt,  dass  die  mathematischen  und  Na- 
tur-Wissenschaften  im  eigentlichen  Sinne  Weltwissensqhaf- 
ten  seien.  Das  sehen  wir  in  der  erfreulichsten  Weise  auch  an 
diesem  ausgezeichneten  Werke,  dessen  Verfasser  am  Ende  de« 
kurzen  Vorworts  sagt: 

„Le  gouvernement  du  Chili,  toujours  dispos^  ä  eu(H>urager 
les  travaux  scientifiqueec ,  s*e&t  empresse  de  souscrire  ä  Touvrage 
pour  trois  cents  exeniplaires." 

„Une  souscription  publique  s'est  ouverte  spontan^ment 
ä  Chili  pour  faciliter  Timpression  de  Touvrage/' 

Also  auch  in  den  entferntesten  Gegenden  der  Erde,  weit  drfi- 
ben  über  dem  Ocean,  werden  die  mathematischen  Wissenschaften 
in  jeder  Beziehung  gepflegt  und  gefördert ;  sie  sind  in  Verbindong 
mit  den  Naturwissenschaften  wahre  Weltwissenschaflen! 

Mochte  es  uns  gelungen  sein,  durch  vorstehende  ausfurlicbere 
Anzeige  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  auf  dieses  ausgezeichnete 
und  in  jeder  Beziehung  nützliche  Werk  zu  lenken^  und  sein  treff- 
licher Verfasser^  Herr  Picarte,  für  die  grosse  auf  dessen  Aus- 
arbeitung verwandte  Muhe  durch  die  grüsste  und  weiteste  Ver- 
breitunic  desselben  euiigermassen  belohnt  werden.        Grunert. 


Geometrie. 

Euklid's  acht  geometrische  Bücher  aus  dem  Grie- 
chischen übersetzt  von  Johann  Friedrich  Lorenz. 
Auf's  Neue  herausgegeben  von  Dr.  E.  W.Hartwig,  Ober- 
lehrer am  Gymnasium  Frid.  zu  Schwerin  i.  M.  Halle. 
Waisenhaus.  1860.    8<>. 

Es  ist  dies  eine  neue,  —  die  wie  viei'ste,  wird  nicht  gesagt 
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und  ist  auch  aus  der  Vorrede  wenigstens  nicht  genau  ersichtlich 
—  Ausgabe  der  bekannten  Lorenr  sehen  Uebersetzung  der  sechs 
ersten  Bflcher  und  des  eilften  und  zwölften  Buchs  der  Elemente 
des  Euklides,  und  bei  einem  allen,  namentlich  älteren  Mathema- 
tikern«  so  durch  und  durch  bekannten  und  in  freundlicher  Erinne- 
rung lebenden  Buche  kann  daher  von  einer  weiteren  Besprechung 
hier  natürlich  gar  nicht  die  Rede  sein.  Die  letzteren  Ausgaben 
sind  sonst  immer  von  Herrn  Dippe  in  Schwerin  besorgt  worden. 
Herr  Hartwig  hat  wiederum  einen  Anhang  über  die  Berechnung 
der  Figuren  und  Körper»  also  überhaupt  über  die  Anwendung  der 
Arithmetik  auf  die  Geometrie  beigefügt,  wonach  es  also  scheint, 
dass  diese  Uebersetzung  der  acht  euklidischen  Bücher  auch  als 
Lehrbuch  der  ebenen  und  körperlichen  Geometrie  benutzt  wer- 
den soll,  wogegen  natürlich  im  Ganzen  gar  nichts  zu  erinnern  Ist 
Nun  hat  aber  Herr  Hartwig  die  Verbindung  dieser  Anwendung 
der  Arithmetik  auf  die  Geometrie  mit  der  reinen  euklidischen 
Geometrie  bloss  dadurch  hergestellt  oder  yielmehr  herzustellen 
gesucht,  dass  er  einige- Sätze  über  Zahlenproportionen  vorange- 
stellt und  deren  Beweis  auf  den  Satz  gegründet  hat,  dass  in  jeder 
Zahlenproportion  die  Producte  der  äusseren  und  mittleren  Glieder 
gleich  sind  und  umgekehrt,  dessen  Ableitung  aus  den  euklidischen 
Sätzen  im  fünften  Buche  natürlich  ungemein  leicht  ist,  und  sich 
ganz  von  selbst  ergiebt  Damit  ist  aber  nach  unserer  Meinung 
für  den  fraglichen  Zweck  wenig  oder  nichts  geleistet  und  gewon- 
nen. Aller  und  jeder  Anwendung  der  Arithmetik  auf  die  Geo- 
metrie liegt  unbedingt  und  ganz  und  gar  die  Lehre  von  den  Pro- 
portionen im  Sinne  der  Neueren  zu  Grunde,  welche  lediglich 
auf  Theilung  beruht,  wogegen  die  Lehre  von  den  Proportio- 
nen imSinne  der  Alten,  so  wie  dieselbe  in  dem  fünften  Buche 
der  Elemente,  diesem  Meisterstücke  der  alten  Geometrie,  vorge- 
tragen und,  wie  jeder  wahre  Kenner  der  griechischen  Geometrie 
weiss,  von  allen  griechischen  Geometern  nur  In  diesem  Sinne 
angewandt  wird,  ganz  auf  Vervielfachung  beruhet.  Den  Neue- 
ren tritt  bei  ihrer  Proportions -Theorie  aber  gleich  von  vorn  herein 
die  Schwierigkeit  der  Incoromensurabilität  entgegen,  welche 
aus  dem  angeführten  Grunde  in  der  alten  Geometrie  natürlich  gar 
nicht  in  Frage  kommen  konnte  *),  und  diese  Schwierigkeit  ist  das 
eigentliche  punctum  saliens,  auf  welches  Alles  ankam  und  wel- 
ches Herr  Hartwig  vor  allen  Dingen  Ins  Auge  fassen  musste. 


*)  Von  dem  lOten  Bache  der  Elemente,  wo  Euklid  die  Ineonnen- 
sarabilität  aatfährlich  for  sich  in  höchst  toharftinniger  aod  lehrreleher 
Weiee  behandelt,  ist,  wie^sich  vuo  telbtt  vereteht,  hier  far  jetst  nicht 
weiter  die  Rede. 
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wenn  Oberhaupt  von  einer  Verbindung  jenes  arithmettecheD  Aa- 
hanga  mit  der  reinen  eoklidiscben  Geometrie  die  Rede  sein  aoilte. 
Herr   Hartwig  rouaate    also  vor  allen  Dingen,    nach  gebOriger 
Erläatemng  des  Wesena  der  Proportion  im  Sinne  der  Neueren, 
zuerst  im  Allgemeinen   steigen,  dasa  GrOssen,  die  Im  Sinne 
der  Alten  proportionirt  sind,   dies  aucb   im  Sinne  der  Neueren 
sind  und  umgekehrt,    wobei  er  denn  schon  gans  von  selbst  auf 
die  Schivierigkeit  der  Incomniensurabilitllt  gekommen  sein,  und 
zu  ausföhrlicber  Erörterung  derselben  auf  ganz  natarlkben  Wege 
Anregung  gefunden  haben  wfirde,  freilieb  Erörterungen,  die  sich 
nicht   hätten  ganz  kurz  erledigen  lassen.    Dass  aber  bei*m  geo- 
metrischen  Unterrichte  auch  auf  Schulen  dergleichen  Schwierig- 
keiten, wie  sie  nun  einmal  In  der  Geometrie,  wie  z.  B.  aucb  in 
der  Lehre  von  den  Parallelen,  vorbanden  sind,  nicht  mehr  um- 
gangen  werden  dfirfen,  mit  denselben  nicht  mehr  Versteck  ge- 
spielt werden  darf,    wenn  die  Schaler  an  wahrer  Einsicht  in  das 
innerste    VTesen  der   Geometrie    nicht  sehr   namhafte   Eiobosse 
erleiden  sollen,  weiss  jetzt  jeder  erfahrene  und  einsichtige  Leh- 
rer und  giebt  dies  gewiss  ohne  Weiteres  zu.     Von  allen   diesen 
Dingen  ist  aber  in  dem  erwähnten  Anbange  gar  keine  Rede,  na- 
mentlich in  höchst  auffallender  Weise  nicht  mit  einem  Worte  Ton 
der  Incommensurabilität,  was  uns  der  beste  Beweis  f&r  eine  Ver- 
kennung des  wahren  Wesens  und  der  eigentlichen  Bedeutung  der 
Lehre  von  den  Proportionen  im  Sinne  der  Alten,  und,  —  dieser 
gegenüber,  —  im  Sinne  der  Neueren  zu  sein  scheint«     Aus  diesem 
Gesichtspunkte  die  Sache  betrachtet,   scheint  uns  der   mehrer- 
wähnte Anhang  eine  ziemlich  mdssige  Zugabe  zu  sein,  denn  nur 
durbh  eine  in  jeder  Beziehung  sorgfältige  ErOrterung  der  Cora- 
mensurabilität   und    Incommensurabilität   kOnnen    die   Schaler    sn 
einer  wahren  Einsicht  in  alle  diese  Dinge  gelifibrt  werden.    Der- 
gleichen Erörterungen  sind  für  den  wirklichen  Erfolg  des  geome- 
trischen und  arithmetischen  Unterrichts  Oberhaupt  wichtiger,  als 
manche  Lehrer  jetzt  zu  glauben  scheinen,   namentlich   wichtiger 
als  viele  der  Probleme  und  Problemchen,  wie  sie  jetzt  den  Scbfl- 
lern  in  Unmasse  vorgelegt  zu  werden  pflegen,  wenn  wir  auch  na- 
ttirlich  dieser  wichtigen  geometrischen   Geistes -Gymnastik  Ihres 
sehr  wohl  begründeten  Werth  abzusprechen  nicht  Im  EntferDteaCen 
die  Absiebt  haben  und  haben  kOnneu. 


Maxime  und  Minima.  Ein  geometrisches  und  alge- 
braisches Uebungsbuch  für  die  Schüler  höherer  Lehr- 
anstalten. Von  G.  C.  E.  Martns,  ord.  Lehrer  der  Ma- 
thematik und  Physik  an  der  KOnIgstädtlschen  Real- 
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nie    in  .Berlin.      Mit    einer    Figarentafel.      Berlin, 
^lin.     18ÖL    8«>. 

*"  ** "  Wir  freuen  uns  sehr,  da«8  in  neuerer  Zeit  die  Lehre  von  den 
Liniis  und  Minimis  in  elementarer  Behandlung,  und  die  Losung 
Aufgaben  aus  diesem  Gebiete,  bel'm  mathematischen  Unter- 
ite   eine  grössere   Beachtung  findet,  wie  dies  frfiher  der  Fall 
resen  zu  sein  scheint,  wozu  jedenfalls  mit  das  von  uns  im  Li- 
Ber.  Nr.  CXXXVIII.    angezeigte    verdienstliche    Buch   von 
ihellbacb    in    erfreulicher    Webe    Anregung    gegeben    hat 
der  Herr  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  in  der  Vorrede 
\t  den  Werth  solcher  Aufgaben  aU  Unterrichtsmittel  sagt»  ent- 
:bt  gaos  unserer  eigenen  Ueberzeugung,  and  wir  glattbeo  auch» 
io    dieser  Schrift  den    Schulen    eine    recht  zweckmässige 
.a^nmlnng    Ton,    besondere    Schwierigkeiten    übrigens    meistens 
.^toht  darbietenden  Uebnngsaufgaben  aus  der  in  Rede  stehenden 
.■  .^ehre  geboten  wird.    Der  Herr  Verfasser  hat  die  Aufgaben  nach 
p^^r  Art    ihrer  Lösung    in  zwei  Abtheilnngen    gebracht,  nämlich 
*  Geometrische  Lösung.  S.  1 — S.  19.    und    IL  Algebrai- 
^^^cbe    Lusong.  S.  20~S.  127.,  wo  schon   c|ie  Seitenzahl  zeigt, 
—^ass  der  zweite  Theil  der  bei    Weitem  überwiegendere  ist«    In 
Ler  That  enthält  die  erste  rein  geometrische  Abtheilung  auch  im 
inzen  nur  eine  geringe  Anzahl  der  bekanntesten  Sätze  und  Auf- 
gaben, und   aus  der  Stereometrie  gar  nichts»  weshalb   wir  den 
^  Wunsch  nicht  unterdrücken  können,  dass  die  Sammlung  in  dieser 
.  Partie  reichhaltiger  wäre,  weil  ganz  besonders  die  rein  geometri- 
sche Behandlung  sieh  bei  diesen  Gegenständen  durch  Eleganz  und 
.^^ugleich  durch  oft  überraschende  Einfachheit  auszeichnet.    Ob  der 
Herr  Verfasser  laut  der  Vorrede  nicht  vielleicht  den  ausgezeich- 
.  ueten  neueren  Arbeiten  von  Steiner  etwas  zu  wenig  Beachtung 
geschenkt  hat,  wollen  wir  dahin  gestellt  sein  lassen.    Aber  auch 
schon  in    der  trefflichen  Sammlung  geometrischer  Aufga- 
^.    ben  Ton  Meier  Hirsch,  sowohl  im  ersten  planimetrischen,  als 
auch    im    zweiten   stereometrischen  Theile,    wOrde   er  unter  der 
Ueberschrift :     Vom   Maximum  und  Minimum,  in   so  fern 
^    dieser  Gegenstand  zur    Elementar-Geometrie  gehört, 
^    vieles   Treffliche  ffir  seinen  Zweck  gefunden  haben.     Ganz  vor- 
züglich aber  wollen   wir  bei  dieser    Gelegenheit  auf  das  leider 
fast  vergessene,  den  Liebhabern  der  feineren  Geometrie  aber  im 
höchsten  Grade  zu  empfehlende  Werk  von  L'Huilier:    De  re- 
latione    mutua    capacitatis   et    terminorum    figurarum, 
geometrice   considerata.    Vax«.aTiae.    1782.    286  pagg.  in 
\^,  aufmerksam  machen,  vm  ibdAiyUbaU»  der  genannte  scharf- 
sinnige Geometer  auch  eii|||n^^^HMMBMH|^B.ioiner  Pe- 
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lygonomet^ie.  Genöve.  1789.  4^.  anter  der  Ueberschrift: 
Abregä  d'  Isop^rim^trie  ^l^mentaire.  p.  103 — p.  124.  ge- 
liefert hat,  der  einem  Jeden,  dem  das  grössere  Werk  zu  weit 
geht»  vorzdglich  empfohlen  zu  werden  verdient.  L' Hui  her  sagt 
an  diesem  Orte  selbst  von  seinem  grosseren  Werke :  ,,Mon  bot 
principal  dans  la  composition  de  cet  Ouvrage,  ^toit  de  supplöer 
sur  ce  point  aux  cours  ordinaires  d'El^meiis  de  G^oro^trie,  et 
de  d^terminer  dans  chacune  des  classes  de  figores  qu*on  y  traite, 
Celle  qui  jouit  du  Minimum  de  contour  avec  la  ni^nie  capacite,  et 
r^ciproqu^roent  du  maximum  de  capacit^  avec  le  ro^me  contour. 
Mais  ä  ce  but  principal  se  joignit  un  but  secondaire.  Je  voulois 
montrer  la  facilitä  avec  laquelle  les  proc^dös  ^l^mentaires  peuvent 
s'appliquer  ä  la  d^couverte  et  k  la  d^monstration  de  plusieurs  pro- 
propositioos  qu'on  k  coutume  de  traiter  par  les  caiculs  sup<^rieurs^, 
was  ihm  nach  unserer  Meinutig  auch  treflflich  gelungen  ist.  Der 
zweite  algebraische  Theil  der  Schrift  des  Herrn  Mar tus  ist,  wie 
schon  erinnert,  viel  reichhaitiger  als  der  erste,  und  zerfllit  in 
folgende  Unterabtheilungen:  Der  Iste  und  2te  Abschnitt  enthal- 
ten die  algebraische  Behandlung  von  Aufgaben  aus  dem  Gebiete 
der  ebenen  und  körperlichen  Geometrie,  der  2te  Abschnitt  mit  he* 
sonderer  Rücksicht  auf  die  Behandlung  der  Differenz  zweier 
Quadratwurzeln;  der  3te  Abschnitt  enthält  die  Anwendung  trigo- 
nometrischer Functionen,  der  4te  und  5te  betreffen  die  Kegel- 
schnitte und  den  Inhalt  bei  denselben,  der  6te  betrifft  transcen- 
dente  Gleichungen,  der  7te  kubische  Gleichungen,  der  8te  einige 
schwierigere  Aufgaben.  Die  Methode,  nach  welcher  die  Aufgaben 
dieses  zweiten  Theils  behandelt  worden  sind,  stimmt  mit  der  in 
dem  oben  erwähnten  Schellbach*scheo  Buche  angewandten  überein, 
und  ist  schon  in  unserer  Anzeige  dieser  verdienstlichen  Schrift 
etwas  näher  charakterisirt  worden,  insofern  dieselbe  nach  unserer 
Meinung  die  meiste  Aehnlichkeit  mit  der  elementaren  Methode 
von  Format  hat,  so  dass  wir  uns  also  hier  auf  jene  Anzeige 
beziehen  kOnnen.  MOgen  sich  die  Lehrer  an  höheren  Unterrichts- 
anstalten das  Schriftchen  des  Herrn  Mar  tus  zur  Beachtung  em- 
pfohlen sein  lassen. 


Astronomie. 

Publications  de  l'observatoire  d'Ath^nes.  II"**  Se- 
rie,  Tome  I.  —  Beiträge  zur  physikalischen  Geogra- 
phie von  Griechenland  von  J.  F.  Julius  Schmidt,  Di- 
rector  der  Sternwarte  zu  Athen.    I.  Zur  Topographie; 
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HoheobestinmiiiiigeR.  IL  Uel^^r  Bourdon's  Metallba- 
rometer.  IIL  Das  Klima  von  Athen,  nebat  pbänologi- 
schen  Notizen  and  Angaben  fiber  Mazima  und  Minima 
der  Vegetation  in  Attika.    Athen  1861.    KarlWilberg.  4<». 

Auf  dem  classischen  Boden  Griechenlands  besitzt  die  Astro- 
nomie schon  seit  längerer  Zeit  einen  ihr  gewidmeten  Tempel; 
die  Sternwarte  war  aber  nach  kurzer  BlQthe  in  Vergessenheit 
gerathen,  und  ward  nur  durch  die  Munlficenz  ihres  hohen  Pro- 
lectors)  Sr.  Ezcellenz  des  Herrn  Frelherm  Simon^  von  Sina, 
8r.  griechischen  Majestät  ausserordentlichen  (gesandten  und  be- 
vollmächtigten Minister,  so  weit  wiederhergestellt,  dass  sie  ihrer 
Bestimmung  zurfickgegeben  werden  konnte,  woffir  die  Wissen- 
schaft Herrn  Baron  von  Sina  zu  dem  grossten  Danke  verpflich- 
tet ist.  Es  lag  in  der  Absicht  ihres  hohen  Protectors,  dass  bei 
der  Thätigkeit  der  Sternwarte  ausser  den  astronomischen  Arbei- 
ten auch  die  physikalisch -geographischen  Studien  des  Landes 
roCgIichste  Berücksichtigung  finden  sollten.  Im  December  1858 
übernahm  der  durch  treffliche  Arbeiten  schon  hinreichend  be- 
kannte Herr  Julius  Schmidt  die  Direction  der  Sternwarte.  Das 
Gebäude  bedurfte  mehrfacher  Reparaturen  und  Oberhaupt  war  die 
Anstalt  zu  eigentlichen  astronomischen  Arbeiten  noch  nicht  hin- 
reichend ausgerüstet,  so  dass,  um  keiae  Zeit  zu  verlieren,  mit  dem 
rühmlichsten  Eifer  Herr  Schmidt  den  Entscbluss  fasste,  sich 
vorläufig  hauptsächlich  meteorologischen  und  überhaupt  das  Klima 
und  die  Topographie  Attika's  betreffenden  Arbeiten  zu  widmen. 
Erst  im  Frühling  1860  konnten  die  astronomischen  Arbeiten  mit 
Nachdruck  begonnen  werden,  gestatteten  aber,  weil  die  Rechnun- 
gen viel  Zeit  erforderten,  noch  keine  Veröffentlichung.  Deshalb 
entschloss  sich  Herr  S.,  die  „Athenischen  Publicationen'' 
in  zwei  Serien  herauszugeben,  deren  Iste  die  Resultate  der 
astronomischen,  die  2t e  die  Resultate  der  meteorologischen,  to- 
pographischen  u.  s.  w.  Arbeiten  enthalten  soll.  Der  äusserlich 
sehr  schon  ausgestattete  erste  Theil  dieser  zweiten  Serie  liegt 
uns  jetzt  vor,  und  hat  unsere  lebhafteste  Bewunderung  der  vielen 
Leistungen  erweckt,  mit  denen  Herrn  S.  in  verhältnissmässig  so 
kurzer  Zeit  die  Wissenschaft  zu  beschenken  möglich  gewesen  ist 

Das  ganze  304  Seiten  omfassende  Werk  zerftUt  in  drei  Haopt- 
abtbeilungen. 

Die  erste  Abtheilung.  Zur  Topographie  Griechenlands. 
(S.  1—  S.  111.)  enthält  die  über  ganz  Attika  und  die  Inseln  ver- 
breiteten Hubenmessungen^  sämmtiich  mit  der  grossten  Umsicht 
and,  so  weit  es  die  nicht  selten  ungünstigen  Verhältnisse  irgend 
gestatteten,  mit  der  grossten  Genauigkeit  ausgeführt. 
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Dt«  aw^lte  Abtb^ilaag  (8. 113 -S.  144.)  entliilt  einen 
dritten  nnnfahrliehen  Berickt  «ber  Bnordon's  Metallbarometer, 
dessen  8tudiam  Herr  8.  sich  bekanntlich  mit  dem  grussten  Eifer 
gewidmet  hat»  und  bei  dessen  Beurtbeilong  er  als  die  erste  Au- 
torität zu  betrachten  ist*).  Wir  begnOgen  uns  hier  das  Resultat 
dieser  neueren  Uotersnchung  fiber  das  jedenfalls  Beachtung  ver- 
dienende Instrament,  wie  folgt«  ansageben.    Herr  S.  sagt: 

»»Als  Resnltat  der  forlgesetsten  Untersuchungen  über  die  Me* 
tallbarometer  linst  sieh  jetnt  folgendes  nach  meinen  Erfahrungen 
feststellen : 

Bourdon's  IVIetailbarometer,  wenn  sie  wie  A^  und  A^  gut 
gearbeitet  und  mit  einem  Thermometer  versehen  sind,  geben  bei 
Hobenmessungen  völlig  genügende  Resultate,  wenn  die  von  mir 
auseinandergesetzten  **)  Prüfungen  durchgeführt  werden.  Die  Zu- 
verlässigkeit  der  Resultate  findet  so  lange  ungestört  statt,  als  nicht 
ein  heftiger  Stoss  oder  absichtliches  Schrauben  den  Zeiger  aus 
seiner  ursprünglichen  Lage  bringt.  Des  Künstlers  Aufgabe  ist  es, 
darüber  nachzudenken,  wie  den  ursprünglichen  Aenderungen  in  der 
Spannung  der  Kapsel  vorzubeugen  sein  werde^'. 

Kein  Besitzer  eines  Metallbarometers  wird  bei  dessen  Ge- 
branche  künftig  diesen  dritten  Bericht  des  Herrn  8.  entbehren 
können. 

Die  dritte  Abtheilung  (das  Klima  von  Athen  S.  146  — 
S.  304.)  zerfkllt  In  folgende  Cnterabtheilungeo :  Redncirte  meteo- 
rologische Beobachtungen.  Meteorologische  Notizen.  Ueber  die 
Feuchtigkeit  der  Luft.  Vom  Luftdrucke.  Erw&rmung  der  Erde. 
Temperatur  der  Gewässer.  Mazirja  der  Vegetation  in  Attfka; 
und  enthält  des  Wichtigen  und  zugleich  allgemein  Interessanten 
sehr  viel,  der  letzte  Abschnitt  s.  B.  über  denOelbaum,  das  wich- 
tigste Product  Attikas,  und  die  Palmen. 

Wir  halten  dieses  ausgezeichnete  Werk  auch  für  sehr  wich- 
tig für  die  Altertbum:$kunde.  Mag  sich  nicht  mancher  unter  uns, 
namentlich  in  seiner  Jugend,  unter  dem  Ilissos  Gott  weiss  was 
fiQr  einen  grossen  romantischen  Strom  gedacht  haben,  und  wird 
sich  nicht  wenig  wundern,  wenn  er  auf  S. 284.  Folgendes  liest: 
„Der  sogenannte  Fluss  Ilissos  hat  zuweilen  Wasfier,  nur  nicht 
im  Sommer,  denn  alsdann  ist  er  fast  gans  verschwunden  bis  auf 


*)  M.  i.  omieren    autfohrÜcheren  Bericht  ober  Herrn  Schmidt*« 
Leistsngeo  ia  dieser  Besichmift  im  Lite  rar.  Ber.  Nr.  CXHL  S.  19. 
')  If .  •.  deo  Bericht. 


••i 
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•ioe  kleine  and  trfibe  Lache  bei  der  KallMofi*),  wo  das  kQnet- 
licli  vertiefte  Bette  das  zum  Wascbeo  nötliige  Wasaer  aamoMlt. 
Flieast  der  Iliaaoa,  8o  hat  er»  bei  einer  mittleren  Waasertiefe 
▼on  \  bis  1  Zoll,  die  Breite  von  einer  Spanne  bis  zu  einem  Schritt. 
Fällt  starker  Regen »  so  kann  er  merkwürdig»  selbst  bedrohlich 
anschwellen»  nnd  dann  biMet  er  auch»  jährlich  etwa  an  zwei  Ta- 
gen und  von  sehr  ungleicher  Daoer»  einen  kleinen  trüben  Wasser- 
fall bei  der  Kallirho«/' 

Möge  Jeder  von  diesem  mehrfach  interessanten  und  wichtigen 
Werke  selbst  Einsicht  nehmen»  und  möge  Herr  S.  in  seinem  be- 
wundernswerthen  EiCer»  die  Wissenschaft  mit  weiteren  Blitthei- 
lungen  über  jenen  classischen  Boden  zn  bereichem»  nicht  erkalten» 
dabei  auch  in  jeder  Beziehung  die  kräftigste  Unterstützung  finden. 

Gronert 


Vermischte  Schriften. 

Mittbeilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern  aus  dem  Jahre  1860.  Nr. 440-468.  (S.  Literar.  Ber. 
Nr»  CXXVII.  8. 15. »  wo  in  Zeile  15  durch  einen  Druckfehler 
Nr.  424-539  statt  Nr.  424-439  gesetzt  worden  ist). 

M.  Hipp:  Ceber  die  Störungen  der  elektrischen  Telegra- 
phen während  der  Erscheinung  eines  Nordlichts  (mit  einer  Tafel). 
Nr.  444-446.  S.  33. 

G.  Oth:    Ueber  die  Rauchringe.    Nr.  444— 446.  S.37. 

Wild:  Ueber  die  Bestimmung  der  Lufttemperatur.  Nr.  450 
— 454.  S.  91.  (Dieser  Aufsatz  enthält  viele  auf  sorgfältige  Unter- 
suchungen gestützte,  Hir  den  Gebrauch  des  Thermometers  und 
andere  meteorologische  Instrumente  wichtige  und  lehrreiche  Be- 
merUbngen ,  namentlich  auch  unter  Nr.  U.  fiber  die  Aufstellung 
der  Thermometer  auf  den  meteorologischen  Stationen»  weshalb 
wir  auf  denselben  besonders  aufmerksam  machen). 

Or.  Georg  Sidler:  Ueber  einige»  astronomische  Erschei- 
nungen des  Jahres  1860.  Nr.  455 -45a  Sk  140.  (Neu  entdeckte 
Planeten.     Die  Cometen  des  Jahres  1860.    Die  totale  Sonnenfin- 


*)  Eine  Quelle  iu  llUsu«,  die  aae  einem  Feleen  qoiüt,  wo  man  midi 
die  Anlagen  der  PieintraCiden  nnd  die  Wneeerleltnngea  der  folgenden 
Jahrhunderte  mu  erkennen  glanbt. 
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sterniss  vom  18.  Juli,  worin  eine  kurze  Relation  über  die  von 
verschiedenen  Beobachtern  in  Spanien  angestellten  Beobachtun- 
gen gegeben  und  mit  den  Worten  geschlossen  wird:  „Die  Beob- 
achtungsergebnisse der  Finsterniss  von  1860  schei- 
nen eher  für  eine  pliyslBClie  Existenz  dieser  Gebilde^ 
—  (nämlich  der  Protuberanzen  u.  s.  w.)  —  »^auf  dem  Sonnen- 
korper  zu  sprechen''  nftmlieb  gegenüber  denen,  welche  die- 
selben gern  zu  blossen  optischen  Erscheinungen  machen  mochten, 
worin  wir  Herrn  Sidler  vollkommen  beistimmen. 

H.  Schiff:  Historisch  •  kritische  Darstellung  der  Säuren theorie. 
Nr.  464 — 467.  S.  193.  (In  chemischer  Rücksicht  von  allgemeinera 
Interesse,  weshalb  wir  den  Aufsatz  hier  anßihren). 

Wild:  Bericht  über  die  Einrichtung  meteorologischer  Sta- 
tionen in  den  Kantonen  Bern  und  Solothurn.  Nr.  468.  S.  225. 
(Die  Stationen  sind:  Bern,  Saanen,  Interlaken,  St.  Beatenberg, 
Grimsely  Faulhorn  und  Wasen  bei  Sumiswald.  Der  Bericht  ent- 
hält viele  sehr  einsichtige  praktische  Bemerkungen  über  Aufstel- 
lung der  Instrumente,  über  die  Einrichtung  solcher  Stationen  Ober- 
haupt u.  s.  w.;  alle  getroffenen  Einrichtungen  und  den  Beobachtern 
gegebenen  Instructionen  zeichnen  sich,  wie  es  uns  scheint,  anter 
Berücksichtigung  der  zur  Disposition  stehenden  Mittel,  durch  be- 
sondere Einfachheit  und  Zweckmässigkeit  aus,  und  verdienen 
Nachahmung). 

Koch:  Meteorologische  Beobachtungen  von  Burgdorf  und 
Saaoen  (Juni  bis  October  1859),  Burgdorf  (November  1858  ~  März 
1859),  Saanen  und  Bern  (November  1858  —  Juni  1860). 

Sitzungsberichte  der  konigl.  Bayer.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  München  (vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIV. 
S.  9.). 

1861.  I.  Heft  Hl.  Dieses  Heft  enthält  keine  zur  Mathema- 
tik  und  Physik  gehurende  Aufsätze,  aber  eine  in  allgenteiner 
naturwissenschaftlicher  Rücksicht  sehr  interessante  grossere  Ab- 
handlung, auf  die  wir  alle  Lehrer,  die  in  der  Naturgeschichte  zu 
unterrichten  haben,  recht  dringend  aufmerksam  machen,  nämlich: 

A.  Wagner:  Zur  Feststellung  des  Artbegriffs,  mit  beson- 
derer Bezugnahme  auf  die  Ansichten  von  Nathusius,  Darwin,  Is. 
Geoffroy  und  Agassiz.    S.  316—358. 

Die  Abhandlung  ist  selbst  ohne  viele  specielle  naturhistorische 
Kenntnbse  sehr  wohl  verständlich,  und  deshalb  auch  dem  unter- 
zeichneten  Herausgeber  sehr  Interessant  und  lehrreich  gewesen. 

G. 
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Sitsangsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
WieseDschaften  in  Wien  (Vg.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIII.  8. 6.). 

Band  XLII.   1860. 

Nr.  28.  Oieee  Nummer  enthält  nur  naturhlstöri^die  Abhand- 
lungen. 

Band  XLIII.    Zweite  Abtheilung. 

Von  diesem  Bande  an  erhalten  die  wichtigen  Wiener  Sitzungs- 
berichte eine  neue  Einrichtung,  indem  die  Berichte  der  niathema« 
tisch- naturwissenechaftlichenKlaaae  in  zwei  Abtheiiungen  erschei- 
nen» deren  sweite  Abtheilung 

die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Mathe- 
matik,  Physik,  Physiologie»  Meteorologie,  phy- 
sischen Geographie  und  Astronomie 

enAftlt,  jedenfalls  eine  sehr  zweckmässige  Einrichtung»  die  auch 
ans  erlaubt,  uns  von  jetzt  an  auf  die  Anzeige  dieser  zweiten  Ab« 
tireilung  zu  beschränken»  weil  dieselbe  vorzugsweise  alle  diejeni« 
gen  Wissenschaften  enthält»  die  in  den  Kreitf  «nserer  Zeitschrift 
gebdren.  Wir  bemerken  dies  hier  ein  für  alle  Mal»  und  freuen 
cns^  sehr,  dass  die^  Wiener  Akademie  auch  bei  dieser  Einrichtung 
das  fGr  unsere  jetzige  Zeit  Im  Allgemeinen  so  überaus  wichtige 
Princip  der  Theilung  der  Arbeit  befolgt  und  In  Anwendung 
gebracht  hat. 

Jänner  1861.  Aus  einem  Schreiben  des  Österreichischen  Rei- 
senden Herrn  Hauptmanns  Karl  Friesach  an  Herrn  Director 
Kreil.  8.7.  (Enthält  Hdhenmessungen  und  magnetische  Bestim- 
mungen in  Südamerika).  —  Reitlinger:  Ueber  die  Schichtung 
des  elektrischen  Lichts.  S.  15.  Vorläufige  Notiz  über  Lichten- 
berg'sche  Figuren  in  yerschiedenen  Gasen.  —  Knochenhaner: 
Ueber  den  Gebrauch  A^^  Lußthermometers.  S.  27.  —  Fflsch: 
Resultate  mehijähriger  Beobachtungen  über  die  Belaubung  und 
Entlaubung  der  Bäume  und  Sttäucher  im  Wiener  botanischen  Gar- 
ten. (Mit  1  Tafel).  S.  81.  —  Kreil :  Ueber  die  täglichen  Schwan- 
kungen des  Luftdrucks.  S.  121.  —  Czermak:  Zur  nbjectiven 
Erklärung  einiger  sogenannten  subjectiven  Gesichtserscheinungen. 
S.  163.  —  Brücke:  Ueber  Metallglanz.  S.  177.  —  v.  Littrow: 
Physische  Zusammenkunft  der  Asteroiden  im  Jahre  186L  S.  193. 
—  Weiss:  Ueber  die  Abhängigkeit  der  Liniendistansen  im 
Spectrum  des  Gases  der  Untersalpetersäure  von  der  Dicke  der 
durchlaufenen  Schicht.  S.  208.  —  Mach:  Ueber  das  Sehen  von 
Lagen  und  Winkeln  durch  die  Bewegung  des  Auges.  Ein  Bei- 
trag zuf  Psyebepbystk.    S.  315. 

1  •♦ 
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Sitzungsberichte  der  kSoigl.  bohmischeo  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  4n  Prag.  Jahrgang  186L 
Janaar-Juni.    Vgl,  Literar.  Br.  Nr.  CXLII.  S.  9. 

S.  17.  Herr  Pierre  sprach:  Ceber  den  Leitungswi- 
derstand tropfbar  flüssiger  Leiter.  Zu  diesen  Untersu- 
chungen war  Herr  Pierre  einen  Rheostaten  von  grodsen 
Widerstände  zu  construiren  genothigt,  welcher  zwaricurz,  aber 
mit  hiureichender  Deutlichkeit  beschrieben  wird.  Mehrere  bemer- 
kenswerthe  Resultate  haben  sich  aus  diesen  Untersuchungen  es- 
geben,  wegen  welcher  wir  auf  den  Aufsatz  selbst  verweisen  mus- 
sen«  und  als  eins  der  beraerkenswerthesten  nur  anführen  wollen: 
dass  bei  verdünnter  Schwefelsäure  der  Leitungswiderstand  von 
verschiedener  Grösse  gefunden  wurde,  jenachdem  die  ein-  oder 
ausgeschaltete  Schicht  an  der  Anode  oder  Kathode  sich  befand, 
und  zwar  fand  man  den  Leitungswiderstand  in  dem  an  die  Ka- 
thode angränzenden  Theile  der  Flüssigkeit  grosser  als  in  dem  an 
die  Anode  gränzenden.  —  Wird  bei  Anwendung  derselben  Strom- 
quelle (einer  DanieFschen  Batterie  von  zwei  Elementen)  die  Strom- 
stärke durch  Verminderung  des  Gesammtwiderstandes  vergrOssert, 
so  wächst  auch  der  Unterschied  zwischen  beiden  vorerwähnten 
Widerständen.  —  S.  29.  Herr  Weiten  weher  verlas  eine  brief- 
liche Mittheilung  des  Herrn  P.  Zulauf  in  Saaz  über  ein  von 
ihm  dort  beobachtetes  Licbtphänomen.  — S.  35.  Eferr 
Pierre:  Beschreibung  einer  nach  seiner  Angabe  con- 
struirten  Longitudinal-Wellenmaschine.  —  S.37.  Herr 
Karlinski:  Resultate  aus  den  magnetischen  Declina- 
tionsbeobachtuogen  in  Krakau.  —  S.  60.  Herr  Dr.  No- 
wak: Meteorologische  Studie  über  gewisse  Schlamm- 
steilen  in  grossen  Höhen  mehrfach  interessant,  (mit Rucksicht 
auf  Alezander  v.  Humboldt).  —  S.  90.  Herr  Nowak:  Kriti- 
scher Commentar  zu  zwei  Kapiteln  aus  Arago*s  nach- 
gelassenen Werken  über  das  Gewitter,  und  Scblass- 
folgerungen. 


Programma 

deir  Accademia  delle  scienze  dell'  Istituto  di  Bologna  pel  con- 
corso  al  premio  Aldini  sul  Galvanismo  per  1*  anno  1862. 

I  muscoli  ed  i  nervi  .della  rana  sono  sedi  di  correnti  elettricbe, 
le  quali   diedero  materia  a  due  stupende  Dissertazioni,  premiate 
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da  queat'  Accademia,  ed  elaborate  dal  chmi  Professori  Crime III 
e  Ciroa  per  rispondere  a  dae  temi  proposti  pe'  eoDcorei  alpremio 
Aldlal.  Stande  masaimameDte  ad  uoa  reeentlssima  Pubblicazlone 
del  Sig.  Budge,  Profeseore  nell'  Uoiversitä  dl  Grelfsfrald,  ö 
sede  dl  eorreete  ellettrica  nella  raea  anche  la  pelle.  L'Accademla 
che  ha  seropre  cercato  dl  conoecere  ben  chiaro  ed  appurato  quanto 
erasi  ecoperto  lo  fatto  d'elettrlcitä  in  qaell'  animale,  non  puö  noD 
cercar  dl  coqoecere  eziandio  quanto  ö  stato  dipoi  sIdo  ad  ora 
scoperto  intorao  al  medeslmo,  e  perclö  anche  qaanto  puö  esser 
riferlblle  all'  ultima  memorata  corrente.    Propone  qnlndl  11  seguente 

Q  Q  e  s  I  t  o 

1®.  £saminare  ed  esporre  clö  che  dal  fislcl  e  dal  fiaiologi  e 
stato  trovato  dl  rllevante  iotorno  alle  correnti  muscolari,  nervee 
e  di  contrazione  della  rana  dopo  le  aopraccennate  DIssertazIonI 
del  Professorl  Grlmelli  e  Clma:  e  aopratutto  la  vera  Impor« 
tanza  dello  stato  elettro-tonico  del  nervi,  assal  graode  secondo 
le  diligeoti  ricerche  del  Sig.  PflQger,  e  pressochö  nulla  giusta 
il  parere  del  eopradetto  Sig.  Budge:  e 

2^.  Indagare  con  precise  e  concludentl  esperlenze  se  vera- 
mente  nella  pelle  della  raoa  sl  manifeati  una  corrente  elettrica :  e« 
nel  caso  affermativo,  quali  aleno  le  leggl  dl  qoesta  corrente:  se 
debbasi  o  no  riguardare  come  fenomeno  fislologico:  e  se  abbia 
venina  attinenza  coUe  altre  correnti. 

Desidera  l'Accademia,  che  dal  fattl  relativl  alla  rana  non  sl 
scompagnino  I  fattl  analoghl  talora  notl  riguardo  agil  altrl  animall, 
ma  che  vengano  anch*  essl  riferitl  e  discussl,  rlunendo  cosi  In  un 
tatto  solo  quanto  9  In  relazione  all'  oggetto  In  discorso,  ö  ben  co- 
nosciuto  finora  circa  all'  economia  animale. 

Sl  retribulrä  un  premio  dl  11  re  italiane  mllle  all'  Autore 
dello  scritto  che,  colle  suddette  ay?ertenze  e  condizloni,  presenti, 
a  gindizio  dell'  Accademla,  la  migllor  soluzlone  del  proposto  tema. 

LeMemorie  per  questo  Concorso  dovraono  peryenire  franche 
a  Bologna  entro  II  mese  di  Dicembre  milleottocentosessantadne 
con  questo  preciso  Indirizzo  =  AI  Segretario  dell'  Accademla  delle 
Scienze  dell'  Istituto  dl  Bologna  =:  un  tale  termine  ö  di  rigore, 
e  perciö  non  sarebber  ricevute  pel  Concorso  le  Memorie  che 
glongessero  al-l'Accademla»  spirato  1'  ultimo  di  dell'  Indicato  mese. 
Dovranno  essere  scritte  o  in  itallano,  o  In  latlno,  o  In  francese, 
e  In  caratteri  facllmente  leggiblll.     L'Accademla  richiede  la  mag- 
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giore  esotfoiaa  nelle  citazioni  di  Opere  stampate,  e  la  aag^ 
glore  sraiteDticitik  ne'  docnnMiiti  in  iscritta»  Ae  agii  Aat4Mt  tonn 
di  meuibocfe  m  prora,  o  coniorto  di  loro  aaserzioni«  Ciaacaa 
eoncorreiite  iovrk  contrasMgnare  con  nn'  epigrafo  qoalsiasi  la 
sua  Memoria«  ed  accompagDare  qneata  d*  uaa  acheda  soggellala, 
la  quäle  raeehiada  il  oome»  cogaone  ed  indirizzo  dl  loi,  ed  abbia 
lipatnta  air  ealerno  la  predetta  epigrafe.  I  concorrenti  airraoae 
tutta  la  cara  di  bcb  faral  conoseere;  poidid  quegli,  che  per  qaalebe 
eapreselone  della  aaa  Meaioria,  o  in  qualaivoglia  altra  maoiera  ä 
fJAceaaer  canoseere»  Terrebbe  esolaao  datl  Concorao.  Spiralo  il  a»- 
pradetto  termioe,  e  succeduto  il  giudizio  delle  Memoria  dl  Con- 
corao,  secondo  Y  analoge  Regolameato  dell'  Accaderoia,  vern 
aperta  la  aola  scheda  della  Memoria  meritevole  del  Premio,  e  de! 
premiato  ai  pubbticherä  toato  il  nome. 

Bologna  dalla  Realdenza  deir  btitnto  il  di  23  Giagoa  186L 

IL  F.  F.  di  Preaidente 
Prof.  CaT*  GioFanoi  Battista  Fab4iri. 

II  Segretario 
Dott.  Domenico  Piani. 
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Literarischer  Bericht 

CXLVI. 


N  e  c  r  0 1 0  g. 

Den  folgenden,  von  dem  Verein  deutscher  Ingenieure 
aas  Berlin  mir  zugesandten  Necrolog  eines  mehrfach  Terdienten 
L^rers  und  Schriftstellers  lasse  ich  gern  in  diesen  Literarischen 
Berichten  abdrucken.  Orunert. 

Am  15.  Februar  1861  starb  zu  Bunzlan  der  ehemalige  Lehre? 
am  Kunigl.  Gewerbe -Institut 

Professor  Ferdlliaild  Wolff 

im  58.  Lebensjahre.  Während  25  Jahren  lehrte  er  an  dieser  An- 
stalt, wo  viele  der  Mitglieder  unseres  Vereins  seine  Vorträge 
gehSrt  haben. 

Die  folgenden  Notizen ,  die  wir  über  das  Leben  unseres  ver- 
ewigten Lehrers  hier  vorlegen,  sind  hauptsächlich  aus  einer  Mit- 
theilung geschopfl,  mit  welcher  uns  die  Frau  Professorin  Wolff 
auf  unsere  Bitte  erfreuet  hat. 

Carl  Ferdinand  Leberecht  Wolff  wurde  am  3.  Mai  1803 
zu  Berlin  geboren.  Seinen  Vater ,  welcher  Beamter  war,  verlor  er 
frGh;  auch  seine  Mutter  starb,  als  er  noch  ein  Kind  war.  Eine 
Freundin  der  Mutter  leitete  seine  Erziehung.  Als  Knabe  zeigte 
er  viel  Neigung  und  Talent  zur  Musik ;  er  entschloss  sich  Musiker 
zu  werden,  betrieb  das  Studium  der  Musik  mit  grossem  Eifer  und 
arbeitete  darauf  hin,  später  in  die  Königl.  Kapelle  einzutreten. 
Diesen  Plan  verfolgte  er  bis  zum  18.  Lebensjahre ;  da  trat  ein  ent- 
scheidender Wendepunkt  ein;  er  machte  die  Bekanntschaft  eines 
jungen  Mathematikers,  von  dem  er  in  die  Elemente  der  Mathe- 
matik eingeffihrt  und  ffir  diese  Wissenschaft  begeistert  wurde. 

ThU  XXXVII.  Hft.  2.  2 


2  Uter arischer  Bericht  CXL\I. 

Seines  Berufes  sich  bald  klar  werdend,  wendete  Wolff  den 
mathematischen  Disciplinen  sich  dann  gänzlich  zu;  er  horte  die 
Vorlesungen  des  Prof.  Lehmus»  erwarb  sich  aber  als  Autodidakt 
spater  den  grossen  Schatz  seiner  Kenntnisse.  Mit  welchem  Eifer 
und  wie  grossem  Erfolge  er  seine  Studien  betrieb,  geht  am  sicher- 
sten daraus  hervor ,  dass  er  schon  am  1.  October  1826,  also  im 
jugendlichen  Alter  von  23  Jahren ,  als  Lehrer  der  Mathematik  an 
das  1822  gegründete  Kunigl.  Gewerbe -Institut  berufen  wurde. 

Wolff's  literarische  Thätigkeit  beginnt  1830,  er  bear- 
beitete ein  Lehrbuch  der  Arithmetik,  das  unter  dem  Titel  „theo- 
retisch-praktische Zahlenlehre''  im  Selbstverlage  des  Verfassers 
erschien.  Das  Werk  erlebte  bis  1856  4  Auflagen.  Ein  Lebibuch 
der  Geometrie  erschien  1833,  die  7.  Auflage  wurde  1860  gedruckt. 
Der  zweite  Theil  seiner  Zahlenlehre  erschien  1833  im  Selbstver- 
lage, die  3.  Auflage  davon  1856.  Der  zweite  Theil  der  Geometrie 
(Stereometrie)  kam  J833  im  Selbstverlage  heraus,  die  4.  Auflage 
erschien  1853.  Der  dritte  Theil  der  Geometrie  (analytische  Geo- 
metrie) hatte  von  1833  bis  1845  nur  2  Auflagen.  Sein  Lehrbuch  der 
beschreibenden  Geometrie  war  eine  der  ersten  Bearbeitungen  dieses 
Gegenstandes,  die  in  Deutschland  gedruckt  wurden;  es  erschien 
3833,  die  zweite  Auflage  des  ganzen  Werkes  1847 ;  an  der  dritten 
Auflage  hat  Wolff  noch  kurz  vor  seinem  Tode  gearbeitet,  er  hat 
das  Erscheinen  seines  Werkes  nicht  mehr  erlebt.  Ausser  jenen 
Lehrbuchern  schrieb  er  eine  kleine  Brochüre  ober  Geldverlegen- 
heiten und  deren  Abhülfe  1846. 

Die  Wolff  sehen  LehrbCicher  gehören  zu  den  verbreitetsten 
Schriften  auf  ihrem  Gebiete,  die  Klarheit  der  Sprache  und  Pr§- 
cision  der  Darstellung  sind  im  weitesten  Kreise  ruhmlichst  aner- 
kannt;  sie  haben  ihren  Ruf  wohl  verdient. 

Am  19.  November  1835  wurde  Wolff  zum  Kunigl.  Professor 
am  Gewerbe-Institut  ernannt,  den  1.  Juli  1851  etatsmässig  angestellt. 

Wolff,  durch  seine  Thätigkeit  als  Lehrer  und  Schriftsteller 
zwar  vielfach  in  Anspruch  genommen,  beschäftigte  sich  nicht  allein 
mit  den  mathematischen  Disciplinen,  er  studirte  eifrig  alte  und 
neuere  Sprachen  und  beschäftigte  sich  mit  grosser  Vorliebe  mit 
der  Philosophie,  besonders  aber  mit  den  Naturwissenschaften ;  die 
Mathematik  war  ihm,  wie  er  oft  vom  Katheder  sagte,  auch  eine 
Naturwissenschaft,  die  mathematischen  Wahrheiten  seien  auch  Natur- 
gesetze, und  das  auf  diesem  Gebiete  als  wahr  und  nothwendig  Er- 
kannte erschien  ihm  wie  ein  aus  Versuchen  abstrabirtes  Naturgesetz; 

Wolff  sah  gern  jQngere  Leute  um  sich,  plauderte  mit  ihnen 
bei  seinen  Spaziergängen  in  dem  schdnen  schattigen  Garten,  der 
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an  seine  Wobnang  anstiess»  wobei  er  jedocb  ein  Gespräcb  über 
matbematiscbe  Gegenstände  vermied* 

Wolffa  Thätigkeit  begann  zu  einer  Zeit,  wo  die  Technik 
aiimälig  in  ein  neues  Stadium  ihrer  Entwickelung  getreten  war, 
^o  Beuth's  segensreicher  Einiluss  fOhlbar  wurde.  Man  hatte  die 
Bedeutung  einzehier  Wissenschaften  für  die  Technik  erfahren  und 
damit  die  Nothwendigkeit  der  wissenschaftlichen  gründlichen  Durch- 
bildung des  Technikers  erkannt.  Wo! ff  hatte  es  sich  zur  Auf- 
gabe gestellt,  die  mathematischen  Wissenschaften  dem  Techniker 
bequem  zugänglich  und  für  ihn  fruchtbar  zu  machen ;  der  Schritt  von 
der  Erkenntniss  zur  Anwendung  der  gewonnenen  Wahrheiten  sollte 
nach  ihm  ein  milglichst  kleiner  werden.  Von  diesem  Grundsatze 
ging  er  bei  der  Verfassung  seiner  Lehrbücher  aus;  er  behandelt 
sein  Thema  gründlich  und  erschöpfend ;  aber  er  weiss  auck  durch 
geschickt  gestellte  Uebungsaufgaben  die  Anwendbarkeit  der  Lehr- 
sätze iiSr  Fälle  der  Praxis  nutzbar  zu  machen  und  seine  Leser  in 
dieser  Richtung  anzuregen. 

Wolffs  Vortrag  war  ein  Spiegelbild  seiner  Schriften;  bewun- 
dernswerth  war  die  durchsichtige  Klarheit  in  der  Behandlung  sei- 
nes Gegenstandes;  er  wusste  mit  grosser  Schärfe  und  Präcision 
Alles  darzustellen,  wusste  die  Sachen  so  geistvoll,  wie  einfach, 
wiederzugeben  und  dadurch  sehr  viele  Dinge  ihrer  Schwierigkeiten 
zu  entkleiden.    Dabei  war  seine  Methode  streng  wissenschaftlich. 

Um  Lehrer  für  Techniker  zu  sein,  meinte  Wolff,  müsse  man 
auch  mit  den  technischen  Arbeiten  etwas  vertraut  s^in ;  er  erlernte 
deshalb  sechs  Handwerke,  arbeitete  viel  in  der  Werkstatt  des 
Gewerbe-Instituts  und  fertigte  manche  sauber  gearbeitete  Gegen- 
stände, welche  seine  Familie  als  werthes  Andenken  jetzt  aufbewahrt. 
Im  Jahre  1837  erhielt  er  vom  Institut  eine  Drehbank  zum  Geschenk. 

Die  angestrengte  geistige  Thätigkeit  hatte  bald  einen  mäch- 
tigen nachtheiligen  Einiluss  auf  seinen  Körper,  er  gönnte  sich 
zwar  in  den  Ferien  Erholung,  WeBs  dann  die  Mathematik  auf  sich 
beruhen 9  dichtete  und  componirte ;  die  Musik,  welche  ihn  als  Knabe 
schon  erfreute,  gewährte  ihm  noch  Genuss  in  den  letzten  Lebens- 
jahren. Während  der  Ferienzeit  wohnte  er  häuflg  in  dem  schif- 
nen  Ilsenburg  am  Harze,  wo  er  sich  am  glücklichsten  föhlte.  Früh- 
zeitig stellten  sich  bei  ihm  Leiden  ein,  die  sein  geistiges  und 
körperliches  Leben  drückten  und  ihn  nur  auf  kurze  Zeit  verlies- 
sen,  wenn  er  allen  geistigen  Arbeiten  entsagte. 

Von  Ilsenburg  aus  hat  mancher  seiner  Zuhörer  eines  Briefes 
sich  zu  erfreuen  gehabt,  er  kannte  seine  Schüler  und  nahm  viel 
Theil  an  ihnen,  verlangte  aber,  da  er  selbst  so  viel  geleistet,  dass 
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auch  Andere  mit  aller  Energie  arbeiteten,  und  so  kam  es  ^nm, 
dass  er  zuweilen  beiden  cursorischen  Repetitionen  streng  Terfnbr; 
glaubte  er  dann  aber  Jemand  wehe  gethan  zu  haben,  so  bat  er 
das  mehrfach  durch  ein  paar  liebevolle  Zeilen  wieder  gut  gemacbt. 
Die  Herbstferien  1852  hatte  Wolf f  in  Ilmenau  verlebt;  er  erkrankte 
zu  Ende  derselben  und  konnte  mit  dem  Beginne  des  Seroesters 
nicht  in  Berlin  sein,  er  wurde  bis  zum  März  durch  Prof.  Rober 
vertreten.  Da  seine  Krankheit  nicht  gehoben  war.  Obernahm  hierauf 
Prof.  Schellbach  seinen  Unterricht  auf  mehrere  Monate.  Lei- 
der nahm  sein  Uebel  so  überhand,  dass  er  vorläuGg  jeder  geisti- 
gen Thätigkeit  entsagen  musste  und  zunächst  nicht  daran  denket 
konnte,  wieder  zu  dociren. 

Im  Jahre  1854  den  1.  Jpli  wurde  er  in  den  Ruhestand  versetzt; 
er  zog  nach  Schleusingen  i^n  Thüringen,  verlebte  dort  vier  Jahre 
und  gab  die  Hoffnung  nicht  auf,  dass  seine  Gesundheit  sich  retabli- 
ren  und  er  wieder  eine  Thätigkeit  als  Lehrer  aufnehmen  können 
würde.  Leider  ist  ihm  dieser  Wunsch  versagt  worden,  er  hat 
sogar  seine  literarische  Thätigkeit  aufgeben  müssen.  Manches, 
was  er  sich  noch  vorgenommen  hatte  zu  bearbeiten,  so  ein  Werk 
über  Mechanik,  das  ihm  lange  vorschwebte,  ist  nicht  zur  Aus- 
führung gekommen. 

In  den  letzten  drei  Jahren  seines  Lebens  wohnte  er  in  Buna- 
lau,  eine  langwierige  Dnterleibskrankheit  hatte  seine  Lebeoskraft 
schon  längst  geschwächt;  er  verstarb  am  15.  Februar  1861,  be- 
trauert von  seiner  Frau  und  seinen  drei  Kindern,  so  wie  Allen, 
welche  ihm  näher  gestanden  haben.  W. 


Mechanik. 

Elementi  di  Meccanica  razionale  con  appendiee  sul 
principii  fondamentali  delle  Matematiche  di  Domenico 
Chelini,  delle  Scuole  Pie,  Professore  nell'  Univer- 
sitä  di  Bologna.  Bologna,  Giuseppe  Legnani  Editore. 
1860.    8<>. 

Je  weniger  dieses  im  vorigen  Jahre  erschienene  «nsgezeicb- 
nete  Werk  eines  der  scharfsinnigsten  italienischen  Hathematiksr 
bis  jetzt  in  Deutschland  bekannt  sein  durfte:  desto  mehr  haken 
wir  uns  für  verpflichtet,  demselben  in  unseren  Literariscben  Be- 
richten eine  etwas  ausfährlichere  Anzeige  zu  widmen. 

Der  eigenlKcb  mechanische  Theil  besteht  na^  einer  korzan 
Entwickelung  der  wichtigsten  allgemeinen  Grundbegriffe  aas  <farei 
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Bflchern.  Das  erste  Buch  enthält  die  Statik,  das  zweite 
Buch  die  eigentliche  Dynamik  ond  das  dritte  Buch  ist  der 
Mechanik  der  flQssigen  Kurper  gewidmet. 

In  der  Statik  f|;eht  der  Herr  Verfasser  von  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  aus  und  beweist  dasselbe  im  Ganzen  nach 
Duhamel  9  die  Behandlung  der  apf  einen  Punkt  wirkenden 
Kräfte  ist  aber  eine  in  mehrfacher  Beziehung  ihm  eigen thOmliche, 
wobei  er  öfteren  Gebrauch  von  den  in  dem  rein  mathemati- 
schen Anhange,  den  wir  nachher  weiter  besprechen  werden, 
entwickelten  Sätzen  macht.  Hieran  schliesst  sich  die  Theorie 
der  parallelen  Kräfle  mit  interessanten  Bemerkungen  über  das 
Centram  solcher  Kräfte,  worauf  dann  eine  elegante  Theorie 
der  TransforAiation  und  Zusammensetzung  der  Kräftepaare  folgt, 
die  wir,  eben  so  wie  die  nun  folgende  Theorie  der  an  einem 
starren  Systeme  wirkenden  Kräfte,  besonders  zur  Beachtung 
empfehlen.  Hauptsächlich  empfehlen  wir  aber  unseren  Lesern 
auch  die  Theorie  des  Gleichgewichts  veränderlicher  Systeme, 
insbesondere  des  Gleichgewichts  eines  Punktes  auf  einer  Fläche, 
der  Seilpolygone  und  Seiicurven,  der  Kettenlinie  als  eines  beson- 
deren Falls  hievon,  der  Gleichgewichtsgestalt  der  Rotalions- 
üächen  mit  Anwendungen  auf  Gewölbe  o.  s.  w.,  der  elastischen 
Linie  u.  s.  w«,  wobei  wir  bemerken»  dass,  wenn  wir  uns  hier  auch 
der  Kürze  wegen  zur  allgemeinen  Bezeichnung  der  betreffenden 
Gegenstände  der  vorhergehenden  specielleren  Ausdrücke  bedient 
haben,  allen  diesen  Dingen  doch  eine  sehr  allgemeine  Behand- 
lung za  Theil  geworden  ist.  Den  Beschluss  der  Statik  macht 
eine  allgemeine  und  sehr  vollständige  Behandlung  der  Lehre  vom 
Schwerpunkte  mit  einer  grossen  Anzahl  interessanter  Anwendungen. 

Die  Dynamik  zerflUlt  io  drei  Hauptabschnitte,  nämlich:  Be- 
wegung eines  Punktes^  Bewegung  eines  Systems  und 
Allgemeine  Mechanik,  d.  h.  die  allgemeinsten  Principien  der 
Statik  und  Dynamik.  Wie  gewöhnlich  unterscheidet  der  erste 
Abschnitt  freie  geradlinige  und  freie  krummlinige  Be We- 
isung» und  Bewegung  auf  einer  Curve  und  einer  Fläche. 
Der  «weite  Abschniit  handelt  zuerst  im  Allgemeinen  von  den  Prin- 
cipien, durch  welche  die  Verbindung  zwischen  der  Statik  und 
Dynaaiik  hergestellt  wird,  woran  sich  die  Theorie  der  Rotation 
um  eine  Axe  und  eine  sehr  instructive  Theorie  der  Trägheits- 
momente anschliesst,  so  wie  die  weitere  Ausführung  der  Theorie 
der  drehenden  Bewegung  mit  vielen  dem  Herrn  Verfasser  eigen- 
thümlichen  Darstellungen ,  die  Theorie  des  Stosses,  die  Theorie  der 
relativen  Bewegung  mit  Anwendungen  auf  den  FaU  der  Körper  und  die 
Anwendung  des  Pendels  als  Beweismittel  üBr  die  Rotation  der  Erde. 
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Der  dritte,  die  allgemeinsten  Principien  der  Mecha« 
nik  betreffende  Abschnitt  ist  für  uns  von  ganz  besonderem  In- 
teresse gewesen 9  und  wir  unterlassen  nicht,  denselben  der  Beack- 
tung  unserer  Leser  ganz  besonders  zu  enipfeblen,  da  dieselbe 
sich  überzeugt  halten  können,  in  demselben  eine  sehr  schone 
Darstellung  jener  allgemeinsten  Principien  der  Mechanik  zu  finden. 
Den  Anfang  macht  natürlich  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, mit  einigen  specielleren  Anwendungen  auf  deo 
Hebel,  die  Schraube  und  die  Ableitung  der  allgemeinsten  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  aus  dem  genannten  Princip  für 
starre  und  biegsame  Systeme.  Ferner  werden  aus  demselben  die 
allgemeinsten  Eigenschaften  eines  in  Bewegung  befmdlichen  Systems 
abgeleitet,  die  dynamischen  Differentialgleichungen  von  Lagrange 
und  Hamilton  bewiesen  und  noch  eine  andere  Form  dieser  Glei- 
chungen  betrachtet.  Hierauf  wendet  sich  der  Herr  Verfasser  za 
den  Principien  der  lebendigen  Kräfte  und  der  kleinsten  Wirkung 
mit  deren  Anwendungen.  Eine  sehr  lehrreiche  allgemeine  Anlei- 
tung zur  Berechnung  des  Effects  einer  Maschine  macht  den  Be- 
schluss  dieses  dritten  Hauptabschnitts  der  Dynamik. 

.  Die  Mechanik  der  flüssigen  Körper  zerföllt  in  Hydro- 
statik und  Hydrodynamik,  in  Bezug  auf  tropfbar  und  aus- 
dehnsam  flüssige  Körper,  mit  vielfachen  Anwendungen»  unter 
denen  natürlich  auch  das  Höhenmessen  mit  dem  Barometer  nicht 
fehlt.  Alles  aber  natürlich  aus  allgemeinen  analjrtischen  Grund- 
gleichungen abgeleitet. 

Wir  sind  durch  die  Natur  dieser  literarischen  Berichte  genöthigt 
gewesen,  uns  auf  die  obige  Angabe  des  Inhalts  nach  seinen  Haupt* 
theilen  zu  beschränken.  Unser  Urtheil  im  Allgemeinen  stehen  wir 
nicht  an,  dahin  auszusprechen,  dass  dieses  Werk  ganz  den  neue- 
ren Fortschritten  der  Mechanik  entspricht,  und  sich  namentlich, 
wie  es  der  jetzige  Charakter  dieser  so  überaus  schönen  Wissen» 
Schaft  fordert,  durch  grosse  Allgemeinheit  auszeichnet,  dabei  aber 
nie  unterlässt,  die  Anwendung  der  allgemeinen  Principien  an  Bei- 
spielen, ja  selbst  deren  Bedeutung  für  die  Praxis  zu  zeigen.  Was 
die  Darstellung  betrifft,  so  zeichnet  sich  dieselbe  durch  Einfach- 
heit und  eine  in  vielen  Beziehungen  sehr  geschickte  Verbindung 
geometrischer  und  analytischer  Betrachtungen  aus,  wenn  auch 
natürlich,  wie  dies  der  gegenwärtige  Zustand  der  Wissenschaft 
unbedingt  fordert,  das  analytische  Element  fiberall  in  den  Vorder- 
grund tritt.  Wir, sind  der  Meinung,  dass  unter  den  neueren  Wer- 
ken über  Mechanik  dem  vorliegenden  eine  der  ersten  Steilen  ge- 
bührt, weshalb  wir  eine  Uebertragung  desselben  in's  Deutsche  von 
geschickter  Hand  für  ein  sehr  dankenswerthes  Unternehmen  halten 
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^Türden.  Jedenfalls  würden  wir  darin  eine  Bereicherung  der  dent- 
sehen  Literatur  auf  dem  Gebiete  der  roecbaniscben  Wissenschaf- 
ten erkennen. 

Der  Anhang,  dem  der  Herr  Verfasser  den  Titel:  „Sui  Prln- 
cipii  fondamentali  delle  Matematiche^'  gegeben  hat,  wo- 
durch man  sich  aber  nicht,  wie  dies  leicht  der  Fall  sein  kunnte, 
T,\i  einer  falschen  Ansicht  über  dessen  Inhalt  verleiten  lassen  darf, 
enthält  viele  interessante  Sätze  und  analytische  Ausdrücke,  die 
fiehufs  der  Vereinfachung  des  Ausdrucks  vieler  in  der  Mechanik 
vorkommender  Gesetze  treffliche  Dienste  leisten,  und  muss  in 
dieser  Beziehung  ebenfalls  der  Beachtung  der  Leser  empfohlen  . 
irerden,  um  so  mehr,  weil  darin  viele  dem  Herrn  Verfasser  be- 
sonders eigcnthümliche  Darstellungen  vorkommen.  Hier  müssen 
wir  uns  leider  mit  der  folgenden  allgemeinen  Inhalts -Angabe 
begnügen:  Della  dualitä  nel  modo  di  essere  delle  quan- 
titä,  e  principio  corrispondente.  —  Teort»  della  com* 
poslslone  delle  linee.  Del  principio  della  Retta  risul- 
taute.  —  Teorl»  della  composlslone  delle  aree.  Capo  I. 
Della  projezione  ortogonale  ed  obliqua  delle  aree. 
Capo  II.  Dell  principio  delT  Area  risultante.  —  BTo* 
sloni  fondanientall  sulla  enrratura  delle  llnee.  —  Del 
Principio  di  proporzlone  tra  le  quantitik  variabllf» 
(Verschiedene,  an  sich  ziemlich  einfache  arithmetische  Sätze,  die 
aber  bei  analytischen  Transformationen  oft  gute  Dienste  leisten.) 

—  Uso  deir^'  Immairli^Aril.  (Bekannte  Sätze  und  Formeln  über 
imaginäre  Grossen  und  hyperbolische  Functionen.)  —  Prlme  no- 
sEloni  e  proprietik  fondamentali  delle  seslont  coniclae. 

—  Clcloide. 

Möge  dieses  Werk  nochmals  den  Lesern  des  Archivs  recht 
sehr  zur  Beachtung  empfohlen  sein  und  sich  bald  ein  Uebersetzer 
desselben   finden!  Grün  er  t. 


Des  ganz  nahe  verwandten  Inhalts  wegen  verbinden  wir  mit 
der  vorhergehenden  Anzeige  sogleich  eine  kurze  Anzeige  der  folgen- 
den ausgezeichneten  Schrift  desselben  verehrten  Herrn  Verfassers: 

Determinazione  analitica  della  rotazione  de'  corpi 
liberi  secondo  i  concetti  del  Signor  Poinsot.  Memo- 
ria del  Prof.  Domenico  Cheiini.  (Estratta  dal  Vol.  X. 
delle  Mero.  dell'  Acc.  delle  Scienze  dell'  Institute  di 
Bologna).    Bologna.  1860.    40. 

Poinsot's  scharfsinnige  Theorie  der  Drehung  ist  bekannt. 
Herr  Domenico  ChelinI  fand,  wie  er  auf  S.  3.  selbst  sagt,  bei 
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dem  Stadium  dieses  wahrhaft  neaen  und  origioaleD  Werkes,  dass 
sich  der  algebraische  Theii  auf  eine  leichtere»  kOrzere  and  direc- 
tere  Weise  entwickeln  liess,  als  von  seinem  berühmten  Urheber 
geschehen  ist.  Zugleich  aber  ergab  sich ,  dass  auch  der  Avsdmck 
der  Cosinus,  durch  welche  als  Functionen  der  Zeit  die  Lage  des 
Mobils  in  jedem  Momente  bestimmt  wird,  worin  die  definitive  Liu- 
sung  des  Problems  enthalten  ist^  sich  in  überraschend  einfacher 
und  unmittelbarer  Weise  geben  Hess.  Wir  halten  diese  schuue 
Abhandlung  für  einen  sehr  wichtigen  Nachtrag  zu  der  berühmten 
Arbeit  Poinsot's,  und  wurden,  da  diese  letztere  in  Deutschland 
an  Herrn  Prof.  Schellbach  in  Berlin  einen  so  geeigneten  Ueber- 
setzer  gefunden  bat,  wünschen^  dass  auch  die  vorliegende  Abhandlung 
des  Herrn  Chelini  bald  einen  Cebersetzer  bei  uns  finden  mochte. 


Die  Grundgesetze  der  Dynamik  von  W.  F.  Guiscbard. 
Leipzig.    Uoltze.    1861.    8o. 

Es  ist  eine  wahrhaft  bedauerliche  und  der  deutschen  Litera- 
tur nicht  wenig  zur  Schande  gereichende  Erscheinung,  dass  bei 
uns  immer  noch  Schriften  erscheinen,  die  auf  jeder  Seite  die 
grusste  Unwissenheit  in  den  elementarsten  mathematischen  Die* 
gen  und  die  corruptesten  Begriffe  an  den  Tag  legen,  und  sieb 
doch  einfallen  lassen ,  die  Wissenschaft  zu  reformiren.  Ueber  soi* 
eben  Quark  hier  weiter  zu  berichten,  wird  man  uns  hoffentlich 
nicht  zumuthen»  weshalb  wir  auch  über  ein  vor  einiger  Zeit  er- 
schienenes, zum  Erschrecken  dickleibiges  pbysico-roechanico- 
astronomisches  Werk,  worio  in  der  angedeuteten  Beziehung  das 
Ungeheuerlichste  geleistet  worden  ist,  ganz  geschwiegen  haben. 


Astronomie, 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Setner  k.  k.  apostolischen  MajestSt  auf  öffent- 
liche Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Di* 
rector  der  k.  k.  Sternwarte.  Dritter  Folge  zehnter  Band. 
Jahrgang  1860.    Wien.  1861.    8^ 

Der  Jahrgang  1859  dieser  so  Gberaus  verdienstlichen,  im  regel- 
mSssigsten  Fortschritt  begriffenen  Annalen  ist  im  Literar.  Bericht 
Nr.  CXLI.  S.  12.  angezeigt  worden.  Für  die  Beobachtungen  am 
Meridiankreise  ist  die  Anordnung  des  Druckes,  welche  in  letzte^ 
rer  Zeit  mancherlei  Aenderungen  erfiahr,  in  sehr  zwecbnSssiger 
Weise  von  dem  vorliegenden  Bande  an  eine  definitive  geworden, 
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welche  f«r(aD  beibehalte!  werien  wird.  Dieselben  H-areti  den 
filerreii  Allö,  Weiss,  Uornstein  und  Murmann  üben^ieseo. 
Die  auch  in  diesem  Jahrgange  wiederum  überaus  fleissigen,  voll- 
ständigen und  verdienstlichen  Planeten-  und  Coineten  -  Beobach- 
tungen am  Refractor  von  sechs  Zoll  Oeffnung  fielen  ganz  Herrn 
Hörn  stein  anheim.  Die  gleichen  Beobachtungen  am  vierzuliigen 
Refractor  waren  den  Herren  Murmann  und  Lciwy  anvertraut. 
Die  Zonenbeobachtungen  am  Mittagsrohre  bilden  eine  ungeän- 
derte  Fortsetzung  der  früheren  Publicationen,  und  rühren  noch  aus 
der  Zeit  hex,  wo  Herr  Oeltzen  mit  diesen  Beobachtungen  betraut 
war.  Die  meteorologischen  Beobachtungen  für  1859,  Tafeln  zur 
Redoction  der  Zonenbeobachtungen  und  eine  Uebersicht  der  Zonen 
bilden  den  Schluss  des  vorliegenden  Bandes,  und  liefern  einen 
neuen,  sehr  erfreulichen  Beweis  von  der  unausgesetzten,  auf 
bestimmte  Ziele  gerichteten  Tbätigkeit  der  Wiener  Sternwarte 
unter  der  Leitung  ihres  schon  so  vielfach  verdienten  Directors. 

In  der  angeführten  Nummer  des  literarischen  Berichts  haben 
wir  zugleich  hingewiesen  auf  die  wichtige  Pnblication  d^  filteren 
meteorologischen  Beobachtungen  an  der  Wiener  Sternwarte  von 
1775  bis  1855,  welche  unter  der  Leitung  der  Herren  v.  LUtrow 
und  Hornstein  auf  Qffentriche  Kosten  begonnen  bat,  und  von 
Neuem  hCchst  rühmliches  Zeugniss  ablegt  von  dem  Eifer  und  der 
Bereitwilligkeit,  womit,  keine  Opfer  scheuend,  von  der  osterrei- 
chischen  Regierung  die  exacten  WissenschaAen  in  jeder  Weise 
gefurdert  und  unterstützt  werden,  was  in  ganz  Deutschland  mit 
dem  lebhaftesten  Danke  anerkannt  und  gewürdigt  zu  werden  ver- 
dient. Der  zweite,  364  Seiten  starke  Band  dieser  Beobachtungen 
liegt  uns  jetzt  vor,  schliesst  sich  unmittelbar  an  den  ersten  (siebe 
Literar.  Ber.  Nr.  CXLI.  S.  13)  an  und  omfasst  die  Jahre  I797-1809. 
Als  Ergänzung  zu  den  früheren  Beobachtungen  ist  in  einem  An- 
hange das  Tagebuch  über  Richtung  und  Stärke  des  Win- 
des vom  3.  Februar  1754  bis  31.  December  1790  und  vom 
9.  Februar  1793  bis  31.  December  1797  mitgetbeilt  worden. 
MOge  es  den  Herren  Herausgebern  gelingen,  auch  dieses 
verdieBsfTiche  Unternehmen  bald  mit  rüstiger  Kraft  zu  Ende  zu 
fllhren! 


Physik. 

Die  Fluorescenz  des  Lichtes.  Vorgetragen  von 
F.  J.  Pisko,  Lehrer  der  Physik  an  der  Communal-Ober- 
Realschule  auf  der  Wieden  und  an  der  damit  In  Ver- 

2* 
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bindung  stehenden  Gewerbeschule  in  Wien.  Mit  in  den 
Text  aufgenommenen  Holzschnitten.  Wien.  Gerold. 
1861.    8<>. 

Diese   Schrift  ist   als   eine   erweiterte  Ausgabe  eines   Schal- 
programms  der   Wiedner   Communal- Ober-Realschule    in   Wien 
für   das   Schuljahr   1859  —  60  zu  betrachten.    Jedenfalls  war  eine 
vollständige  und  ausführlichere  Behandlung  der  merkwürdigen  Er- 
scheinungen    der    ^yFluorescenz    des     Lichtes'*^    eine    sehr 
zweckmässige  Aufgabe   für  ein  Schulprogramm.    Der  Gegenstand 
gestattet  für  jetzt,    da   eine   vollständig  genugende   theoretische 
Erklärung  leider  noch  nicht  gegeben  werden  kann,   vorzugsweise 
eine  experimentelle  ßehandluug;    die   dazu  erforderlichen    Appa- 
rate sind  aber  im  Ganzen' so  einfach,   dass  sie  von  einem  Jedeo, 
der  sich  für  diesen  merkwürdigen  Gegenstand  interessirt,   leicht 
beschafft  werden   können,   die  Versuche   selbst  gestatten  wegen 
der  grossen  Mannigfaltigkeit  der  anwendbaren  Stoffe  eine  Ter- 
vielfaltiguog   in*s   Unendliche,    und  geben  auch  zur  Verwerthung 
chemischer   Kenntnisse  in  sehr  lehrreicher  Weise  Veranlassung. 
Der  Herr  Verfasser  hat  daher  seiner  Schrift  ganz  mit  Recht  bei 
W^eitem  vorzugsweise   einen   experimentellen   Charakter    gegeben 
und  nur  in  der  Kürze,  aber  doch  mit  hinreichender  Deutlichkeit, 
in  dem  Abschnitte  IIL  S.  94. — S.  100.  vorzugsweise  die  von  Sto- 
kes    und    Eisenlohr    gegebenen   Erklärungen    erläutert.      Der 
Abschnitt  /.  enthält  die  Haupt-   oder  Fundamental-Lehren 
der  Fluorescenz  nach  folgenden  Rubriken:    A.  Grundversucbe 
mit    dem  Sonnenlichtkegel    oder   mit   gesammeltem  Sonnenlichte. 
B.  Geschichtliche  Rückschau  bezüglich  der  vorigen  Fundamental- 
Beobachtungen  und  versuchte  Erklärungen.    C.  Grundversuche  im 
einfarbigen  (homogenen)  Lichte  oder  im  prismatischen  Farbenbilde 
im  Sonnenlicht -Spectrura.    D.  Grundversuche  mit  durchsichtigen 
farbigen  Zwischenmitteln.  E.  Grundversuche  mit  künstlichem  Lichte. 
Der  Abschnitt  IL  behandelt  die  wissenschaftlichen  Unter- 
suchungs-Methoden  und   deren   Hauptergebnisse,   und 
zwar:    A.  Spectoral- Methoden.    B.  Complementär- Methoden  von 
Stokes  und  Fluorescenz -Dunkelkammern.     C.  Allgemeinere  Er- 
gebnisse.    Endlich  handelt  Abschnitt  IV,  von   den  verschiedenen 
sehr  interessanten  (auch  physiologischen)  Anwendungen,  die  von 
der  Fluorescenz  vorzüglich  von  Stokes,  Crookes,  Gladstone, 
Brücke,    Helmholtz,   Eisenlohr  und   Esselbach   gemacht 
worden  sind. 

DiQ  Versuche  sind  überall  sehr  deutlich  beschrieben  und  durch 
trefflich  ausgeführte  Holzschnitte  erläutert  worden,  so  wie  die 
Schrift  sich  überhaupt  einer  ausgezeichneten  änsseren  Ausstattnng 
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erfreuet.  Die  Literatur  und  Geschichte  des  Gegenstandes  hat 
stets  die  sorgfältigste  Berücksichtigung  gefunden ;  jedoch  hat  der 
Herr  Verfasser  sich  keineswegs  bloss  mit  der  Angabe  und  Erläu- 
terung fremder  Arbeiten  begnügt^  sondern  diese  interessante  Lehre 
auch  mit  einer  Reihe  neuer  experimenteller  Untersuchungen  be- 
reichert, wovon  namentlich  die  Tabelle  aufS.  41.  —  S.  45.  einen  sehr 
erfreulichen  Beweis  liefert. 

Möge  der  Herr  Verfasser  aus  dieser  bezüglich  des  Umfangs 
der  Schrift  zvemlich  ausfuhrlichen  Anzeige  ersehen ,  mit  wie  yie- 
lern  Interesse  wir  seine  Schrift,  die  für  uns  selbst  sehr  lehrreich 
gewesen  ist,  gelesen  haben.  Wir  empfehlen  dieiSelbe  allen  Leh- 
refn  der  Physik  an  hriheren  Unterrichts- Anstalten,  aber  auch 
allen  Liebhabern  der  Physik,  die  in  derselben  einen  reteben  Stoff 
za  interessanten  leicht  ausführbaren  Versuchen  finden  werden, 
und  sind  überzeugt,  dass  man  sonst  nirgends  eine  so  ausführliche, 
zugleich  auch  zu  eigenen  weiteren  Untersuchungen  so  zweck- 
mässig anregende  Darstellung  des  interessanten  und  wichtigen 
Gegenstandes  finden  wird.  G. 


Vermischte  Schriften. 

■ 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    4^.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIV.  S.  10.) 

Nr.  6.  (Novembre  e  Decembre  1860.).  Intorno  ad  una  pro- 
prietä  delle  superficie  curve,  che  comprende  in  se  come  caso  par- 
ticolare  il  teorema  di  Dupin  sulle  tangenti  conjugate.  Nota  del 
Dr.  L.  Creme  na.  p.  325.  —  Sopra  la  teorica  generale  delle  su- 
perficie curve.  Nota  del  Prof.  Enrico  Betti.  p.  336.  —  Sur  les 
covariants  des  formes  binaires  du  cinquieme  degre.  Par  M.  Mich. 
Roberts,  p.  340.  -^  Sur  la  surface  parallele  ä  Tellipsoide.  Par 
M.  A.  Cayley.  p.  345.  —  Sopra  due  proposizioni  di  Na  vi  er 
intorno  alla  curvatura  delle  curve  a  doppia  curvatura.  Nota  del 
Prof.  F.  Chio.  p.  353.  —  Ricerca  fondamentale  per  lo  studio  di 
una  certa  classe  di  proprietä  delle  superficie  curve.  Memoria  del 
Prof.  F.  Casorati.  p.  363.  —  Pubblicazioni  recenti.  p.  379.  — 
Lettera  del  P.  Angelo  Secchi  al  Sig.  D.  B.  Boncompagni. 
(Betrifft  die  von  Hind  ausgesprochene  Meinung,  dass  die  Erde 
durch  den  Schweif  des  letzten  Cometen  gegangen  sei^)    p.  380. 
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Monatsbericht  der  Königlich  Preussischen  Akade 
mije  der  Wlsseoschaften   zu   Berlin.      Siehe    Literari- 
scher Bericht  Wr.  CXLIV.    S.  6. 

Mai  1861.    Dove:   Ueber  die  ans  dem  Drehangsgesefze  fof- 
genden  Bewegungen  des  Barometers  und  Thermometers  io  NoH> 
amerika  nach  den  von  Herrn  Dürgens  berechneten  Beobachtoo- 
gen  von  Toronto.     S.  472 — ^475.  —  Dove:    Beschreibung  eines 
Photaneiters.'    {Wir  machen  auf  diesen   ausführlicheren  AufsaU 
anünerksam.    Das  von  Herrn  Dove  angewendete  Verfahren  hat 
vor  den  in  solchen  Fällen,  wo  die  zu  vergleichenden  Lichtquellen 
▼erschledenfarbig  sind^   oder   wejiu  es  sich  jim  die  Bestimmang 
der  Helligkeit  des  in  einem  gegebenen  Baumfe  zerstreu'ten  Lichts 
handelt,  eadiich  wenn    die   Lichtmenge    gemessen  werden    soll, 
welche  ein  sehr  kleiner  oder  nur  schwach  durchscheinender  Kör- 
per hindurch  lässt,    bisher  von  Bunsen«    Babinet,   Pouillet, 
Rumford»    Wheatstone  angewendeten    Verüaibrungsartea    die 
YorzOge,  dass  es  äusserst  empfindUch  ist,  auf  h^lle  und  schfvach 
leuchtende,  gleich   oder  verschieden  farbige ,  durchsichtige   oder 
undurchsichtige  Objecto  beliebiger  Grosse  in  gleicher  Weise  an- 
wendbar,  zur  Bestimmung  der  Lichtstärke  optischer  Instruinente 
ebenfalls  geeignet  ist,   dass  es  ganz  veracbiedene  Messungsarten 
gestattet,  die  einander  gegenseitig  controliren,   endlich  dass  es 
vermittelst  eines  Instruments  ^erhalten  wird,  des  Mikroskop«  näm- 
lich, welches  ohnehin  schon  in  den  Händen  jedes  beobachtenden 
Naturforschers  ist)    S.  483—499.  —  Dove:    üeber  eine  durch 
Photographie  hervorgetretene,  direct  nicht  wahrgenommene  Licht- 
erscheinung und  über  photographische  Darstellung  des  geschich- 
teten elektrischen  Lichtes.    S.  499—501.  —  Dove:    1.  Ueber  Bio- 
ocularsefhen  und  subjective  Farben.  2.  Ueber  den  Glanz.  £L  521  — S25. 
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Literarischer  Bericht 

CXLVIL 


Geschichte   imd  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik, 

Almaoacb  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.    Eilfter  Jahrgang  1861. 

Der  zehnte  Jahrgang  dieses  Alroanachs  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLIII.  S.  1.  angezeigt  worden.  Auch  der  vorliegende  Jahr- 
gang bewahrt  seine  von  uns  schon  Öfters  hervorgehobene  Wichtig- 
keit fOr  die  Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und  Natur- 
wissenschaften. Der  Bericht  des  hochverdienten  General-Sekretärs, 
des  Herrn  Professor  Dr.  A.  SchrOtter,  über  die  Arbeiten  der 
mathematisch  -naturwissenschaftlichen  Klasse  giebt  wiederum  ein 
sehr  vollständiges  und  anschauliches  Bild  von  den  ausgebreiteten 
Leistungen  dieser  Klasse,  und  enthält  sehr  interessante  Lebens- 
besebreibongen  der  beiden  verstorbenen  verdienten  Physiker  und 
Mathematiker  G.  Belli  und  W.  Wertheim,  so  wie  vollständige 
Verseichnisse  der  von  denselben  herausgegebenen  Schriften. 

Giuseppe  Belli  war  zu  Calasca,  einem  Dorfe  im  Valle- 
Aozasca  in  der  Provinz  Domodossola  am  25.  November  1701  ge- 
boren, und  erhielt  seine  Vorbildung  zu  den  Universitätsstudien 
in  Pavia,  wo  er  im  Jahre  1812  auch  die  Doctorwurde  der  phy- 
sisch-mathematischen Facultät  erwarb.  Er  widmete  sich  zuerst 
dem  praktischen  Ingenieurdienst,  ward  al>er  im  Jahre  1820  As- 
sistent bei  der  Lehrkanzel  der  Physik  und  Elementar -Mathematik 
an  der  Universität  in  Pavia,  1821  ordentlicher  Professor  der  Phy« 
sik  am   kaiserlichen   Lyceum   Porta  nuova  in  Mailand,   1840  zur 
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gleichen  Lehrkanzel  an  der  Universität  in  Padua  versetxt,  mid 
endlich  1842  ordentlicher  Professor  der  Physik  an  der  Universi- 
tät in  Pavia,  wo  er  bis  zu  seinem  am  1.  Juni  1860  erfolgten  Tode 
segensreich  gewirkt  hat.  Belli  gehurte  zu  der  nicht  grossen 
Anzahl  von  Physikern,  welche  den  mathematischen  Caicul  nüt 
grosser  Gewandtheit  zu  handhaben  verstehen;  war  aber  auch  ein 
scharfsinniger  und  gewandter  Experimentator,  wobei  er  sich  je- 
doch immer  auf  streng  mathematischem  Wege  bewegte,  woza  er 
durch  seine  trefflichen  mathematischen  Kenntnisse  befähigt  war. 
Arbeiten  aber  Molecularanziehung ,  Ober  die  Luftpumpe  (wo  er 
schon  drei  Jahre  vor  Babinet  den  jetzt  nach  diesem  benannten 
Hahn  beschrieb),  über  das  Thermometer  und  Hygrometer,  über 
Elektricitätslehre,  wo  er  Melloni's  Theorie  der  elektrostatischen 
Induction  entscheidend  widerlegte,  über  Meteorologie  u.  s.  w.  be* 
schäftigten  ihn  nach  einander.  Glänzend  war  seine  Bef^higui^ 
als  Lehrer,  mit  der  grussten  Gewissenhaftigkeit  in  der  ErfulloBg 
seiner  Berufspflichten  verband  er  die  anspruchslosete  Besch^dea- 
heit,  und  besass  die  Sympathie  Aller,  die  ihn  kannten.  Italien 
verlor  an  ihm  einen  seiner  ausgezeichnetsten^  Physiker.  Ooter 
seinen  Schriften  nimmt  sein  trefflicher  Corso  elementare  dt 
fisica  esperimentale,  welcher  in  drei  Bänden  in  den  Jahren 
1830  bis  1838  erschien,  die  erste  Stelle  ein. 

,  • 

Wilhelm  Wert  heim  wurde  im  März  1815  In  Wien  voo 
israelitischen  Eltern  geboren,  und  wandte  seinen  Fleiss  haapt- 
sächlich  der  Physik  zu,  da  Rieses  Studium  seinem  mathematischen 
Talente  Befriedigung  versprach.  Im  Jahre  1840  ging  er  nach 
Paris,  wo  er  sich  hauptsächlich  mit  buchst  verdienstBcheo 
Arbeiten  über  die  Elasticität  beschäftigte,  ausserdem  fiber  den 
Schall  und  Akustik  überhaupt,  über  Doppelbrechung,  u.  s-  w. 
Seine  letzte  grossere  Arbeit  betraf  die  so  wichtigen  Ersehet* 
nungen  der  Torsion  von  Cylindern  und  Stäben,  an  die  sich  in 
den  letzten  Jahren  seines  Lebens  noch  einige  andere,  die  sich 
mehr  oder  weniger  vollendet  in  seinen  nachgelassenen  Papieren 
finden  müssen,  über  Capillarität,  über  die  kubische  Compressibi- 
lität  einiger  homogener  fester  KSrper,  u.  s.  w.  anschlössen.  Im 
Jahre  1860  wurde  sein  sonst  so  freier  und  heiterer  Geist  zeit- 
weise von  einem  tiefen  Trübsinn  befallen;  nach  dem  Journal 
d'lndre  et  Loire  verlangte  er  am  20.  Januar  d.  J.  in  Tonrs, 
wohin  er  auf  dringendes  Anrathen  seines  Arztes  gereist  war,  mit 
Ungeduld,  auf  den  Thurm  der  Kathedrale  von  Saint-Gatien  ge- 
fährt  zu  werden.  Nachdem  er  In  grosser  Eile  die  Plattform  er* 
stiegen  hatte,  schwang  er  sich  in  sichtlich  krankhafter,  heftiger 
Aufregung  auf  die  Brüstung,  und  stürzte  sich,  ehe  der  ihn  beglef- 
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tende  Küster  es  hiodern  konnte,  hinab  aof  den  Platf  •    So  endete 
ein  Mann  von  seltenem  Talente  in  der  vollen  Blflthe  seiner  Kraft! 

Den  Schiuss  des  vorliegenden  Jahrgangs  des  Almanachs  macht 
eio  sehr  interessanter  Vortrag  des  Herrn  Franz  Ritter  von 
Haaer:  Die  Geologie  und  ihre  Pflege  in  Oesterreich 
den  wir  unseren  Lesern  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen. 


Geometrie. 

J.  A.  Mdttrich:  Sammlung  stereoroetrischer  Aufga- 
ben, Zusammengestelltaus  seinen  Diarien  und  aus  den 
Arbeiten  seiner  Schaler.    Königsberg.    Bon.     1861.    8. 

Herr  Oberlehrer  v.  Behr  in  Königsberg  i.  F.,  dessen  Name 
zwar  nicht  auf  dem  Titel,  aber  unter  der  Vorrede  genannt  ist, 
hat  sich  durch  Herausgabe  dieser  Sammlung  stereometrischer 
Aufgaben  jedenfalls  ein  Verdienst  um  den  mathematischen  Un- 
terricht erworben.  Von  einem  sehr  verdienten  Lehrer,  dem  Pro- 
fessor J.  A.  Müttrich,  welcher  eine  lange  Reihe  von  Jahren 
den  mathematischen  Unterricht  auf  dem  Altstädtischen  Gymna- 
sium in  Königsberg  i.  P.  mit  seltenem  Geschick  ertheilte,  und 
es  verstand,  nicht  bloss  die  fähigeren  Schüler  für  die  Wissen- 
schaft zu  begeistern,  sondern  auch  im  Ganzen  ein  reges  In- 
teresse fGr  dieselbe  in  der  Schule  zu  erwecken,  wobei  er  auf 
die  Stereometrie  mit  Recht  ganz  besonderes  Gewicht  legte,  sind 
diese  Aufgaben,  —  178  an  der  Zahl,  —  nicht  etwa  bloss  gesam- 
melt, sondern  bei  Weitem  dem  gross ten  Theile  nach  selbst  er- 
funden und  gebildet  worden,  worin  derselbe  ein  seltenes  Talent 
besass.  In  der  That  müssen  wir  sagen,  dass  uns  diese  Aufgaben, 
denen  überall  in  zweckmässiger  Weise  die  Resultate  der  Auf- 
lösungen beigenigt  sind,  oft  durch  ihre  Neuheit  überrascht  haben, 
und  auch  darin  stimmen  wir  dem  Herrn  Herausgeber  bei,  dass 
sich  dieselben  zu  dem  Gebrauche  auf  Schulen  auch  dadurch  be- 
sonders eigenen,  weil  sie,  in  sinniger  Weise  erdacht,  zu  ihrer  Lo- 
sung keinen  sehr  grossen  Umfang  von  Vorkenntnissen  erfordern, 
also  auch  schwächere  Schüler  nicht  abschrecken  werden.  Zunächst 
filr  prenssische  Lehrer  werden  diese  Aufgaben  auch  deshalb 
noch  von  besonderem  Interesse  sein,  weil  sie  mehrfach  für  die 
Abiturientenarbeiten  benutzt  und  theilweise  aus  denselben  jetzt  zu- 
sammengestellt worden  sind,  so  wie  denn  überhaupt  die  preussi- 
schen  mathematischen  Abiturientenarbeiten,  wenn  man  namentlich 
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auf  die  lange  Rethe  Ton  Jahren ,  seit  denen  die  fortvrfthrende 
und  regelmässige  Anfertigung  derselben  angeordnet  ist*)»  und 
auf  die  vielen  im  höchsten  Grade  ausgezeichneten  mathemati- 
schen Lehrer,  die  während  dieser  langen  Zeit  an  preussischen 
Lehranstalten  gewirkt  haben,  von  welchen  die  älteren,  denen 
der  mathematische  Unterricht  in  Preussen  hauptsächlich  seine 
jetzige  Bedeutung  verdankt,  leider  meistens  schon  längst  zur 
Ruhe  gegangen  sind **),ziiriickblickt,  eine  reiche  Fundgrube  treff- 
licher Aufgaben  darbieten  dQrften,  die  wohl  einmal  zur  Anferti- 
gung einer  Sammlung  h^outzt  zu  werden  verdiente.  Auch  aus 
diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  ist  fSr  den  Unterzeichneten 
die  vorliegende  Sammlung  stereometrischer  Aufgaben  von  grossem 
Interesse  gewesen,  und  verdient  gewiss  allen  Lehrern  der  Ma- 
thematik innerhalb  und  ausserhalb  Preussens  um  so  mehr  ed 
sorgföltiger  Beachtung  empfohlen  zu  werden,  weil  bekanntUeh 
zweckmässige  stereometrische  Aufgaben  nicht  im  Ueberfluss  vor- 
handen sind. 

Mochte  doch  der  oben  ausgesprochene  Gedanke,  die  preussi- 
schen mathematischen  Abiturienten  -  Arbeiten  zur  Anfertigung  ^- 
ner  Sammlung  von  Aufgaben  zu  benutzen,  Anklang  finden,  vielleicht 
eine  solche  Sammlung  velbst  von  der  vorgesetzten  höchsten  Do- 
terrichts- Behörde  veranlasst  werden,  woraus  unzweifelhaft  ein 
sehr  nützliches  Buch  hervorgehehen  würde!  Gran  er  t. 


Maschinenlehre. 

Allgemeine  Maschinenlehre.  Ein  Leitfaden  für 
Vorträge  sowie  zum  Selbststudium  des  heutigen  Ma. 
schinenwesens  mit  besonderer  Berficksicbtigitng  sei- 
ner Enwickelung.  Für  angehende  Techniker,  Camera- 
listen, Landwirthe  und  Gebildete  jeden  Standes  Voo 
Dr.  Moritz  Riihlmann,  Professor  an  der  polytechoi- 
sehen  Schule  in  Hannover.    Mit  zahlreichen  Holzschnit- 


*)  Mindestens  würde  man  wohl  bis  auf  das  Jahr  1812  zurückge- 
lien  müssen.  6. 

**)  Mit  wahrer  Herzensfreude  nnd  innigstem  Danke  wird  der  Her- 
nasgeber des  ArchiTs  hnnptsächlich  stets  dos  trefFlichen  E.  G.  Fischer 
in  Berlin,  Matthias  in  Magdeburg  und  vieler  anderen,  die  er  persoolick 
näher  zu  kennen  das  Gluck  gehabt  hat»  gedenken.  G« 
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ten.    I.  Bandes  L  Hälfte.    Brannschweig.   8ehwetecbke 
and  Sohn.    1862.    8. 

Wenn  nos  von  diesem  Werke  fClr  jetzt  auch  nur  das  erste 
Heft  (Ersten  Bandes  erste  Hälfte)  vorliegt,  so  glauben  ivir  doch 
sogleich  auf  dasselbe   aufmerksam  machen  zu   mOssen,  weil  es 
HOS  ein    zeitgemässes    Unternehmen    zu    sein    scheint,  und  sich 
auch  in  seiner  Ausführung  empfehlen  dürfte.    Eine  Theorie  der 
▼erscbiedenen  Arten  der  Maschinen  wird  man  in  demselben  nicht 
finden  und  wahrscheinlich  auch  nicht  suchen,  so  wie  denn  auch 
der  Herr  Verfasser  dieses  Ziel   sich  in  diesem  Werke  in  der 
That  nicht  gesteckt  hat,  wenn  auch  einfachere  theoretische  Be- 
trachtungen, wie  z.  B.  bei  den  Waagen,   keineswegs  vollständig 
ausgeschlossen  worden   sind.     Er  liefert  vielmehr  nur  eine  Be- 
schreibung der  Maschinen,  wobei   er  dieselben  aber  zweckmässig 
Immer  in  ihre  verschiedenen  Haupttheile  zerlegt,  dieselben  ein- 
zeln rücksichtlich  ihrer  Bedeutung  und  Wirkung;  erläutert,  und  in 
sehr  sauber  ausgeführten   Holzschnitten  darstellt,  so  wie  die  bei 
einem  solchen  Werke  nicht  unwichtige  äussere  Ausstattung  über- 
haupt eine  sehr  vorzügliche  und  elegante  ist.     Zugleich  enthält 
das  Werk  überall  historische  Notizen  über  die  Erfindung  der  Ma- 
schinen, ihre  Verbesserung  und  weitere  Ausbildung,    und  eine 
grosse  Anzahl  der  dankenswerthesten  literarischen  Nachweisungen, 
wobei  der  Herr  Verfasser  überall  die  ausgebreltetste  Kenntniss 
documentirt.     Da,  abgesehen  von  verschiedenen  hinreichend  be- 
kannten grossen  und  bändereichen  Werken,  ein  Buch  dieser  Art 
in  unserer  Literatur  noch  nicht  existiren  'dürfte,  so  verdient  das  vor- 
liegende gewiss  Allen,  die  sich  für  das  Maschinenwesen   interes- 
siren,  insbesondere  aber  auch  Lehrern  an  Realschulen,  Gewerbe- 
schulen ,  u.  8.  w.  recht  sehr  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 
In  einer,  viele  überaus  interessante  Notizen  enthaltenden  Einleitung 
bespricht  der  Herr  Verfasser  die  Entwickelung  und  Bedeutung, 
aach  die  Nachtheile    u.  s.  w.  des    Maschinenwesens,  und  giebt 
zuletzt  in    §.7.  eine   vollständige  Classification    der   Maschinen, 
wodurch  er  zugleich  den  in  dem  Werke  zu  befolgenden  Plan  vor- 
zeichnet,  indem  er  namentlich  auch  in  der  lehrreichen  Tabelle  auf 
8  24.  und  S.  25.  nach  dieser  Classification  alle  zur  Zeit  bekannt  ge- 
wordenen Maschinen  aufföhrt.    Es  werden  unterschieden :  I.  Ma* 
«dünen  Biim  MeMieii  und  ZÜUen  (Uhren,  Umlauf-,  Hub- 
nnd    Schrittzähler,   Zeug-,  Wasser-   und  Wind  -  Messmaschinen^ 
Registrirmaschinen,  Dynamometer,   Waagen  u.  s.  w.).     U.  Mft« 
«ebineii  mur  Tenielitimv  nfitsltelier  lechaaUcheg  Ar- 
belteiu    A)  Kraftaufnehroende  Maschinen.     B)  Trans- 
misslons-  und  Reguiirungsmaschinen.      C)  Transport- 
und  Fabricationsmaschinen. 


6  Liier  arischer  ßerickl  CXLV/L 

Lassen  sich  auch  manche  andere,  selbst  vielleicht  wissei- 
scbaftlichere  Eintbeilangen  denken i  so  Ist  die  hier  angewandte 
doch  eine  recht  praktische  und  entspricht  ganz  dem  Zwecke  die- 
ses Werkes.  Der  Inhalt  des  vorliegenden  Hefts  ist  folgender: 
Krste  Abtlielliui|p.  Maselilneii  Bum  Messen  und  BEIi- 
len»  Erstes  Capitel.  Uhren  (Pendeluhr,  Unruhuhry  be- 
sondere Hemmungen  der  Uhren,  Compensationen  ffir  Pendel- 
und  Unruhuhren,  Uhren  mit  Centrifugalpendel,  Schlagwerke  der 
Uhren  (überaus  vollständig)).  Zweites  Capitel.  Uhrwerke 
zu  besonderen  Zwecken.  (Wächter - Controluhren ,  Bratet- 
wender,  Automat,  Registrirmaschinen  und  Registrirapparate,  Ma- 
schinen zur  Veranschaulichung  der  HimmelskOrperbewegangen). 
Drittes  Capitel.  Zähl-  und  Messmaschinen  ffir  beson- 
dere Zwecke  (Schritt-,  Hub-,  Stfick-  und  Umdrehzähler,  so 
wie  Wegmesser,  Tachometer,  Zeugmessmaschinen,  Wasser-  und 
Gasmesser,  Rechnenmaschinen).  Viertes  Capitel.  Waagen. 
I.  Hebelwaagen.  Gemeine  Waage,  Schnellwaage,  zusammengesetzte 
Hebelwaagen  (Tragbare  Brückenwaagen,  Feststehende  Brücken- 
waagen). Zeigerwaagen.  II.  Federwaagen.  Fünftes  Capitel. 
Dynamometer.  1.  Dynamometer  mit  directer  Messung  bei  fort- 
schreitender Bewegung. 

Die  Leser  werden  hieraus  die  grosse  Vollständigkeit  des 
Werkes,  bei  aller  verhältnissmässigen  Kurze,  erkennen,  und  sich 
gewiss  in  ihren  Erwartungen,  so  weit  der  Herr  Verfasser 
selbst  die  Absicht  hat,  denselben  zu  entsprechen^  nicht 
getäuscht  finden.  Wir  sehen  den  folgenden  Abtheilungen  mit 
Verlangen  entgegen,  und  werden  dieselben  sogleich^  nachdem  sie 
uns  zugegangen,  zur  Anzeige  bringen.  G. 


Vermischte  Schriften. 

Schriften  des  Vereines  zur  Verbreitung  natur- 
wissenschaftlicher Kenntnisse  in  Wien.  Erster  Band. 
Jahrgang  1860/61.  Mit  2  Tafeln  und  6  HoUsebnitteB. 
Wien.    Gerold.    1862.  ^ 

Seit  dem  Winter  1855/56  werden,  wie  in  anderen  Städten,  auch 
In  der  deutschen  Kaiserstadt  von  einem  Vereine  jfingerer  Natur- 
forscher regelmässig  naturwissenschaftliche  Vorträge  fiSr  das  ge- 
bildete Publikum  unter  dem  Namen  der  „Montags-VortrSge" 
gehalten.  Von  Jahr  zu  Jahr  hat  sich  die  Theilnahme  an  diesen 
Vorträgen  in  der  erfreulichsten  Weise  gesteigert,  so  dass  gegen- 
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wSrtig  die  Zahl  der  Gründer  des  Vereins  and  der  Mitglieder  oder 
Theilnehmer  schon  die  hohe  Zahl  von  489  erreicht  hat,  welche 
1260  Gulden  Beitrüge  und  eine  Sprocentige  Staatsschuld  verschrei- 
bang von  100  Gulden  gezafilt  haben,  worunter  sich  natürlich  eine 
grosse  Menge  freiwilliger  Beiträge  befinden;  der  gesetzliche  jShr- 
licbe  Beitrag  ist  1  Fl.,  aber  bei  Weitem  diif  meisten  Theilnehmer 
haben  freiwillige  Beiträge  von  5,  10,  20,  100  Fl.  gezahlt,  so  dass 
es  dem  Verein  selbst  schon  möglich  gewesen  ist,  ein  Kapital  tod 
700  Fl.  zinsbar  zu  bestätigen.  Wir  finden  unter  den  Theilneh- 
niern  ]76  öffentliche  und  Privat- Beamte;  122  Geistliche,  Profes- 
soren, Doctoren  u.  s.  w. ;  11  Militärs;  7  Künstler;  32  Studirende; 
62  Fabrikanten,  Kaufleute  u.  s.  w.;  5  Handwerker;  74  Private; 
also  Männer  aus  allen  Ständen ,  was  gewiss  einen  sehr  vortheil- 
haften  Schiuss  auf  die  Bildung  der  Bewohner  Wiens  zu  machen 
gestattet,  und  einen  erfreulichen  Beweis  von  dem  regen  In- 
teresse liefert,  welches  auch  das  grössere  gebildete  Publikum  in 
Oesterreich  an  den  neueren  Eroberungen  der  Naturwissenschaften 
nimmt  Welchen  Werth  selbst  die  k.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien  der  Wirkung  des  Vereins  beimisst,  geht  daraus 
hervor,  dass  die  Vorträge  jetzt  in  dem  sogenannten  grünen  Saale 
des  k.  Akademie- Gebäudes  gehalten  werden.  Wir  haben  diese 
Details  über  den  jungen  Verein  hier  mitgetheilt,  weil  wir  solchen 
Unternehmungen 9  die  wir  für  im  höchsten  Grade  nützlich  und 
fruchtbringend  halten,  wenn  sie  in  so  verständiger  Weise  wie  im 
vorliegenden  Falle  begonnen  und  weiter  gefährt  werden^  von 
jeher  unsere  wärmste  Theilnahme  gewidmet  haben. 

• 

Von  jetzt  an  wird  der  Verein  die  gehaltenen  Vorträge  ge- 
druckt herausgeben,  und  das  erste  Bändchen  dieser  Druckschrif- 
ten (Jahrgang  1860/61)  liegt  in  äusserst  eleganter  Aasstattang 
vor  uns.  Auf  eine  Beurtheilung'  der  einzelnen  Vorträge  können 
wir  hier  natürlich  schon  der  Beschränktheit  des'Raames  wegen 
nicht  eingehen,  und  würden  uns  darauf  auch  um  so  weniger 
einlassen  dürfen,  well  deren  wissenschaftlicher  Inhalt  oft  ganz 
ausserhalb  des  Kreises  unserer  speciellen  Studien  liegt.  So  viel 
können  ond  dürfen  wir  aber  im  Allgemeinen  sagen,  dass  uns  der 
Stoff  überall  in  sehr  veri^ändiger  Weise  ausgewählt  za  sein  scheint, 
und  zur  Erweckung  des  Interesses  an  den  Naturwissenschaften, 
sowie  zu  wirklicher  Belehrung,  überall  sehr  geeignet  ist,  wobei  die 
Verfasser  der  Vorträge  zugleich  jederzeit  die  neuesten  Entdeckun- 
gen und  Eroberungen  vorzugsweise  berücksichtigt,  aber  auch  ganz 
mit*  Recht  zur  Erweckung  vaterländischen  Geistes  und  Sinnes 
nicht  selten  auf  die  Leistungen  im  engeren  Vaterlande  besonders 
hingewiesen   haben.     Die  Sprache  ist  überall   frisch  und   belebt 
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dabei  aber»  was  ons  gans  besonders  angesprocheo  hat,  frei  vot 
alleD  leeren  poetischen  Floskeln  und  frei  von  einem  Haschen  nacb 
pikanten  Wendungen  und  Anspielungen»  wie  man  sie  leider  b 
solchen  Vorträgen  oft  zum  Ueberdruss  antrifft»  fiberall  aber  m 
gehalten»  dass  sie  wahrhafte  Belehrung  erstrebt»  ohne  auch  bot 
im  Entferntesten  in  einen  pedantischen  Scbulmeisterton  za  ver- 
fallen. So  wie  uns  selbst  die  Lectiire  dieser  Vortrage  nicht  Uesi 
eine  sehr  angenehme  Unterhaltung»  sondern  auch  die  vielfadiste 
Belehrung  gewährt  hat»  glauben  wir  dieselben  zu  gleichem  Zwtck 
auch  allen  Lesern  des  Archivs  recht  sehr  empfehlen  zu  müsses, 
und  schliessen  mit  der  folgenden  vollständigen  Angabe  des  Inhalts: 

Die  österreichischen  naturforschenden  Reisenden  dieses  Jahr 
hunder ts  in  fremden  Erdtheilen.  Von  Dr.  8iegfried  Reissek. 
S.  21 — S.Öl.  —  Die  Lichterscheinungen  bei  totalen  Sonoenfa- 
sternissen.  Von  Karl  Hörn  stein.  S.  57  — S.  80.  —  Die  Dar- 
win'scbe  Theorie  über  die  Entstehung  der  Arten.  Von  Dr 
Gustav  Jäger^  S.  81  — S.  110.  —  Hofrath  Bronn's  Ansichten  vob 
der  Entwickelung  des  Thierreichs.  Besprochen  von  Professtt 
Eduard  Suess.  S.  111  —  S.  148.  —  Ueber  die  ArtunterscUede 
der  positiven  und  negativen  Elektricität.  Von  Dr.  Edmund  Reit« 
llnger.  S.  149— S.  190.  —  Sind  die  Schleiropilze  Thiere  oder 
Pflanzen.  Von  Dr.  Alois  Pokorny.  S.  191- S.212.  —  Die 
ausgestorbenen  Riesen v5gel  von  Neuseeland.  Von  Dr.  Ferdinasd 
V.  Hoch  stet t er.  S.  213— S.  246.  —  Ueber  Barometer- Seh wtt- 
kungen.  Von  Dr.  Hermann  Pick.  S.247— S.27&  —  Cehei 
das  Aquarium.  Von  Ür.  Gustav  Jäger.  S.279— S.29&  — 
Einiges  über  Mineralwasser.  Von  Dr.  A.  Bauer.  S.  299 — SLJS2. 
—  Ueber  die  Umwandlung  der  Gebirgsmassen.  Von  DT.Gn9t^r 
Tschermak.  S. 323— S. 336.  —  Die  Befruchtung  and  KeuAB- 
dung  hei  den  BIfithenpflanzen.  Von  Dr.  Siegfried  Reissek. 
S.337— S.346.  —  Ueber  Meteoriten.  Von  Dr.  Edmund  Weiss* 
S.347~S.382.  —  Die  Bewegungserscheinungen  sensitiver  Pfla»> 
zen.    Von  Dr.  Adolf  J.  Weiss.    S.383— S.418. 


Möge  der  Verein  in  seinem   verdienstlichen  Wirken 
fortfahren  and  das  gebildete»  Air  Naturwissenschaft  sieb  i 
sirende  Publikum  im  nächsten  Jahre  wieder  mit  einem  so 
Lehrreiche  darbietenden  Bändchen  beschenken!  6. 


Sitzungsberichte  der  kOnigl.  Bayer.  Akademie  der 
Wissenschaften  in  München.  (Vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLV.  S.16). 


1861.  I.  Heft  IV.  Wir  machen,  als  noch  in  den  Elreis 
Archivs  gehurend,  in  diesem  Hefte  auf  eine  Notiz  vom  B 
Pettenkofer  über  die  Theorie  der  Gasmesser  .  S.4I& 
und  auf  einen  Aufsatz  von  Herrn  A.  Vogel  jun.:  Ueber  die 
organischen  Beimengungen  des  Wassers.  S.418— S.4901 
aufmerksam. 


I 
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Literarischer  Bericht 

CXLVlII. 


Unterrichtswesen. 

Anzeige  der  Vorlesangen  auf  der  Groasherzoglich 
Badischen  Polytechnischen  Schale  zo  Carlsruhe  für 
das  Jahr  1861 — 62.    Carlsruhe. 

Adressbuch  der  Grossherzoglifch  Badischen  Poly« 
technischen  Schale  in  Carlsrahe.  Studienjahr  1861—42. 
Carlsruhe^ 

So  wie  wir  aas  der  ersteren  Schrift  die  grosse  Vollständig- 
keit der  Vorlesungen  9  welche  in  dem  Studienjahre  1861^62  an 
der  polytechnischen  Schale  in  Carlsruhe  von  ungefähr  50  Leh- 
rerB  Ober  alle  FScher  der  Technik  und  die  vorbereitenden  and 
Hdlfswissenscbaften  gehalten  werden  ^  mit  Freuden  ersehen  ha- 
ben: so  haben  wir  aus  der  zweiten  Schrift  wieder  mit  besonde- 
ren  Interesse  von  der  ungemein  grossen  Anzahl  von  Schfliero 
ans  fast  allen  cuitivirten  Ländern  der  Erde  Kenntniss  genommen, 
welche  aas  dieser  von  der  Badischen  Regierung  dargebotenen 
reichen  Quelle  des  technischen  Unterrichts  schupfen.  Die  Schfi- 
lerzahl  beträgt  im  Ganzen  794,  und  die  Anzahl  der  Auslän- 
der, unter  denen  sich  11  aus  Amerika ^  7  aus  Brasilien,  1  aus 
Java,  u.  s.  w.  befinden ,  ist  in  diesem  Jahre  noch  grosser  als  im 
vorigen,  nämlich  500  gegen  484.  Wir  freuen  uns  sehr  über  den 
Aabchwung,  den  hiernach  der  polytechnische  Unterricht  in  Deutsch- 
land fortwährend  nimmt  und  wiederholen  unsere  im  Literar.  Ber. 
Mr.  CXLI.  S.  2.  ausgesprochene  Bitte,  dass  uns  auch  von  anderen 
polytechnischen  Lehranstalten  ähnliche  den  Unterricht  betreffende 
Schriften y  wie  die  beiden  obigen,  für  deren  Uebersendnng  wir 
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hier  unsern  Dank  von  Neaem  auszusprechen  nicht  verfehlen,  mit- 
getheilt  w^den  mochten,  was  bis  jetzt  noch  nicht  geschehen  ist 
Eine  kurze  Anzeige  derselben  würde  immer  in  kürzester  Zeit  ge- 
liefert werden. 


Geometrie. 

Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  der  neueren  Methoden  voi 
George  Salmon.  Unter  Mitwirkung  des  Verfassers 
deutsch  bearbeitet  von  Dr.  Wilhelm  Fiedler.  Leipzig. 
Teubner.    1860.    8o. 

Das  zuerst  im  Jahre  1848,  in  dritter  Ausgabe  1855  erschie- 
nene Werk:  „A  Trcatise  on  Conic  Sections.  By  the 
Rev.  George  Salmon,  A.  M.  Fellow  and  Tutor,  Trioity 
College,  Dublin.  London.  3.  ed.  1855.,  welches  übrige« 
keineswegs  die  Kegelschnitte  allein»  sondern  überhaupt  die  aot- 
lytische  Geometrie  der  Ebene  betrifft,  hat  sich  mit  Recht  eines 
grossen  Beifalls  erfreuet,  und  ist  bereits  in  mehrere  Sprachen 
übersetzt  worden.  Dasselbe  wird  hauptsächlich  nach  unserer 
Meinung  dadurch  charakterisirt,  dass  es  ausser  dem  Cartesischeii 
Coordinatensystem  auch  die  wichtigsten  und  fruchtbarsten  der 
übrigen  Coordinatensysteme ,  durch  welche  in  neuerer  Zeit  die 
Geometrie  weiter  gefuhrt  worden  ist,  kennen  und  anwenden  lehit 
und  überall  eine  zweckmässige  Verbindung  der  rein  analytische 
und  synthetischen  Betrachtung  erstrebt,  eine  Methode,  die  ja 
überhaupt  vorzugsweise  bei  den  englischen  Geometem  beliebt 
ist,  und  auch  jedenfalls  in  mehrfacher  Beziehung  alle  Empfehlosf 
verdient.  Es  ist  daher  sehr  dankenswerth ,  dass  Herr  Fiedler 
dieses  ausgezeichnete  Werk  auch  den  deutschen  Mathenwtikem 
durch  eine  nach  unserer  Ueberzeugung  durchaus  nichts  zm  wln- 
sehen  übrig  lassende  freie  deutsche  Uebersetzung  zugänglicher 
gemacht  hat.  Aber  nicht  bloss  dieses  hat  Herr  F.  gethan.  Seine 
deutsche  Bearbeitung  ist  mindestens  um  ein  Drittheil  stärker  ab 
das  Originalwerk,  weil  er  von  dem  richtigen  Gesichtspunkte  aus- 
ging,  durch  Hinzufügung  mehrerer  wichtiger  Arbeiten  deutscher 
und  französischer  Geometer  in  Verbindung  mit  dem  Original- 
werke das  zu  geben,  womit  sich  derjenige  bekannt  zu  machen 
hat,  welcher  entweder  zuerst  an  das  Studium  der  neueren  analy- 
tischen Geometrie  herantritt  oder  nicht  gerade  sein  HauptstodiuD 
aus  diesem  Theile  der  mathematischen  Wissenschaften  zu  machen 
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beabsichtigt,  da  deren  Reich  zu  groaa  ist^  and  immer  mehr  and 
mehr  so  sehr  in's  Ungeheuere  sich  ausdehnt,  dass  eine  völlige 
Beherrschung  des  ganzen  Feldes  für  den  Einzelnen  geradezu  un- 
muglich   ist.     Wir  sind   der  Meinung,    dass   der  Herr    Verfasser 
diesen  Zweck   sehr    gut  erreicht  hat,    und   ein  mit   besonderem 
Danke  aufzunehmendes,  jedwede  Empfehlung  verdienendes  Werk 
geliefert   hat.     Auch  verdient  es  besonders  bemerkt  zu   werden, 
dass   nach   unserer  Meinung  dasselbe  zugleich  als  eine  der  vor- 
trefflichsten und  reichhaltigsten  Aufgaben- Sammlungen  betrachtet 
werden  kann.    Unsere  literarischen  Berichte  sind,  wie  schon  mehr- 
fach von   uns    bemerkt   worden   ist,    nicht   dazu    bestimmt,  tiefer 
eingehende  Kritiken  und  ausluhrliche  Relationen  zu  liefern,  indem 
wir   uns  vielmehr  stets  mit  einer  ganz  allgemeinen  Charakterisi- 
ruDg  des  betreffenden  Werkes  begnügen  müssen.    Bei  der  grossen 
Würdigkeit   der  vorliegenden   Schrift    finden    wir  es    aber   ange- 
messen, unseren   Lesern   im  Folgenden  wenigstens  den  Hauptin* 
halt  nach  den  einzelnen  Kapiteln  mitzutheilen.   damit   dieselben 
einigermassen  übersehen   können,  was   ihnen  hier  geboten   wird: 
K  Der  Punkt.    II.  Die  gerade  Linie.     IIL  Aufgaben  über  die  ge- 
rade Linie.    IV.  Anwendung   einer   abgekürzten   Bezeichnung  für 
die  Gleichung  einer  geraden   Linie.     V.  Gleichungen  von   höhe- 
ren Graden,  welche  gerade  Linien  darstellen.    VI.  Ableitung  der 
Haupteigenscbaften  aller   Curven  zweiten   Grades   aus  der  allge- 
meinen Gleichung.     VII.  Der   Kreis.      VIII.  Lehrsätze  und  Auf* 
gaben  über  den  Kreis ;  Anwendung  einer  abgekürzten  Bezeichnung 
auf  seine  Gleichung.     IX.  Eigenschaften   eines  Systems  von  zwei 
oder  mehreren  Kreisen.    X.  Die  allgemeine  Gleichung  des  zwei- 
ten  Grtides  als    Central -Gleichung:    Ellipse  und   Hyperbel.     XI. 
Die    Parabel.     XII.   V'ermischte    Aufgaben    und    Lehrsätze    über 
die  Kegelscbnitte.     XIII.  Die  Methode  des  Unendlich-Kleinen,  die 
Quadratur   und  Rectification   der  Kegelschnitte  (hier  wird  Diffe- 
rential- und   Integralrechnung  angewandt).     XIV.  Die  Methoden 
der  abgekürzten  Bezeichnung,  die  trimetrischenCoordinaten- Sy- 
steme und  das  Princip  der  Dualität  in   ihrer  Anwendung  auf  die 
Kegelschnitte.     XV.  Die  allgemeine   homogene  Gleichung   zwei* 
ten  Grades  und  die  Algebra  der  linearen  Transformalionen.    XVI. 
6eoroetrische  Methoden  (1.  Die  Methode  der  reciproken  Polaren. 
2.  Die  harmonischen  und  anharmonischen  Eigenschaften  der  Ke- 
gelschnitte.   3.  Die  Methode  der  Projectionen  und  die  geometri- 
schen Verwandtschaften  des  ersten  Grades).     Z^isätze.    Quellen- 
Nachweis« 

Die  Leser  werden  hieraus  den  Reicbthum  des  ihnen  gebotenen 
Inhalts   erkennen  und  mögen  sich  daher  das  Buch  nochmals  zur 
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Beachtung  empfohlen  sein  lassen.    Die  treffliehe  Süssere  Aasstat- 
tang macht  der  berühmten  Verlangshandlung  alle  Ehre. 


Alle  die  9  welche  fiir  die  feinere  analytische  and  reine  GeiH 
metrie  sich  interessiren ,  machen  wir  auf  die  folgenden  Abband- 
lungen  und  Schriften  des  Herrn  Professor  L.  Cremona  in  Bo- 
logna recht  sehr  aufmerksam. 

Notia.  Intorno  ad  aicuni  teoremi  di  Geometria 
segmentaria.    Cremona.    1857.    4^. 

Diese  Schrift  enthält,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Ke- 
gelschnitte, sehr  interessante  Untersuchungen  über  homographische 
Figuren  oder  Systeme,  und  wird  dadurch  noch  ganz  besonders 
lehrreich,  dass  der  Herr  Verfasser  bei  diesen  UntersaefauDgea 
das  sogenannte  Dreilinien-Coordinatensystem,  worSber 
die  Leser  weitere  allgemeine  Belehrung  u.  A.  in  der  vorher 
angezeigten  deutschen  Uebersetzung  der  Analytischen  Gee- 
metrie  der  Kegelschnitte  von  Salmon  finden  können,  it 
Anwendung  gebracht,  und  (fadurch  einen  neuen  interessanten  Be- 
weis von  der  Fruchtbarkeit  dieses  Coordinatensystems  geliefert 
hat,  weshalb  diese  Schrift  besonders  zur  Beachtung  za  empfdi- 
len  ist. 

Solle  superficie  gobbe  del  terz*  ordine.  Memoria 
del  Dottor  L.  Cremona,  Professore  di  Geometria  sape- 
riore  nella  Regia  Universitä  di  Bologna.  Communi- 
cata  al  Reale  Istituto  Lombardo  di  scienze,  lottere  e 
arti.    18.  Aprile  1861.    4. 

So  wie  die  vorhergehende  Schrift  sich  der  neueren  Metho- 
den der  analytischen  Geometrie  bedient,  ist  die  in  der  tot» 
liegenden  gegebene  Untersuchung  über  Flächen  der  dritten  Ord- 
nung ganz  rein  geometrisch  gehalten,  und  verdient  deshalb 
den  Liebhabern  der  reinen  Geometrie  recht  sehr  zur  Beachtnng 
empfohlen  zu  werden.  Je  enger  aber  gerade  in  solchen  reitt 
geometrischen  Darstellungen  die  einzelnen  Sätze  und  Wahrhei- 
ten unter  einander  zusammenhängen,  je  consequenter  dieselben 
stufenweise  auf  und  aus  einander  folgen,  je  weniger  der  eine  ohne 
alle  vorhergehenden  verstanden  werden  kann:  desto  weniger  ge- 
statten solche  Schriften,  die  wie  die  vorliegende  namentlich  darah 
die  grosse  Allgemeinheit  und  rein  speculative  Natur  der  ange- 
stellten Betrachtungen  d^m  Scharfsinne  ihrer  Verfasser  alle  Ehre 
machen,  namentlich  an  diesem  Orte  einen  Auszag,  weshalb 
wir  uns  leider  immer  meistens  darauf  beschränken  müssen,  aof 
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ihre  wisseDschaftliche  Bedeutung  im  Allgemeinen  aufmerksam  zu 
niachen. 

Dasa  bei  der  Universit&t  in  Bologna  ein  eigentlicher  Lehr- 
stahl f&r  sogenannte  neuere  oder  höhere  Geometrie  gegründet» 
und  durch  Herrn  Professor  Creme  na  in  so  wfirdiger  Weise  be- 
setzt worden  ist,  muss  jedenfalls  einen  Jed^n,  der  an  dem  Fort- 
schritt der  Wissenschaft  in  Italien  lebhaften  Antheil  nimmt,  mit 
der  grossten  Freude  erfdllen. 

Considerazioni  di  storia  della  Geometria  in  occa- 
sione  di  un  libro  di  Geometria  elementare  pu'blicato 
recentemente  a  Firenze  del  Dottor  Luigi  Cremona. 
Milano.     1860.    8«. 

Diese  40  Seiten  umfassende  Schrift  enthält  eine  ausführliche 
Relation  über  die  unter  dem  Titel:  Trattato  di  Geometria 
elementare  di  A.  Amiot.  Prima  traduzlone  italiana 
con  note  ed  aggiunte  di  Giovanni  Novi,  Professore  di 
meccanica  nel  liceo  militare  di  Firenze.  Con  un  at- 
laute  di  59  tavole.  Firenze,  Feiice  Lemonnier,  1858. 
erschienene  italienische  Uebersetaung  der  in  Deutschland  hinrei- 
chend bekannten  Lee ons  nouvelles  de  göomötrie  ^lömen-^ 
taire  par  M.  A.  Amiot,  wobei  zugleich  der  Verdienste,  welche 
sich  Herr  Lemonnier  in  Florenz  durch  Veranstaltung  italie- 
nischer Uebersetzungen  von  ausländischen  ausgezeichneten  Wer- 
ken (z.  B.  von  Bertrand,  A.  Serret,  u.  s.  w.)  erwirbt,  rühmend 
gedacht  wird.  Aber  nicht  bloss  wegen  dieser  Analyse  eines  in 
mehrfacher  Beziehung  vorzüglichen  geometrischen  Werkes  ist 
die  vorliegende  Schrift  des  Herrn  Professor  Cremona  interes^ 
sant  und  wichtig;  vielmehr  enthält  dieselbe  eine  so  schone  und 
vollständige,  von  der  grossten,  tiefsten  und  ausgebreitetsten  Kennt- 
niss  auf  dem  Gebiete  aller  Literaturen  zeugende  Darstellung  der 
Eroberungen 9  welche  in  neuerer  Zeit  auf  dem  Gebiete  der  Ele- 
mentar-Geometrie  gemacht  worden  sind^  oder  auch  über  alte  und 
ältere  Sätze  von  Pappus,  Desargues  u.  s*  w.  u.  s.  w.,  deren 
grosse  Wichtigkeit  erst  in  neuerer  Zeit  vollständige  Anerkennung 
gefunden  hat,  wodurch  der  Elementar- Geometrie  vielfach  eine 
wesentliche  Umgestaltung  und  Erweiterung  zu  Theil  geworden  ist: 
dass  wir  diese  Schrift  für  einen  sehr  werthvollen  Beitrag  zur  Ge- 
schichte der  elementaren  Geometrie  überhaupt  halten,  und  unse- 
ren Lesern  eine  sehr  interessante  und  lehrreiche  Lectfire  durch 
dieselbe  aus  vollkommener  Ueberzeugung  versprechen  können,  da- 
her auch  auf  dieselbe  hier  besonders  aufmerksam  zu  machen  wir 
nicht  verfehlen. 
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Astronomie. 

Mämoires  de  rAcad^mie  imperiale  des  8cieaces 
de  8t.-Peterabourg,  VII«  sörie.    Tome  IV.  No.  I. 

Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss  ¥om 
18.  (6.)  Juli  1860  in  Pobes.  Nach  den  Berichteii  der  ein- 
zelnen Theilnehmer  zusammengestellt  von  O.  StruTe, 
Mitgliede  der  Akademie.  (Mit  3  Tafeln).  Gelesen  am 
16.  November  1860.    St.  Petersburg.    1861.    4» 

Der  von  Herrn  O.  Struve  der  kaiserlich  russischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  über  die  Beobachtungen  der  grossen 
SonnenGnsterniss  vom  Jahre  1860  in  Pohes  erstattete  vorlänfige, 
noch  in  Spanien  abgefasste  Bericht  ist  von  uns  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLI.  S.  8.  angezeigt  worden,  mit  der  näheren  Angabe  aller 
diese  nach  Spanien  unternommene  denkwürdige  Expedition  be- 
gleitenden Umstände.  Jetzt  liegt  uns  nun  auch  der  obige  voll- 
ständige Bericht  vor,  den  wir  hier  zu  einer  etwas  genaueres 
Anzeige  zu  bringen  uns  beeilen,  weil  wir  denselben  für  den  wich- 
tigsten halten,  welcher  bis  jetzt  über  das  merkwürdige  Ereigniss 
erschienen  ist.  Wir  bemerken  zuerst  im  Allgemeinen,  dass  Herr 
O.  Struve  sich  in  diesem  vorzugsweise  streng  wi^senschafUich 
gehaltenen  Berichte  nach  unserer  Meinung  ganz  mit  Recht  fiir*« 
Erste  daurauf  beschränkt,  nur  die  Resultate  der  Beobachtungeo, 
—  die  beobachteten  Thatsachen,  —  zu  geben,  natürlich  mit  ge- 
nauer Angabe  der  dabei  angewandten  Hulfsmittel  und  Beobach- 
tongs -Methoden,  wodurch  namentlich  auch  dieser  wichtige  Bericht 
für  einen  Jeden,  der  sich  für  diesen  Gegenstand  interessirt,  aa- 
gemein  lehrreich  wird.  Keineswegs  aber  beschränkt  sich  der 
Herr  Verfasser  auf  seine  eigenen  Beobachtungen,  sondern  giehi 
auch  die  Resultate  der  Beobachtungen  seiner  Begleiter  und  ei- 
niger Anderen,  namentlich  Airy*s,  was  gleichfalls  die  Wichtig- 
keit dieses  Berichts  noch  wesentlich  erhöhet,  so  dass  derselbe 
von  Jedem,  der  sicli  zu  weiteren  Reflexionen  und  Schlussfolge- 
rungen über  die  merkwürdige  Erscheinung  veranlasst  sehen  dürfte, 
hauptsächlich  und  vorzugsweise  berücksichtigt  werden  mass, 
wobei  wiederholt  der  Umstand  hervorzuheben  ist,  dass  Herrp 
Otto  Struve  aus  früheren  Beobachtungen  ähnlicher  Erschei- 
nungen vorzugsweise  eine  reiche  Erfahrung  zur  Seite  steht.  — 
Der  Herr  Verfasser  beginnt  mit  einer  historischen  Darstellmig 
der  hauptsächlich  unter  Airy*s  Leitung  von  England  aus  unter- 
nommenen  Expedition,  worüber  das  Nähere  aus  unserem  früheren 
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oben  erwähnteii  Berichte  bekannt  ist.  Hierauf' feigen  die  verläu- 
figen  Beobachtungen  zur  Zeit-  und  PeüiBhenbefitininiinig  in  Pobes, 
die  PolbOhe  und  Länge  der  Dorfkirehe  in  Pobes,  die  geographi- 
sehea  Coordinaten  der  von  den  einzelnen  Beobachtern  filr  die 
Sonnenfineterniss  gewählten  Standpunkte.  Dann  geht  der  Herr 
Verfasser  zn  den  Beobachtungen  der  Sonnenfineternfss  aelbat 
Ober,  und  zwar:  a)  Bericht  des  Herrn  Airy,  welcher  anf  einem 
Hügel  bei'm  Städtchefn  Erenna  links  vom  Flusse  Bayas  beob- 
achtete, und  von  setner  Frau^  seinem  Sohne  Wilfried»  seiner 
Tochter  Ui^da,  dem  Eisenbahningenieur  Herrn  Stead  und  9  Ar- 
bitern, welche  die  Instrumente  trogen,  begleitet  and  bei  den 
Beobachtungen  mehrfach  unterstützt  wurde*  b)  Bericht  von  Otto 
8trave.  c)  Bericht  von  A.  Winnecke.  d)  Bericht  von  F.  A. 
Oom.  e)  Bericht  des  Herrn  C.  Weiler,  Ingenieurs  und  ehe- 
raaligen  Zöglings  der  polytechnischen  Schule  in  Carlsruhe,  f)  Be- 
richt des  Herrn  Stenglein,  Eisenbahningenieurs.  Drei  sehr 
schone  lUuminirte  lithographirte  Tafeln  machen  den  Schluss  die- 
ses überaus  vollständigen  und  wichtigen  Berichts,  iiir  welchen 
die  Wissenschaft  dem  Herrn  Verfasser  den  lebhaftesten  Dank 
schuldet. 


Kalender  für  alle  Stände.  1862.  Herausgegeben  von 
Karl  von  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wieff.    Mit  einer  Sternkarte.    Wien.     Carl  Gerold.    8^ 

Der  Jahrgang  ]861  dieses  Kalenders  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXL.  S.  9.  angezeigt  worden ,  und  seine  Einrichtung,  die  in 
dem  neuen  uns  vorliegenden  Jahrgange  wesentliche  AbänderuD» 
gen  nicht  erlitten  hat,  kann  also  im  Ganzen  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden.  Wir  kunnen  daher  im  Allgemeinen  auf  jene 
frühere  Anzeige  verweisen,  indem  wir  jedoch  wiederholt  und  ganz 
besonders  darauf  aufmerksam  machen,  dass  wir  auch  diesen  neuen 
Jahrgasg  wie  seine  Vorgänger  als  eine  sehr  zweckmässige  kleine 
Ephemeride  Liebhabern  der  Himmels  -  Beobachtung  bestens  em- 
pfehlen können,  und  dem  verdienstlichen  Unternehmen  deshalb 
ungehinderten  Fortgang  recht  sehr  wünschen.  Ausser  der  Ephe- 
meride, der  wir  eine  bessere  zu  dem  genannten  Zweck  jetzt  nicht 
an  die  Seite  zu  setzen  wüssten,  enthält  der  vorliegende  Jahr- 
gang aber  noch  vieles  andere  Lehrreiche.  Namentlich  weisen 
wir  hin  auf  die  sehr  vollständige  Darstellung  der  neueren  astro* 
nomischen  Entdeckungen  und  auf  die  Uebersicht  des  Planeten- 
systems, welche  man  in  solcher  Vollständigkeit  und  Genauigkeit 
schwerlich  anderwärts  antreffen  wird,  worüber  die  Leser  aus  den 
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folgenden  einzelnen  Rubriken,  ans  denen  dieselbe  besteht,  sieh 
selbst  einen  Schloss  zu  machen  im  Stande  sein  werden:  Alphabe- 
tisches Verzeichniss  der  Asteroiden.  Verzeichniss  der  Asteroiden 
nach  der  Zeit  ihrer  Entdeckung ,  mit  ihren  Zeichen»  dem  Tage 
der  Entdeckung,  dem  Namen  des  Entdeckers  und  dem  Ort  der  Ent- 
deckung. Elemente  sämmtlicher  Planetenbahnen  (überaus  ▼ollstiB' 
dig,  sorgHlltig  und  genau).  Der  Mond.  Satelliten  des  Jupiter. 
Satelliten  des  Saturn.  Satelliten  des  Uranus.  Satelliten  des  Nep- 
tun. Phasen  des  Saturnringes  in  den  J.  1861  und  1862.  Endlidi 
finden  die  Leser  auf  S.94--S.  116  eine  erschupfende  Gescfaichle 
des  Fernrohrs  nach  Grant,  von  der  ersten  Entdeckung  bis  zu  Lecd 
Rosse's  Riesen  -  Telescopen  und  Foucault's  undSteinheils 
verdienstlichen  Arbeiten,  die  wir  namentlich  auch  Physikern  aU 
besonders  interessant  zur  Beachtung  recht  sehr  empfehlen.  Rfick* 
sichtlich  des  eigentlichen  Erfinders  des  Fernrohrs  spricht  sich 
der  Verfasser  auf  S.99.  folgendermassen  aus:  »^Unser  Schlon 
lautet  also  dahin,  dass  Lipperhey^^  —  welcher  auf  S.  98.  John 
Lipperhey,  Brillenmacher ,  aus  Wesel  gebürtig»  ansässig  in 
Middelburg,  genannt  wird,  —  „zuerst  Femrcihre  herstellte,  und 
dass  auch  er  zuerst  die  Welt  mit  dieser  Erfindung  bekannt  machte, 
ihm  daher  gerechter  Anspruch  auf  die  damit  verbundene  Ehre 
zukomme''.  Man  muss  das  vielfach  interessante,  rOcksicbtüdi 
der  ersten  Erfindung  selbst  tbeilweise  aus  den  Acten  der  Gene- 
ralstaaten vom  Jahre  1608,  die  in  den  Haager  Regierungs-Archi- 
ven bewahrt  werden,  geschupfte  Detail  in  dem  sehr  verdienst- 
lichen Aufsatze  seihst  nachlesen. 

Eine  meteorologische  Charakterisirung  des  Jahres  1860  schiiesst 
das  Büchlein,  zu  dessen  weiterer  Bekanntwerdung  wir  durch  diese 
Mittheilungen  von  Neuem  beizutragen  wünschen. 


In  dem  neuerlich  erschienenen  Buche: 

Die  astronomische  Strahlenbrechung  in  ihrer  hi- 
storischen Entwickelung  dargestellt  von  Dr.  C  Bruhns, 
Astronom  der  neuen  Sternwarte  und  Professor  der 
Astronomie  zu  Leipzig.  Eine  gekrönte  Preischrift. 
Leipzig.    1861. 

steht  auf  S.  65.  wörtlich  Folgendes:  „Die  Reihe  Air  r  wird,  wenn 
z  einer  grossen  Zenithdistanz  angehurt,  nur  etwas  mehr  coa- 
vergiren,  wie  die  Reihe'' 

V1  +  2  +  2.4  +  2.4.6+"' 
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'Nun  ist  ja  aber 

1  —  1       L^^l      1.3.5     1       1.3.5.7     1 
1^1,    2  —  2'    2.4^3'    2.4.6^4'    2.4.6.8^5'  '••' 

und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass»  wenn  nur  n>  1  ist,  immer 

1.3.5. ...(2n—l)         1 
2.4.6....2n     ^»  +  1 

ist.    Weil  nämlich 

(2ii  +  l)(n  +  2)=2it«+5n+2,    2(«  +  l)a  =  2na+4ii  +  2 
ist^  so  ist  offenbar 

(2fi  +  l)(n+2)>2(«+l)«,    alBo    ^^)>^- 

Ist  nun  die  Ungleichung 

1.3.5.. .,(2»-^l)         1 
2.4.6. ...2n      ^n+1 

richtig,  so  ist  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  auch 


also 


1.3.S....(2«-^1)     2n+l  1      n-f  1 

2.4.6.. ..2n      •2(ii  +  l)^n  +  l'ii  +  2' 

1.3.S....(2n-f1)         1 
2.4.6.. ..2(n  +  l)^n  +  2' 


weiche  Ungleichung  aus  der  obigen  unmittelbar  hervorgeht,  wenn 
man  darin  n-fl  ffir  n  setst,  woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes 
sogleich  mittelst  des  Schlusses  von  n  auf  n  -f  1  erhellet.  Also 
sind  die  Glieder  der  Reihe 

1      LJ      1-3.5      1.3.5.7 
*'    2'    2.4'    2.4.«'    2.4.6.8'-- 

wenigstens  vom  dritten  an  grosser  als  die  entsprechenden  Glie- 
der der  Reihe 

1      1      1       *       L 

**    2'     3'    3'    5'  •'•• 

Es  ist  ja  aber  bekannt,  dass  diese  letztere  Reihe  keine  conver- 
gente,  sondern  eine  divergente  Reihe  ist,  woraus  sich  ergiebt, 
dass  um  so  mehr  auch  die  Reihe 
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L      L3      1.3.5      1.3.6.7 
*'    2'    2.4'    2.4.6*    2.4.6.8'    •* 

eine  divergirende  Reihe  ist.  Die  obeo  adgefuhrten  Worte 
sagen  also  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  Folgendes  aus: 

yyDie  Reihe  für  r  wird^  wenn  z  einer  grossen  Zenithdistanz 
angehört,  nur  etwas  weniger  e#nveri^ireii  wie  die  diver» 
^Irende  Reihe 

'+2+2.4^  2.4.6+" 

Wer  dies  versteht,  den  beneiden  wir  um  seine  Capacität  und  sei- 
nen mathematischen  Scharfsinn! 

f 

In  der  sehr  schonen  Schrift  des  trefflichen  Lambert:  Les 

propriet^s    remarquables    de    la   route   de   la   lumi^re. 

A  la  Haye.   1758.  heisst  es  freilich  auch  auf  p.  46.  ,,la  conver- 

gence  des  Coefficiens  n'est  gu^res  plus  grande  que  celle  de  U 

1     1.3 
Suite   1»  ö»  9^>  etc.";  das  Obige  ist  also  eigentlich  eine  üeber- 

setzung  dieser  Worte  Lamberts  oder  denselben  nachgeschrie- 
ben, und  Dergleichen  kann  und  muss  man  wohl  in  einer  sonst 
trefflichen  Schrift  aus  der  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  entschul- 
digen; aber  jetzt  im  Jahre  1860  sollten  doch  solche  Dinge 
ohne  alle  weitere  Bemerkung  und  ohne  alle  Kritik  lo 
einem  mathematischen  Buche  nicht  mehr  gedruckt  und  ßlr  haare 
MOnze  ausgegeben  werden.  Wollte  man  überhaupt  die  io  dem 
oben  genannten  Buche  in  sehr  grosser  Anzahl  vorkommenden  so- 
genannten unendlichen  Reihen  sämmtlich  rücksichtlich  ihrer  Con- 
vergenz  eioer  strengen  Untersuchung  unterwerfen,  so  wfirde  naa 
wahrachetolich  theilweise  am  einem  Manchen  —  (uns  freilich  nicht) 
—  sehr  Werraschenden  Resultate  gelangen.  Namentlich  Anftn- 
ger,  die  erfahrungsmässig  leider  nur  zu  oft  Alles ^  was  in  matW- 
matischen  Büchern  steht,  filr  haare  Münze  zu  nehmen  gewohnt 
sind^  verdienen  bei  solchen  Gelegenheiten  wie  im  vorliegenden 
Falle  gewarnt  und  zur  Anwendung  sorgfältiger  Kritik  ermahnt 
zu  werden,  was  auch  einzig  und  allein  der  Zweck  der  vorstehen- 
den Zeilen  ist. 


Nautik. 

Almanacb  der   Osterreichischen   Kriegsmarine   für 
das  Jahr  1862.     Mit  Genehmigung  des   hohen  Marine» 
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Obereomroaiido's  herausgegeben  von  der  hydrographi- 
schen Anstalt  der  k.  k.  Marine.    Wien.    Gerold.    8^. 

r  4 

Eine  Anstalt  wie  die  im  Jahre  1860  in's  Leben  gerqfene  hy- 
drographische Anstalt  der  k.  k.  Kriegsmarine  muss  man  der  Ma- 
rine-Verwaltung eines  jeden  Landes  wünschen;  denn  dieselbe 
hat  zur  Aufgabe: 

« 

1)  dafür  zu  sorgen  9  dass  die  Kriegsschiffe  S.  M.  mit  den  er- 
forderlichen hydrographischen  HOlfsmitteln,  als:  Seekarten,  nau- 
tischen Hiilfsbdchern  und  Instrumenten  von  erprobter  Verlässlich- 
keit  versehen  werden; 

2)  zur  Forderung  der  Hydrographie  und  verwandter  Wissen- 
schaften nach  Kräften  beizutragen; 

3)  dahin  zu  wirken,  dass  die  Fortschritte  im  Gebiete  der  Hy- 
drographie und  Nautik  für  S.  M«  Marine  möglichst  nutzbringend 
gemacht  werden; 

und  ist  also  die  eigentlich  wissenschaftliche  See-Behurde  in 
Oesterreich.  Der  Director  dieser  nachahmungswerthen  Anstalt^ 
welche  ihren  Sitz  in  Triest  hat,  ist  der  um  die  Nautik  sclion  so 
vielfach  verdiente  Herr  Professor  Dr.  Franz  Schaub,  und  un- 
ter ihm  arbeiten  fiir  jetzt  drei  Hydrographen  zweiter  Klasse,  drei 
Adjuncten  zweiter  Klasse  und  ein  Assistent.  Die  drei  Hydro- 
graphen (die  Herren  Dr.  Adalbert  Kunes,  Johann  Zesce- 
vich  und  Robert  Müller)  versehen  die  Geschäfte,  welche  durch 
die  Sternwarte,  die  Verwaltung  des  Instrumenten-  Vorraths,  des 
Karten- Archivs  und  der  Bibliothek  bedingt  werden,  und  halten 
för  die  Marine -Cadetten  Vorträge  über  Mathematik,  Nautik,  Phy- 
sik, Mechanik  und  Maschinenlehre;  zwei  der  drei  Adjuncten  (die 
Herren  Johann  Rund,  Dr.  Franz  Paugger^),  Robert  Mül- 
ler) sind  als  Lehrer  der  Mathematik  am  Eleven -Curse  auf  der 
Fregatte  „Venus"  eingeschifft;  der  dritte  Adjunct  und  der  Assi- 
stent (Herr  Dr.  Gustav  Werner)  werden  nach  Bedürfniss  bei 
den  einzelnen  Abtheilungen  verwendet.  —  Von  dieser  wissen- 
schaftlichen Anstalt  wird  von  jetzt  an  der  nautische  Almanach 
herausgegeben,  dessen  erster  Jahrgang  uns  vorliegt.  Derselbe 
enthält  zuerst  den  Kalender  und  eine  kleine  nautische  Epheme- 
ride, welche  die  Declination  der  Sonne  und  die  Zeitgleichung  bis 
auf  Secunden  und  Zehntheile  der  Secunde  genau,  nebst  deren 
stündlichen  Aenderungen,  die  mittlere  Zeit  der  Culmination  des 
Mondes    bis    auf  Zehntheile    der  Minute  genau,   ausserdem  den 


*)  M.  8.  eine  Abhandlung  von  ileinselben  im  Archiv  T.  XXXV.  S.  21. 
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SonneDhalbmesser  für  den  Isten  and  15ten  jedes  Monats,  die 
Mondesphasen  und  die  Sichtbarkeit  der  Planeten  liefert  Ausser- 
dem enthält  der  Aimanach  Aufsätze  von  allgemeinem  naatisefaee 
Interesse,  von  denen  .wir  namentlich  auf  den  ersten  über  die 
so  wichtige  locale  Abweichung  des  Compasses  aaf 
Schiffen  aufmerksam  machen.  Wer  da  weiss,  wie  Terderblich 
die  locale  Abweichung  des  Compasses  den  Schiffen  werden  kann 
und  notorisch  schon  oft  geworden  ist,  wird  das  überaus  Verdienst- 
liche dieser  mit  grosser  Deutlichkeit  verfassten  Anweisang  sor 
Bestimmung  der  localen  Abweichung  gewiss  anerkennen  und  sich 
dieselbe  zu  sorgföltigster  Beachtung  dringend  empfohlen  sein 
lassen.  Dieselbe  ist  mit  Benutzung  der  Abhandlung:  ,,SaUe 
GorrezionI  della  bussola*'  und  handschriftlicher  Mittheilnngen  des 
Hydrographen  Herrn  J.  Zescevich  von  Herrn  Professor  Sc  ha  ob 
verfasst.  So  einfach  auch  mittelst  einer  Tafel  der  localen  Ab- 
weichung die  Correctionen  der  Compass-Course  und  Peilungen 
sind,  so  darf  doch  nicht  übersehen  werden»  dass  diese  Correctio- 
nen oft  in  grosser  Eile  und  unter  schwierigen  Verhältnissen  zu 
machen  sind,  und  dass  ein  begangener  Fehler  dem  Schiffe  die 
grOsste  Gefahr  bringen  kann.  Daher  darf  der  Werth  eines  me> 
chauischen  Hulfsmittels  hiezu  nicht  zu  gering  angeschlagen  werden. 
Zu  diesem  Zwecke  empfiehlt  sich  ganz  besonders  das  von  Herrn 
Zescevich,  der  bekanntlich  sich  schon  durch  die  Angabe  sinn- 
reicher graphischer  Methoden  zur  Auflösung  sphärischer  Dreiecke 
verdient  gemacht  hat,  angegebene  sogenannte  Dromoscop^  wel- 
ches in  der  vorliegenden  Abhandlung  beschrieben  und  abgebildet, 
und  auf  den  österreichischen  Kriegsschiffen  allgemein  eingeführt 
ist  Dieses  Instrument  giebt  die  Correction  für  locale  Al>wei- 
cbnng  und  Missweisung  zu  gleicher  Zeit,  und  muss  allen  Marine- 
Verwaltungen  zur  Beachtung  recht  sehr  empfohlen  werden. 

Hierauf  folgt  ein  überaus  vollständiges  Verzeicbniss  aller 
Lencbtthürme  im  mittelländischen,  schwarzen  and 
azowschen  Meere,  natürlich  mit  Angabe  ihrer  Länge  ood 
Breite  und  sonstiger  Beschreibung  ihrer  Eigenthümlichkeit,  wel- 
ches die  allgemeinste  Beachtung  verdient  Die  Zahl  dieser  Leucht- 
thürme  beträgt  382,  woraus  man  sieht,  wie  sehr  in  den  drei  ge- 
nannten Meeren  für  die  Sicherheit  der  Schifffahrt  gesorgt  wird, 
vor  welchen  Bestrebungen  man  noch  mehr  Achtung  gewinnt,  wenn 
man  bedenkt,  dass  von  jenen  382  Leuchtthürmen  sehr  nahe 
200  allein  in  den  zehn  Jahren  von  1850—1860  errichtet 
worden  sind.  Das  mögen  sich  beiläufig  die  deutschen  Flotten, 
männer  gesagt  sein  lassen,  die  immer  nur  an  schmucke  Schiffe» 
an  hübsche  Corvetten  und  Fregatten  denken,  aber  gar  nicht  daran, 
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welche  ungeheuren  Summen,  und  weiche  ungeheuren  Anstren- 
gungen der  Regierungen  sonst  noch  nuthig  sind,  wenn  ge- 
hörig rar  die  Sicherheit  der  SchiffTahrt»  die  doch  immer  die 
Hauptsache  bleibt,  gesorgt  werden  soll,  was  in  den  deut- 
schen Binnenmeeren  gerade  am  Nothigsten  und  ein  Haupterfor- 
derniss  ist  ,  Diesem  Verzeichnisse  schliesst  sich  eine  sehr  deut- 
liche Beschreibung  des  Aneroid-Barometers  von  Vidi 
und  des  Metall.Baroroeterö  von  Bourdon  an.  Sehr  sinn- 
reich ist  jedenfalls  die  auf  S.  89.  und  S.  90.  besprochene  Idee  des 
Herrn  Commodore  von  Wfillerstorf,  Beobachtungen  mit  diesen 
beiden  Barometern  zur  Bestimmung  der  Abnahme  der  Schwere 
auf  der  Erde  von  den  Polen  nach  dem  Aequator  hin  zu  benutzen, 
zo  welchem  Zwecke  der  berOhmte  Fuhrer  der  Novara  bei  seiner 
Weltumsegelung  eine  Reihe  vergleichender  Beobachtungen  am 
Aneroid-  und  Quecksilber- Barometer  in  verschiedenen  Breiten 
angestellt  hat,  worüber  wir  weiteren  Veröffentlichungen  mit  Ver- 
langen entgegen  sehen.  Den  Beschloss  macht  die  Genealogie 
des  regierenden  Kaiserhauses  und  der  vollständige  Per- 
sonalstand der  k.  k.  Kriegs-Marine,  welcher  letztere  in 
mehrfacher  Beziehung  f&r  Jeden,  der  sich  für  die  Fortschritte 
des  Seewesens  interessirt,  von  grossem  Interesse  sein  muss. 

Wir  wfinschen  diesem  nützlichen  und  verdienstlichen  Unter- 
nehmen den  besten  Fortgang. 


Physik. 

Jahresbericht  über  die  Fortschritte  und  Leistun- 
gen im  Gebiete  der  Fotografie  und  Stereoskopie  mit 
genauer  Na,chweisung  der  Literatur.  Für  1857  VonDr 
Karl  Jos.  Kreutzer,  Kustos  an  der  k.  k.  Universitäts^ 
bibliothek  in  Wien.    Wien.    Seidel.    186L    8. 

Die  beiden  ersten  Jahrgänge  dieses  sehr  verdienstlichen  Jah- 
resberichts über  eine  der  schönsten  und  wichtigsten  neueren 
Künste  sind  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXX.  S.  5.  und  Nr.  CXXV.  S.  5. 
angezeigt  worden.  Der  vorliegende  Jahrgang  (1857)  ist  zu  einem 
Werke  von  580  Seiten  angewachsen,  mehrfach  mit  Figuren  und 
niustrationen  ausgestattet,  und  jedenfalls  gegenwärtig  das. voll- 
ständigste Werk  über  Photographie  und  Stereoskopie,  welches 
Niemand,  der  sich  mit  dieser  schonen  Kunst  in  technischer  oder 
wissenschaftlicher  Rücksicht  beschäftigt,  entbehren  kann,  das  da- 
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her  dringend  sur  allgememsteo  Beachtung  empfohlen  sn  werden 
verdient,  so  wie*  seinem  fleissigen  und  kenntnissreichen  Verfasser 
ffir  dasselbe  der  wärmste  Dank  gebührt    Namentlich  roacheo  wir 
darauf  aufmerksam,  dass  jetzt  alle  zur  Sprache  kommenden  Ope- 
rationen  sehr  vollständig  und  deutlich  beschrieben  worden  sind, 
so   dass    nur  wenige   Fälle  vorkommen  diirfien,  wo  es  filr  einen 
mit  dem  Gegenstande  an  sich  im  Allgemeinen  Vertrauten  nwthig 
wäre»  auf  die  Quellen,  aus   denen  geschupft,  worden  ist,  selbst 
xuröckzugehen,  ivas  namentlich  Künstler,  denen  die  übrigens  über- 
all sehr  sorgfältig  und  genau  angegebenen  Quellen  meistens  nicht 
leicht  zugänglich  sein  werden ,  dem  Herrn  Verfasser  zu  besonde* 
rem  Danke  verpflichten  wird.     Die  zur  Sprache  gebrachten  Ge- 
genstände sind  so  mannigfaltig,  dass  es  ganz  unmöglich  ist,  hier 
auch  nur  eine  angenäherte  Vorstellung  von  dem  überaus  reichen 
Inhalte  zu  geben,  wodurch   wir  genothigt  werden,   uns  auf  die 
folgende  nur  ganz  allgemeine  (3 eber^icht  zu  beschränken:    I.  Die 
Erzeugung  von  {jichtbildern  und  die  dabei  vorkommen- 
den Arbeiten.     A.  Fotografie  auf  mit   lichtempfindlichen  Stof- 
fen   getränktem    Papier.      B.    Fotografie  auf  lichtempfindlicbem 
Eiwelss,  Leim  u.  dergl.     C.  Fotografie  auf  Kollod.     D.  Einzeln- 
heiten bei  den  verschiedenen   Verfahrungsarten.    E.  Wiedergabe 
von  Farben.     F.  üebertragung  der  Bildung  von  einer  Oberfläche 
auf  die  andere.     It.  Anwendungen  der   Fotografie.    (Dieser 
Abschnitt  ist    in   diesem   Jahrgange   ausserordentlich   reichhaltig, 
und  bietet  des  Interessanten  ungemein  Vieles  dar;  besondere  Be- 
rücksichtigung haben  auch  die  so  wichtigen  Anwendungen  in  der 
Astronomie  gefunden,  bei  dem  Monde ,  bei  Sterngruppen  u.  s.  w.) 
IIL  Apparate.    Instrumente.    Vorrichtungen.    IV\  Fisi- 
kaiische  und  chemische  Bemerkungen.     V.  Verschie- 
denes.   VI.  Das  Stereoskop.     Ein  sehr  vollständiges  Namen- 
und  Sach -Register  erleichtert  den  Gebrauch  des  mit  dem  grOssten 
Fleisse  verfassten  Buches  ungemein,  und  die  äus«sere  Ausstattang 
ist,  wie  bei  allen  neueren  Erzeugnissen  der  Wiener  Presse,  on- 
gemein  nett  und  elegant.  ' 

»Beiläufig  muge  noch  erwähnt  werden,  dass  der  Herr  Verfasser 
auch  eine  sehr  verdienstliche  Zeitschrift  für  Fotografie 
und  Stereoskopie  herausgiebt,  von  welcher  monatlich  2  Hefle 
zu  2  bis  2i  Bogen  in  4^  erscheinen.  > 


Vermischte  Schriften. 

Rendiconto  delle  sessioni   delT   Accademia   delle 
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seieitze   detl'  Istitnto  di   Bologna.     Anno  accademico 
1860—1861.    Bologna.    1861. 

Der  Heraeageber  des  Arcbiva  freut  sich  aebr  und  erkeaot  es 
hu  Interesse  seiner  Leser  mit  ^em  verbiodlichatea  Danke  an» 
dass  ihm  in  der  freundlichsten  und  zuvorkommendaten  Weiae 
Gelegenheit  geboten  worden  ist,  die  Arbeiten  einer  der  berflhm- 
festen  und  ältesten  Akademieeu  der  Wiaaenachaften  in  seiner  Zeit- 
schrift zur  Anzeige  zu  bringen ,  die  sich  aber  natCIrlich  auf  die 
in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Wissenschaften  beschränken 
musSy  und  wegen  der  Beschränktheit  des  Raumes»  oben  so  wie 
bei  den  übrigen  Akademieen»  im  Allgemeinen  nur  kurz  sein  kann. 

Der  Bericht  der  bertfhmtea  Akademie  der  Wissenschaften 
des  Instituts  io  Bologna  fCir  das  akademische  Jahr  1800—1861 
liegt  uns  vor,  und  hat  folgenden  Inhalt»  wobei  wir  bemerken»  dass 
in  diesem  Rendiconto  nicht  etwa  bloss  die  Titel  der  gelesenen 
Abhandlangen,  die  vollständig  später  in  den  eigentlichen  Gesell- 
schaftsscbriften  erscheinen,  sondern  Oberall  sehr  vollständige  Aus« 
züge  aus  denselben  gegeben  sind»  welche  den  mit  dem  betreffen- 
den Gegenstande  nicht  ganz  unbekannten  Leser  immer  in  den 
Stand  setzen»  sich  eiir  genaueres  Bild  von  dem  Inhalte  der  Ab- 
handlung und  von  den  wichtigsten  Resultaten,  zu  welchen  der 
Verfasser  derselben  gelangt  ist,  zu  machen.  —  p.  7 — p.  13.  Prof. 
Ijorenzo  Respfiptai:  Snile  osservazioni  circumzenitali 
delle  Stelle.  —  p.  20.  —  p.  23.  wird  Nachricht  gegeben  von  ei- 
nigen autographischen  Manuscripten  des  berühmten  Galvani, 
die  sich  in  der  von  der  Akademie  publicirten  schönen  Ausgabe 
der  Werke  Galvani's  (1841)  nicht  finden,  fiSr  die  Geschichte 
der  Entdeckung  des  Galvanismus  von  grosser  Wichtigkeit  sind» 
und  von  denen  u.  A.  auf  p.  20.  Folgendes  gesagt  wird :  »,Ora  ^ 
awenoto  che  nel  decorso  ultimo  ventennio»  siensi  trovati  otto 
altri  manoscritti»  autografi  dello  stesso  Galvani»  aicuni  dei  quall 
niolte  adatti  a  dimostrare»  che  le  esperienze  praticate  dal  roede- 
stmo,  e  gli  studi  suoi  intpmo  alla  dimostrazione  della  sua  teorica 
snl  fluido  elettro-nerveo»  furono  anteriori  di  almeno  dieci  anni  alla 
pabblicazione  del  Commentario*)»  e  che  anzi  neli'  anno  1781  egii 
adoperava  la  macchina  elettrica»  col  fine  di  tentare  la  influenia 
della  elettricitk  nel  meto  rauscolare,  esperimentando  degli  animali 
a  sangue  caldo»  e  degli  altri  a  sangue  freddo  in  vario  modo  as- 
fissiati  od  uccisi  per  mezzo  di  gas  mefitici»  e  praticando  pure 
altre  relative  esperienze  nelle  ova  covate.**    Die  Titel  dieser  acht 


*)  Commentarias  de  Tiribas  eicctricitatis  etc. 
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Manascripte  sind  auf  p.  21.  Tollstäodig  angegeben,  ond  wir  kSn- 
nen  nicht  ambin,  einen  Jeden,  der  sieb  flir  die  Gescbicbte  der 
Pbysik  interessirt  auf  diesen  Artikel  in  dem  vorliegenden  Ren- 
diconto  anfmerksam  zu  machen.  • —  p.  43. — p.  47.  Prof.  P*  ^•• 
menieoClieliiit:  Del  problema  relative  alla  legge,  ende 
nn  Ellissoide  eterogeneo  propaga  la  sna  attrazione 
da  punto  a  punto,  soluzione  diretta  ed  elementare.  — 
p.Ö8. — p.  83.  Prof.  Ii.  Cremon*:  Interne  alla  cnrvä  gobba 
del  quart'  ordine  per  la  quäle  passa  una  sola  superfi- 
cie  di  secondo  grado.  —  p.  71.  —  p.76.  Prof.  üorenso  Re- 
spifplii:  Influenza  del  moto  dei  mezzi  rifrangenti  sulla 
propagazione  dei  raggi  luroinosi  da  cui  sono  attraver- 
sati.  —  p.92.  —  p.  98.  €»v.  Alessandro  Palair^:  Fenomeoi 
elettrici  dovuti  all'  avvicinarsi  e  all'  allontanarsi  re- 
ciproco  de'  corpi.  Nuove  sperienze.  —  p.  102. — p.  106. 
Hott*  dialio  Casoni:  Dell'  Irraggiamento  Solare. 

Der  Raum  erlaubt  uns  ßr  jetzt  leider  nur  die  Angabe  der 
Titel  dieser  Abhandlungen,  auf  die  wir,  wenn  sie  vollständig  er- 
schienen sein  werden,  theilweise  zurückzukommen  hoffen. 


Der  mir  so  eben  gfitigst  zugesandte  Catalog  von  Bflchern 
aus  den  Gebieten  der  Mathematik,  Astronomie  und 
Physik  von  S.  Calvary  &  Comp.  Berlin,  Hittel-Strasse 
Nr.  61.  enthält  in  4294  Nummern  eine  sehr  grosse  Anzahl  der 
werthvollsten  grosseren  Bficher  und  kleineren  zum  Theil  sehr 
seltenen  Abhandlungen  aus  den  genannten  wissenschaftlichen  Ge- 
bieten, so  dass  ich  denselben  hier  dringend  zu  empfehlen  fiir 
meine  Pflicht  halte.  Derselbe  ist  nach  den  Verfassern  genao 
lexicographisch  geordnet  und  mit  grosser  wissenschaftlicher  Ge- 
nauigkeit angefertigt;  und  wird,  wenn  Berr  Calvary  nach  sei- 
nem Versprechen  in  dem  Vorwort  Ihn  durch  Fortsetzungen  von 
Zeit  zu  Zeit  ergänzt,  zugleich  als  ein  sehr  werthvoUes  literari- 
sches Repertorium,  also  keineswegs  als  in  die  Klasse  gewdhn- 
lieber  Antiquariats  «Cataloge  gehurend  zu  betrachten  sein,  Terdient 
deshalb  auch  sorgfUltig  aufbewahrt  zu  werden.  Die  Fortsetzun- 
gen werde  ich,  sobald  sie  mir  zugehen,  sogleich  anzeigen. 

Den  25.  Januar  1862.  Grüner t. 
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